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Introduccion

En la actualidad, la seleccién de un portafolio éptimo que satisfaga una restriccion de
riesgo, es un problema que ha despertado gran interés por parte de los practicantes y profe-
sionales en la industria financiera. Para hacer un buen estudio de este problema es deseable
conocer tanto teoria como trabajos desarrollados sobre medidas de riesgo y optimizacion
de portafolios. El conocimiento de medidas de riesgo proporciona herramientas para deci-
dir como se cuantificaran las posibles pérdidas de un portafolio. Conocer resultados en el
area de optimizacién de portafolios, ayuda a elegir el modelo de seleccién con el cual se

trabajaré.

Con la aparicién de los Acuerdos de Basilea sobre Supervisién Bancaria (Basilea I en
1988, Basilea IT en 2004 y Basilea III en 2011), la medicién del riesgo ha cobrado gran
importancia dentro de las instituciones financieras. La incorporacién del Valor en Riesgo
a los Acuerdos de Basilea en 1996, ha hecho de esta medida el estdndar industrial en la
cuantificacién del riesgo. Es bien sabido que esta medida tiene deficiencias como penalizar
diversificacién en muchas ocasiones y no tomar en cuenta la magnitud de las pérdidas.
Estos problemas motivaron la propuesta de las medidas de riesgo coherentes hecha por
Artzner, Delbaen, Eber y Heath [5]. Con la publicacién de este trabajo surge la versién
coherente del Valor en Riesgo que se conoce como Déficit Esperado y el desarrollo de

diversas clases de medidas tales como las convexas, distorsionadas, espectrales, etc. En este
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trabajo, utilizaremos una clase particular de medidas de riesgo distorsionadas introducida
por Tsukahara [28]. En esta clase, las medidas resultan ser coherentes, invariantes en ley,
comondtonas y comparables en cierto sentido con el Déficit Esperado. Un buen resumen

de resultados sobre medidas de riesgo puede ser encontrado en Follmer y Schied [11].

El estudio sobre optimalidad de portafolios fue iniciado con la publicacion de Harry
Markowitz [24] en 1952, donde establecié los fundamentos de la teoria de seleccién de
portafolio transformando la preferencia de una inversién en un diagrama riesgo-retorno y
midiendo el riesgo con la desviacion estandar. Después de este trabajo surgié la versién
en tiempo continuo estudiada principalmente por Merton [24] y Samuelson [27], en donde
se considera el problema bajo un esquema de maximizacién de utilidad. Se han propuesto
modelos de seleccién alternativos, cada uno con sus caracteristicas particulares. Entre los
més comunes estdn los trabajos de Browne [7], Kahneman y Tversky [17], Lopes [21] y
Yaari [30]. Nosotros utilizaremos un modelo de seleccién recién propuesto por He y Zhou
[15], el cual cubre al menos los modelos mencionados anteriormente. Este modelo tiene la
particularidad que la variable de decisién es la funcion cuantil de los pagos admisibles y no

el pago mismo.

No cabe duda que desde que inicié la regulacién bancaria, un problema al que se enfren-
tan dia a dia las instituciones, es el de escoger un portafolio que de buenos rendimientos
sin que el riesgo asociado exceda el nivel dado por los reguladores. Los autores Basak y
Shapiro [6] abordaron este problema por primera vez y utilizaron el Valor en Riesgo para
la cuantificacién del riesgo. Otros trabajos en esta misma linea son los de Gundel y Weber
[12], Acerbi y Simonetti [2]. Ninguno de estos trabajos aborda el problema en un marco
general de seleccién, como el propuesto por He y Zhou [15]. Algunos son flexibles en la
medida de riesgo que se utiliza pero no en el modelo de seleccién. Esto nos motivo a estu-
diar el problema de optimizacién de portafolios con una restriccién de riesgo en un marco

general tanto de seleccién como de la cantidad de medidas de riesgo que pueden escogerse.



Esta tesina esta organizada como sigue. En el Capitulo 1 se da un breve pero intensivo
estudio sobre las medidas de riesgo. Empezamos con los resultados clasicos de medidas de
riesgo coherentes y se estudian las propiedades de invarianza en ley y comonotonicidad,
para luego introducir las medidas de riesgo distorsionadas propuestas por Tsukahara [28].
El entendimiento de los ltimos resultados de este capitulo son de vital importancia para

el desarrollo del trabajo.

En el Capitulo 2 se plantea el modelo de mercado con el que trabajaremos, se proporcio-
nan las herramientas necesarias para entender el problema de optimizacion de portafolios
v se da a conocer el modelo de seleccién que utilizaremos. El planteamiento del modelo via
cuantiles de He y Zhou [15] es un ingrediente importante para el problema que abordare-

mos.

El Capitulo 3 se dedica al planteamiento y analisis del problema principal de este
trabajo. Los resultados de este capitulo constituyen nuestra aportacion principal. El modelo
aqui propuesto y todo lo relacionado con éste, hasta donde sabemos no puede ser encontrado

en la literatura.

Por 1ltimo, se incluye un apartado de conclusiones en el que se describen los resultados
mas importantes que se obtuvieron y se proponen algunas posibles generalizaciones del
problema aqui estudiado. Con la intencién de hacer este trabajo lo méas independiente
posible, al final del mismo se incluye un apéndice con la demostraciéon de un resultado de

caracterizacién de medidas de riesgo, dado por Tsukahara [28].
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Capitulo 1

Medidas de Riesgo

La medicién del riesgo de una posicién financiera es uno de los temas centrales en la era
moderna de la administracién de riesgos. La necesidad de cuantificar el riesgo por parte de
los profesionales, ha motivado a la comunidad cientifica al desarrollo de distintas medidas
de riesgo, las cuales pueden ser utilizadas en la practica para distintos fines. Entre los més

destacados se encuentran los siguientes:

= Determinacion del capital de riesgo y adecuacién de capital. Una de las fun-
ciones principales de la administracién de riesgos en el sector financiero es determinar
la cantidad de capital que una institucién financiera necesita tener como un amorti-
guador frente a inesperadas pérdidas futuras en su cartera con el fin de satisfacer a

un regulador, que esta interesado en la solvencia de la institucién.

= Herramienta de gestion. Las medidas de riesgo son frecuentemente utilizadas
como una herramienta para limitar la cantidad de riesgo que una unidad dentro de
una empresa puede tener. Por ejemplo, los operadores de un banco son a menudo
limitados por la regla de que el Valor en Riesgo diario al nivel 95% de su posicién,

no debe exceder un determinado limite.



= Primas de seguro. Las primas que recibe una compania de seguros, son una com-
pensacién por asumir el riesgo de los objetos asegurados. El tamafio de esta compen-

sacion, puede ser vista como una medida del riesgo que poseen estos objetos.

Como se podré observar mas adelante, se describira una posicion financiera por una variable
aleatoria X sobre un conjunto de escenarios posibles. Cuando se tiene especificada una
medida de probabilidad sobre el conjunto de los posibles escenarios, podriamos fijarnos en
la distribucién de X y medir el riesgo en términos de los momentos o cuantiles. Dado que
lo que nos interesa es una estimacién de lo que se podria perder en una inversién (downside
risk en inglés), es evidente que una medida de riesgo cldsica como la varianza no refleja la
asimetria basica en la interpretacién financiera de X. Esta asimetria es tomada en cuenta
por medidas de riesgo tales como el Valor en Riesgo, la cual esta basada en los cuantiles
para la cola inferior de la distribucién del valor de la posicién. Sin embargo, el Valor en
Riesgo no satisface algunos requerimientos naturales y esto ha motivado una investigacién

sistematica de medidas de riesgo que satisfagan ciertos axiomas basicos.

En este capitulo se discutira el problema de cuantificar el riesgo de una posicién finan-
ciera. Se expondran los conceptos y resultados mas importantes sobre medidas de riesgo;
principalmente nos enfocaremos en aquellos que estan estrechamente relacionados con el
problema que se resolverd en este trabajo. En la Seccién 1.1 se estudiardn las llamadas
medidas de riesgo coherentes, cuya aproximacion axiomatica fue iniciada por Artzner, Del-
baen, Eber y Heath [5]. También, dado que en este trabajo estamos interesados en las
medidas de riesgo que ademas de ser coherentes satisfacen los axiomas de invarianza en ley
y comonotonicidad, dedicaremos unos parrafos a examinar estas propiedades. La primera
parte de la Seccion 1.2 se dedica al estudio de las llamadas medidas de riesgo distorsiona-
das, las cuales juegan un rol muy importante para la presentacién del trabajo de Tsukahara
[29] sobre familias paramétricas de medidas riesgo, que se hard en la dltima parte de esta

seccién. Para finalizar el capitulo, en la Seccién 1.3 se mencionaran algunos resultados so-
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bre la estimacion y simulacion de la clase de medidas de riesgo propuesta por Tsukahara
[29]. Cabe destacar que los resultados de la Seccién 1.2 sobre el trabajo de Tsukahara [29]
constituyen una parte fundamental para el planteamiento de nuestro problema, pues como
podra verse en el Capitulo 3 utilizaremos este tipo de medidas para limitar el riesgo de

ciertas posiciones financieras.

1.1. Medidas de Riesgo Coherentes

El propdsito de esta seccién es introducir formalmente el concepto de medida de riesgo
coherente, asi como dar las interpretaciones de las propiedades que caracterizan a esta
clase de medidas. Todas las demostraciones de los resultados que a continuacién se presen-
tan pueden ser consultadas en Follmer y Schied [11]. Para empezar, considere un espacio
de probabilidad (€2, F,P) y denote por L™ := L>*(Q, F,P) el conjunto de las variables
aleatorias (v.a.) que son P esencialmente acotadas. A lo largo de este trabajo, un elemento
de L* modelaré el valor descontado de una posicién financiera al final de algin horizon-
te de tiempo dado, y nos referiremos a éstos simplemente como posiciones financieras sin

especificar que pertenecen al conjunto L*°.

Para efectos practicos, puede pensarse que X representa el valor descontando de un
determinado portafolio al término de cierto periodo de transaccion. Dicho portafolio puede
estar constituido por un conjunto de acciones y bonos, un libro de derivados, una coleccion
de préstamos de alto riesgo o incluso la posicion de una institucion financiera sobre todos sus
activos con riesgo. Lo que se quiere es cuantificar el riesgo de cualquier posicién financiera

X por algin nimero p(X).

Definicion 1.1.1. Un funcional p : L>® — R es una medida de riesgo, si para cualesquiera

X,Y € L satisface las siguientes condiciones:

» Monotonia Inversa [MI]: Si X <Y, entonces p(X) > p(Y).
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» Invariante en Traslacién [IT]: Si m € R, entonces p(X +m) = p(X) —m.

La interpretacion financiera de la propiedad [MI] es la siguiente: posiciones financieras
que son mejores en cualquier escenario, deben tener un menor riesgo. La propiedad [IT]
estd motivada por la interpretacién de p(X) como requerimiento de capital, es decir, p(X)
es la cantidad que debe ser agregada a la posicién X, para hacerla aceptable desde el punto
de vista de una agencia supervisora. Entonces, si se agrega la cantidad m a la posicién y se
invierte en una manera libre de riesgo, el requerimiento de capital se reduce por la misma

cantidad. En particular, [IT] implica:
p(X + p(X)) =0, (L.1)

p(m) = p(0) —m para toda m € R. (1.2)

Ahora, nos enfocaremos en la clase de medidas de riesgo que satisfacen dos propiedades
adicionales: subaditividad y homogeneidad positiva. Imponer estas condiciones, nos lleva a
la definicién de medida de riesgo coherente dada inicialmente por Artzner, Delbaen, Eber

y Heath [5].
Definicion 1.1.2. Una medida de riesgo p : L*® — R es llamada medida de riesgo coherente
si para cualesquiera X,Y € L* satisface las siguientes condiciones:

» Subaditividad [SA]: p(X +Y) < p(X) + p(Y).

» Homogeneidad Positiva [HP]: Si A > 0, entonces p(AX) = A\p(X).

Los autores Artzner, Delbaen, Eber y Heath [5] resumen la razén de pedir la propiedad
[SA] en la siguiente frase: “una fusion no crea riesgo extra”. Esta propiedad es la mas

discutida de las cuatro que caracterizan a las medidas de riesgo coherentes, posiblemente

porque descarta al Valor en Riesgo como una buena medida (ver Ejemplo 1.1.3). Enseguida
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se exponen algunos argumentos que explican porque la propiedad [SA] es un requerimiento

razonablemente necesario.

= La subaditividad refleja la idea de que el riesgo puede reducirse mediante la diversi-
ficacién. Esto constituye un principio que ha sido utilizado desde hace muchos anos

en finanzas y economia.

= El uso de una medida de riesgo no subaditiva para determinar el capital regulatorio
de una institucién financiera, podria incentivar a la empresa a separarse legalmente

en varias filiales, con el fin de reducir los requerimientos de su capital regulatorio.

= La subaditividad permite descentralizar la tarea de administrar el riesgo derivado
de una coleccién de distintas posiciones. Es decir, si los limites de riesgo se dan
por separado a dos posiciones diferentes, entonces el limite de la posicién global,

estd acotado por la suma de los limites de riesgo individuales.

Asumiendo que [SA] se satisface, la razén de pedir la propiedad [HP] se puede justificar

facilmente, ya que para toda n € N y cualquier posicién X, se cumple lo siguiente:

p(nX) = p(X +---+ X) < np(X), (1.3)

y debido a que no hay diversificacién o compensacién alguna en el valor del portafolio, es

natural pedir que se de la igualdad en la ecuacién anterior.

La propiedad [HP] ha sido criticada por algunas personas, pues no penaliza la concentra-
cién de riesgo. De otro modo, para valores grandes de A se deberia cumplir p(AX) > Ap(X),
y como lo indica la ecuacién (1.3), esto es imposible para una medida de riesgo subaditi-
va. Esta observacién ha llevado al estudio de las llamadas medidas de riesgo convezas, las
cuales forman una clase muy amplia de medidas de riesgo. En esta clase, las propiedades

[SA] y [PH] son substituidas por una condicién méas débil,
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» Convexidad [COJ: p(AX + (1 = A)Y) < Ap(X) + (1 = X)p(Y).

No es dificil verificar que bajo homogeneidad positiva, la convexidad es equivalente a la
subaditividad. La justificacién econémica de [CO] es de nuevo la idea de que la diversi-
ficacién reduce el riesgo. El estudio de las medidas de riesgo convexas en el contexto de
gestion de riesgos y matemadticas financieras, empezé con Follmer y Schied [10]. Una muy
buena discusién se puede encontrar en Follmer y Schied [11]. Una conexién interesante
entre medidas de riesgo convexas y modelos de riesgo en la valuacién de derivados puede

encontrarse en Cont [8].

Enseguida se presentan unos ejemplos de medidas de riesgo. Especial atencion tendran

las medidas conocidas como Valor en Riesgo y Déficit Esperado.

Ejemplo 1.1.1 (Peor Escenario). Considere el funcional definido de la siguiente manera:

Pméx(X) = _::IEng(w)v (1.4)

para cualquier posicién X. El valor de ppix(X) indica la cota inferior mas pequena de
la pérdida potencial que se puede tener en cualquier escenario. Se puede verificar que
Pmax(X) es una medida de riesgo coherente. Esta es la medida de riesgo mas conservadora

en el sentido de que cualquier medida de riesgo p sobre L™ satisface:

p(X) < p(fnf X(w)) = pmx(X). (1.5)

O

Ejemplo 1.1.2 (La Integral de Choquet). Sea ¢ : F — [0, 1] cualquier funcién normalizada
y monétona en el sentido de que ¢(0)) =0, ¢(Q) =1y ¢(A) < ¢(B) si A C B. Por ejemplo,
¢(-) puede estar dada por c(A4) := (P(A)), con ¢ : [0,1] — [0,1] tal que (0) = 0y
(1) = 1. Para una funcién medible y acotada X > 0, se define la integral de Choquet con

respecto a ¢(+) como

/Xdc = /000 (X > z)dx. (1.6)
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Cuando c¢(-) es una medida de probabilidad, el teorema de Fubini implica que [ Xdc coin-
cide con la integral usual. Observe que para una funcién X € L arbitraria y m € R tal

que X +m > 0,

/(X +m)dc —m = /_Om(c(X >x)— 1)dr + /OOO (X > x)dx. (1.7)

El lado derecho de la igualdad anterior es independiente de m > — inf X, por lo cual tiene
sentido extender la definicién de integral de Choquet para toda X € L*°, de la siguiente

manera:
/Xdc = /0 (c¢(X >z)—1)dx + /000 (X > z)dz, (1.8)
De aqui es evidente que,
/)\Xdc:)\/Xdc y /(X+m)dc:/Xdc+m, (1.9)
para cualesquiera A > 0 y m € R. Més atn,

/chz /Xdc para Y > X. (1.10)

Entonces, la integral de Choquet de la pérdida

p(X) = /(—X)dc, (1.11)

es una medida de riesgo sobre L> que satisface [HP]. Se puede demostrar que p(-) es

coherente si y sélo si ¢(-) es submodular, es decir,
c(AUB)+c¢(ANB) <c¢(A) 4+ c¢(B), para cualesquiera A, B € F. (1.12)

O

Ejemplo 1.1.3 (Valor en Riesgo). Probablemente, la medida de riesgo més utilizada en
las instituciones financieras es el Valor en Riesgo (Value at Risk en inglés). Esta medida
ha tenido una gran trayectoria dentro del marco de regulaciéon de capital Basel II. Antes

de definirla formalmente se recordard el concepto de cuantil.
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Definicién 1.1.3. Para A € (0,1) se define el A-cuantil de una v.a. X como cualquier

ntumero real ¢ con la siguiente propiedad:

PX<g>Xy PX<q <A\ (1.13)

El conjunto de todos los A-cuantiles de X es el intervalo [gy ()), ¢%()\)], donde
gxt)=mf{z:P(X <2)>t} vy q¢;(t)=mf{z:P(X <2z)>t} (1.14)

son la funcién cuantil inferior y superior de X, respectivamente. A lo largo de este trabajo

también usaremos la notacién Fy'(t) := gy (¢).

Definicién 1.1.4. Sea A € (0, 1) un nivel (de confianza) dado. Para una posicién financiera

X, se define el Valor en Riesgo (VaR) al nivel A\ como sigue:

VaR\(X) = —q5x(\) = ¢ x(1 = A) =mf{m e R: P(X +m < 0) <A}. (1.15)

En términos probabilisticos, VaR)(X) no es mas que un cuantil de la distribucién de
X y los valores tipicos de A son 0.05 o 0.01. En administraciéon de riesgo de mercado el
horizonte de tiempo es usualmente uno o diez dias, en administracion de riesgo de crédito
y operacional el horizonte es por lo general de un ano. En términos financieros, VaRy(X)
representa la menor cantidad de capital que debe ser agregada a la posicién X e invertida en
activos sin riesgo, con el fin de mantener la probabilidad de un resultado negativo debajo
del nivel A. Observe que el VaR controla la probabilidad de la pérdida pero no provee

ninguna informacién acerca de la severidad de dicha pérdida, en caso de que ésta ocurra.

Es inmediato de la representacién del VaR como el cuantil de una distribucién, que
satisface las propiedades [MI], [IT] y [HP]. Sin embargo, en general no cumple con la
propiedad [COJ, lo cual hace que el VaR no sea una medida de riesgo convexa. Dado que
estamos bajo [HP], es equivalentemente establecer que el VaR no satisface la propiedad

[SA] y por lo tanto no es una medida de riesgo coherente. Enseguida se introduce el concepto
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de continuidad por arriba de las medidas de riesgo para luego dar un resultado que indica

que no existe la medida de riesgo convexa mas pequena que domine al VaR.

Definicién 1.1.5. Se dice que una medida de riesgo es continua por arriba si satisface la

siguiente propiedad:

» Continuidad por Arriba [CA]: Para cualquier sucesién (Xp)nen con X, | X, se
cumple p(X,) T p(X).

Proposicién 1.1.1. Para cada X € L™ y cada X € (0,1),

VaR)(X) = if{p(X) : p(-) es conveza, continua por arriba y p(-) > VaRx(-)}. (1.16)

El VaR ha sido bastante criticado pues como ya se ha mencionado, no es una medida
de riesgo coherente ya que no cumple con la propiedad [SA]. Al no poseer esta propiedad, se
pueden dar situaciones en las que el VaR penalice la diversificacién en vez de fomentarla.
Otro problema surge al momento de hacer optimizacién de portafolios con respecto al VaR,
pues podria conducir a un portafolio concentrado en un sélo activo con una probabilidad

de bancarrota pequena, pero con exposicion a pérdidas grandes. %

Ejemplo 1.1.4 (Expectativa Condicionada a lo Peor). Considere Q la clase de todas las
distribuciones condicionales P(-|A) tales que A € Fy P(A) > X para algtin nivel A € (0, 1).

La medida de riesgo coherente inducida por Q,
WCE\NX) :=sup{E[-X|A] : A€ FyP(A) > \}, (1.17)

es conocida como la Expectativa Condicionada a lo Peor (Worst Conditional Expectation

en inglés) al nivel A. O

Ejemplo 1.1.5 (Déficit Esperado). En la actualidad, el Déficit Esperado (Expected Short-
fall en inglés) es una medida de riesgo que en la practica ha sido adoptada por algunos
administradores de riesgo. De hecho, se prefiere ante el VaR, pues satisface por completo

las propiedades de coherencia.



Definicién 1.1.6. Sea A € (0,1) un nivel (de confianza) dado. El Déficit Esperado (ES)

al nivel A de la posicion X estda dado por

A
ES\(X) = % /0 VaR, (X)dn. (1.18)

En la literatura, también se conoce como Promedio del Valor en Riesgo (Average Value
at Risk en inglés) o Valor en Riesgo Condicional (Conditional Value at Risk en inglés).
Discusiones y resultados interesantes sobre el ES pueden encontrarse en Acerbi y Tasche

[3], Tasche [28] y Acerbi, Nordio y Sirtori [1].
Lema 1.1.2. Para todo A € (0,1) y cualguier q € [gx(N), g% (N)],

B$y(X) = 1Ellq - X)) ~ g = § mE(E[(r ~ X)*] -~ Ar). (1.19)

Algunos autores utilizan la representacién dada por la tltima igualdad en la ecuacién

anterior como definicién del E'S.

Proposicién 1.1.3. Para cualquier X € L™,

ES\(X) > WCE\(X)
> E[-X|— X >VaR\(X)] (1.20)
> VCLR)\(X).

Mds aun, las primeras dos desigualdades son de hecho igualdades si
P(X < gf (X)) =\, (1.21)

es decir, cuando X tiene distribucion continua.

Lo que este ultimo resultado expresa, es que el ES coincide con el WCE cuando el

espacio de probabilidad posee algunas caracteristicas deseables. %
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Como se pudo observar, la Proposiciéon 1.1.1 indica que no existe la medida de riesgo
mas pequena que domine al VaR. Pero si nos restringimos a las medidas de riesgo que
no solo dominan al VaR, sino que también sélo dependen de la distribucién de la v.a.,
entonces la situacion es diferente. Para ilustrar esta situacién, ahora nos enfocaremos en

las medidas de riesgo que solo dependen de la distribucién de la posicién financiera.

1.1.1. Invarianza en Ley

Es evidente de la definicién del VaR y el S, que sus valores sélo involucran la distribucion
de la posiciéon X bajo la medida de probabilidad P. En lo siguiente se estudiardan las medidas

de riesgo que comparten esta propiedad de invarianza en ley.

Definiciéon 1.1.7. Una medida de riesgo p : L™ — R es llamada invariante en ley si

satisface la siguiente propiedad:

» Invarianza en Ley [IL]: Para X,Y € L* con la misma distribucién bajo P, se tiene

que p(X) = p(Y).

A partir de ahora, se asumird que en el espacio de probabilidad (92, F, P) se puede definir
una v.a. con distribucién continua. Es un hecho conocido, que esta condicion se satisface si
v sélo si el espacio de probabilidad no tiene atomos. Para establecer el primer resultado de
esta seccién, denote por M ((0, 1]) el conjunto de todas las medidas de probabilidad sobre
el (0,1]. El siguiente teorema, ademds de proveer una caracterizaciéon para las medidas de
riesgo coherentes que satisfacen [IL] y [CA], muestra que el ES juega un papel fundamental

en esta clase de medidas.

Teorema 1.1.4. Una medida de riesgo coherente p(-) es invariante en ley y continua por

arriba st y solo si

p(X) = sup [ ES\(X)u(d) (1.22)
peM J 0,1
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para algin M C M;((0,1]).

En contraste con la Proposicion 1.1.1, el siguiente resultado indica que el ES es la mejor
aproximacion conservadora del VaR en la clase de todas las medidas de riesgo convexas

que son continuas por arriba e invariantes en ley.

Teorema 1.1.5. El ES es la medida de riesgo convexa mds pequena que satisface inva-

rianza en ley, la cual es continua por arriba y domina al VaR.

1.1.2. Comonotonicidad

En situaciones en las que una posicion X sirve como cobertura contra los cambios adversos
en otra posicion Y, el riesgo de la posicién diversificada X + Y es estrictamente menor que
el riesgo de las posiciones individuales. Por otro lado, si no hay manera de que X funcione
como una cobertura de Y, se quisiera que el riesgo de la posicién global sea simplemente
la suma de los riesgos individuales. Para hacer precisa esta idea, se introduciré el concepto

de comonotonicidad.

Definicién 1.1.8. Se dice que dos funciones medibles X y Y sobre (£2, F) son comondtonas

si satisfacen,
(X(w) = X(W))(Y(w) —Y(w)) >0 paratodo (w,w') e xqQ. (1.23)

Definicion 1.1.9. Una medida de riesgo p : L — R es llamada comondtona si satisface

la siguiente propiedad:

» Comonotonicidad [COJ: Para X,Y € L* comondtonas, se tiene que p(X +Y) =
p(X) + p(¥).

El siguiente resultado provee una manera de verificar la comonotonicidad de dos varia-
bles aleatorias, al mismo tiempo que muestra como construir variables aleatorias con esta

propiedad.
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Lema 1.1.6. Dos funciones medibles X y Y sobre (2, F) son comondtonas si y solo si
existe una tercera funcion medible Z sobre (0, F) y dos funciones no decrecientes sobre R

tales que f(Z) =X yg(Z) =Y.

Enseguida se presenta un teorema de caracterizacién para las medidas de riesgo que
poseen todas las propiedades que hemos venido estudiando. En este teorema, de nuevo se

hace notable la importancia del ES.

Teorema 1.1.7. En un espacio de probabilidad sin dtomos, la clase de medidas de riesgo
p(X) = : ]ESA(X),U(CD\): € Ma((0,1]), (1.24)

0,1
es precisamente la clase de todas las medidas de riesgo convexas e invariantes en ley,
que son comondctonas. En particular, cualquier medida de riesgo convera que satisface

mvarianza en ley y comonotonicidad es también coherente y continua por arriba.

La demostracion de este importante resultado se basa principalmente en identificar la
expresion (1.24) con una integral de Choquet y en la existencia de una correspondencia uno
a uno entre medidas de probabilidad definidas en el intervalo [0,1] y funciones céncavas
crecientes v : [0, 1] — [0, 1] tales que ¥(0) = 0y ¥ (1) = 1. Al Teorema 1.1.7 se le conoce
como Teorema de Representacién de Kusuoka y como se podra observar en la siguiente

seccion existe otra version basada en funciones de distorsion.

1.2. Familias Paramétricas de Medidas de Riesgo

El objetivo principal de esta seccién es dar a conocer el trabajo de Tsukahara [29], en el
cual se introducen las familias paramétricas de medidas de riesgo distorsionadas. Como se
podré observar a lo largo de esta seccién, la manera en la que Tsukahara logra obtener

dichas familias, esencialmente estd basada en el Teorema de Representacién de Kusuoka
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[20] para medidas de riesgo coherentes que son comonétonas e invariantes en ley, y en
la imposicién de ciertas condiciones de comparabilidad con el ES. Antes de empezar a
desarrollar el trabajo de Tsukahara, dedicaremos unas lineas a discutir sobre las medidas

de riesgo distorsionadas.

1.2.1. Medidas de Riesgo Distorsionadas

Las medidas de riesgo distorsionadas tienen su origen en la teoria dual de eleccién bajo
riesgo de Yaari [30]. La idea de Yaari consiste en medir el riesgo de una posicién financiera
X, aplicando una funcién de distorsién a la distribucién F'x (-) de dicha posicién. Enseguida

se definen formalmente los conceptos antes mencionados.

Definicién 1.2.1. Una funcidn de distorsion es una funcién f : [0,1] — [0, 1] tal que
f(0) =0, f(1) = 1, es no decreciente y continua por la derecha. Es decir, es una funcién

de distribucién en el intervalo [0, 1].

Definicién 1.2.2. Se dice que py : L> — R es un medida de riesgo distorsionada, si para

cualquier X € L*
pr(X) = = [ wd(f o P (o) (1.25)

donde f(-) es una funcién de distorsion.

Por obvias razones, a la expresion en el lado de derecho de (1.25) se le conoce comtinmen-
te como esperanza distorsionada bajo f(-). Las medidas de riesgo distorsionadas fueron
aplicadas por primera vez en el contexto de seguros. Por ejemplo, Wang [31] considera la

siguiente funcién de distorsion,

fp)=®(@ '(p) — 2 '(q)), paratoda pe€l0,1], (1.26)

donde ®(+) es la funcién de distribucién normal estandar y 0 < ¢ < 0.5 es un parametro.

La medida de riesgo asociada es conocida como la transformada de Wang.
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Uno de los resultados més interesantes acerca de las medidas de riesgo distorsionadas,

es la siguiente versiéon del Teorema de Representacién de Kusuoka [20].

Teorema 1.2.1. Una medida de riesgo py : L — R es una medida de riesgo coherente que
satisface comonotonicidad e invarianza en ley si y solo si existe una funcion de distorsion

concava f(-) tal que

py(X) = - /[0 R = - [ #dtro @), (1.27)

R

Es evidente de la ecuacién anterior, que el efecto de la concavidad en la funcién de
distorsién es dar mas peso a los eventos negativos y reducirlo en los eventos positivos.
Cuando f(-) = id(-), la medida de riesgo corresponde simplemente a la esperanza p;q(X) =
—E[X]. El valor esperado es la medida de riesgo distorsionada menos pesimista, pues por
la concavidad de la funcién de distorsién se tiene que f(u) > u para toda u € [0, 1], lo cual

por la Definiciéon 1.25 implica,

pf(X) = pia(X) = —E[X].

En la literatura sobre medidas de riesgo es muy comun encontrar que las variables
X € L representan la pérdida sobre una posicién financiera en vez del valor de la posicién.
En este caso, existen algunos cambios (obvios y otros no tan obvios) en la teoria y en
las interpretaciones que hemos expuesto. Es importante mencionar que no importa bajo
que interpretaciéon de X € L se trabaje, siempre se puede ir de una a otra con las
debidas modificaciones. Como ejemplo de este hecho enseguida se formula el Teorema de

Representacién de Kusuoka para cuando X € L representa pérdida.

Teorema 1.2.2. Una medida de riesgo pp : L™ — R es una medida de riesgo coheren-
te que satisface comonotonicidad e invarianza en ley si y solo si existe una funcion de

distorsion convera D(-) tal que

pp(X) = /[0 : Fx'(w)dD(u) = /Rxd(DoFX)(w). (1.28)
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Observe que la diferencia entre las expresiones (1.27) y (1.28) es la concavidad o con-
vexidad de la funcién de distorsion y un signo negativo. Se puede verificar que ambas
expresiones y sus respectivas funciones de distorsiéon estdn relacionadas de la siguiente
manera,

pf(—X)=—pp(X) con f(u)=1-D(1—-u), wuel0,1], (1.29)

para X € L representando pérdida.

Con el objetivo de no alterar los resultados de Tsukahara [28] que expondremos en la
siguiente seccion, en lo queda de este capitulo interpretaremos a X € L como pérdida.
Para concluir este apartado, se presentan dos ejemplos de medidas de riesgo que pueden

representarse como una esperanza distorsionada.

Ejemplo 1.2.1 (VaR). Considerando la distorsion D(u) = 1_q1)(u), 0 < a < 1 en
(1.27), se obtiene el cuantil (1 — a) que es por definicién el VaR(X). Como ya se men-
cion6 anteriormente, el VaR no es una medida de riesgo coherente, lo cual desde el punto

de vista de las distorsiones, se debe a que D(+) no es una funcién convexa. O

Ejemplo 1.2.2 (ES). Para 0 < o < 1 considere

DES () = ~fu— (1 - a)l, (1.30)

donde a4 = max(a,0). Sustituyendo en (1.27), la medida de riesgo resultante es el conocido

déficit esperado

ESa(X) = 1/1 Fe(w)du. (1.31)

@ J1—a

Es inmediato de la definicién de DFS, que para 0 < a1, as < 1 se satisface

DgY o DY = Difia, (1.32)

DlEs(u) =u, g?g DoE¢S = 1{1}(“)7 (133)
ES|(X)=E[X], lf%ESa(X) = esssup X. (1.34)
O
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1.2.2. Familias Paramétricas de Distorsiones

Es bastante deseable en la practica, que al momento de hacer una cuantificacién del riesgo
se pueda escoger una medida que refleje la subjetividad que puede haber por parte de
un gestor de riesgo. Para esto, algo esencial es tener distintas medidas de riesgo, y de
ser posible, que éstas cumplan los axiomas bésicos de coherencia. Siguiendo el trabajo
de Tsukahara [28], en esta seccién se dara la construcciéon de una familia de funciones
de distorsién convexas, a través de la cual se obtiene mediante la representacién dada en
(1.28) una gran cantidad de medidas de riesgo coherentes que son invariantes en ley y

comonotonas.

Considerando como punto de partida las propiedades de la distorsién ES dada en (1.30),
se asumird que para una familia de distorsiones parametrizada {Dy(-) }s~o se satisfacen las

siguientes condiciones:

» [A.1]: Para cada 6 > 0, u — Dgy(u) es continua.

» [A.2]: Para cada u € (0,1), 8 — Dg(u) es continua y no constante.

= [G] Para 6,65 > 0, D91 o D,92(‘) = D,9192(').

Observe que cuando D(-) es una distorsién convexa entonces necesariamente es continua
n (0,1). Se puede verificar que bajo [A.2] y [G], la funcién 0 — Dy(u) es estrictamente

creciente.

Como el siguiente resultado lo indica, Tsukahara obtiene una caracterizacion de las

funciones de distorsién que satisfacen [A.1], [A.2] ¥ [G].

Teorema 1.2.3. La familia de funciones de distorsion {Dg(-)}o=o satisface [A.1], [A.2] y

[G] si y sdlo si existe una funcion de distribucion V(-) estrictamente creciente y continua
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sobre R tal que Dy(-) puede ser escrita de la forma

Dy(u) = U(U~(u) +1og(h)), wue(0,1). (1.35)

La demostracién de este resultado puede encontrarse en el Apéndice A. Observe que
la distorsién ES satisface [A.1] y [A.2] pero no cumple [G] cuando se elige o < 1 < ag
y u < 1 — as. Sin embargo, admite una representaciéon como en (1.35) al considerar ¥(-)
como la distribucién exponencial estandar, es decir, ¥(z) = 1—e * paraxz >0y ¥U(z) =0

para x < 0. El Teorema 1.2.3 motiva la siguiente definicién.

Definicion 1.2.3. Se le llamara grupo de distorsion con un pardmetro a cualquier familia
de distorsiones {Dy(-)}g>0 que admita una representacién de la forma (1.35) para alguna

funcién de distribucién ¥(-) estrictamente creciente y continua sobre R.

Este tipo de distorsiones han sido consideradas por Dabrowska, Doksum y Miura [9]
en un contexto estadistico y por Arnold [4] en economia para la construccién de curvas de

Lorenz.

Con el fin de obtener medidas de riesgo distorsionadas que sean coherentes, invariantes
en ley y comondétonas utilizando el Teorema 1.2.2; necesitamos garantizar la convexidad
de los elementos del grupo de distorsién con un pardmetro {Dy(-) }9~¢. Enseguida se dedu-
cird una condicién necesaria y suficiente para asegurar dicha convexidad. Suponga que ¥(-)
es dos veces diferenciable con primera y segunda derivada ¢(-) y v'(+), respectivamente.

Haciendo x = U~!(u) y derivando Dy(-) se obtiene lo siguiente:

? '(z +logt) —¢(x +1o "(z) /¢ (z
dy(u) = (,fﬁp(,(u):w + log 9) 1@(}(&21 g0V (2)/ ()

Como se estd asumiendo que ¥(-) es dos veces diferenciable, entonces Dy(-) es convexa si

(1.36)

y s6lo si dy(-) > 0. De aqui y de la expresién anterior se sigue que Dp(-) es convexa si y

sélo si se satisface:
V(x4 logh) _ ¥/(x)
P(z+logh) — p(z)
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Por otra parte, recuerde que una densidad h(-) fuertemente unimodal es tal que log(h(-))
es una funcién céncava. Por lo que escogiendo ¢ (-) fuertemente unimodal se tiene que
(¥'(+)/9¥(+)) es decreciente, y por lo tanto considerar § € (0, 1] es una condicién necesaria

y suficiente para la convexidad de Dy(-).

Integrando todo lo anterior se puede resumir la aportacién principal de Tsukahara [28]
de la siguiente manera: escogiendo V(-) con densidad fuertemente unimodal en el grupo de

distorsion con un pardmetro, para 0 < 6 <1 se tiene que Dy(-) es convexa y

pp(X) = /[O | E D) = /R 2dDy o Fy () (1.38)

es una medida de riesgo coherente que satisface [LI] y [CAJ. Ademds,
D1 (u) = u, lel'lﬂ(")iDe(u) =1py(u), y Dg o Dg,(-) = Dgyp2(") (1.39)

Entonces, Tsukahara ha obtenido una familia de medidas de riesgo que pueden compararse
razonablemente con el déficit esperado. Enseguida se presentan algunos ejemplos de grupos

de distorsiéon con un parametro.

Ejemplo 1.2.3 (Probabilidades Proporcionales). Considerando la distorsién DO (u) =
Qu[l —u+0u]~t, § > 0, se obtiene el modelo conocido como probabilidades proporcionales
(proportional odds en inglés). Esta distorsién puede expresarse de la forma (1.35) si se

escoge W(x) = [1 4+ exp (—x)] L. O

Ejemplo 1.2.4 (Riesgos Proporcionales). La familia DFH(u) =1 — (1 —u)? 6 > 0 da
lugar a las medidas conocidas como riesgos proporcionales (proportional hazards en inglés).
La funcién ¥(z) = 1 — exp(—exp(z)) en (1.35) da como resultado dicha familia. Se tiene
que DéD H (-) es convexa si 0 < 6 < 1. Esta familia tiene varias aplicaciones el ciencias

actuariales. O

Ejemplo 1.2.5 (y-Probabilidades Proporcionales). Considerando la siguiente distorsion,

1/~
1-— (1—u)? siy >0,
DéDGO(u) _ 9*9(1*U)"’+(1*“)7} t (1.40)
1—(1—wu)? siy=0,
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se obtiene la familia de medidas de riesgo conocida como -probabilidades proporcionales

(proportional y-odds en inglés). Se puede verificar directamente que escogiendo

U(z) =1— (1 +yexp(z))/? (1.41)

en la ecuacién (1.35) se obtiene esta distorsién. O

Ejemplo 1.2.6 (Gaussiana). Considerando ¥ (z) = ®(x) en (1.35) se obtiene la distorsién

Gaussiana,

D§A(u) = (P~ (u) + logh). (1.42)

Esta distorsion es la misma que la de la ecuacién (1.26), sélo que aqui se utiliza via (1.28)

en el contexto de pérdida. %

Es importante notar que si ; > 62, entonces pg, (X) < pp,(X), v E[X] < pp(X) <
esssup X; lo cual indica que los valores mas pequenos de @ representan los peores escenarios
para el tomador de decisiones. Este hecho, junto con una comparacién de algunas de las

distorsiones mencionadas anteriormente, puede observarse en la siguiente figura.

No hay que olvidar que los resultados de esta seccién se desarrollaron en un contexto
en el que X € L representa la pérdida en una posicién. Utilizando la relacién (1.29)
podemos trasladar estos resultados al contexto en el que X € L representa el valor de
una posicién. Es decir, un grupo de distorsién con un pardmetro {Dy(-),0 < 6 < 1} que
via (1.28) sirve para cuantificar riesgo cuando X representa pérdida, induce un grupo de
distorsion dual dado por {Dp(-) := 1 — Dg(1 — (-)),0 < 6 < 1} que via (1.27) sirve para
medir riesgo cuando X representa valor. Las medidas de riesgo generadas por cada grupo

reflejan la misma actitud hacia el riesgo, en sus respectivas interpretaciones.
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theta=0.3 theta=0.7

Figura 1.1: — Distorsiéon PO, - - - Distorsiéon PH, --- Distorsién ES

1.3. Estimacién e Implementacion Computacional

En las siguientes lineas se expondran algunos resultados sobre la estimacion y simulaciéon
de una medida de riesgo distorsionada. Recuerde que estamos interpretando a X € L
como pérdida. Asi que en caso de requerir los resultados para la interpretacién de valor, es

necesario hacer las modificaciones correspondientes.

1.3.1. Estimacién Estadistica

Para hacer la estimacion estadistica de pp(X) se asumird que se tiene un proceso
(Xn)nen estrictamente estacionario con distribucién Fx(-) y denotaremos por F,(-) la

funcién de distribuciéon empirica basada en la muestra Xy, ..., X,,.
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Un estimador natural para pg(X) es el siguiente,

ﬁg(X):/Ol u)dDy(u ZX [ () D9<i;1)], (1.43)

es decir, reemplazamos Fx(-) por la funcién de distribucién empirica. Concluiremos este

apartado con un resultado sobre la propiedad de consistencia fuerte.

Proposicién 1.3.1. Sea Dy(-) una funcion de distorsion convexa, 1 < p,q < oo tales que

% % = 1. Suponga que (X )nen €s una sucesion ergddica estacionaria y que dg(-) € LP(0,1)
y Fx'(-) € L(0,1). Entonces,

pg(X) = po(X), c.s. (1.44)

1.3.2. Implementacion Computacional

Por razones técnicas se ha supuesto que la variable aleatoria X que representa pérdida
pertenece al conjunto L*°. Sin embargo, al momento de hacer aplicaciones es necesario
evaluar pg(-) incluso cuando X parezca no estar acotada. Antes de cualquier cilculo se

debe verificar que para Dy(-), Fx(-) y 0 < 6 <1 dadas,

po(X) = / F' (w)dDy(u) = / xdDg o Fx(x) < oco. (1.45)
[0,1] R
Note que si X no estd acotada, la distorsién Dy(-) no puede asignar masa al uno y por lo
tanto debe ser continua en [0, 1]. En este caso, se obtiene

po(X) = /[0 ; Fit (u)dg(u)du = / xdy(Fx (x))dFx (z), (1.46)

R

donde dy(-) es la derivada de Dpy(-). La expresién anterior indica que el crecimiento de
Fx'(-) y el comportamiento de dg(-) cerca del uno, son factores decisivos para que pg(X)
sea finita. Mediante un simple analisis puede demostrarse que una condicién suficiente es

la existencia de & > 0 que satisfaga,
[Pt (u)dg(u)] < (1 —u)®~t, welo1]. (1.47)
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Con esta sencilla condicién se puede asegurar que se cumple (1.45), lo cual al momento de

hacer aplicaciones garantiza que las medidas de riesgo estén bien definidas.

Enseguida describiremos como hacer simulaciones del valor de una medida de riesgo
distorsionada. Lo que haremos serd presentar una comparacion numérica del VaR, ES
y PO, utilizando dos diferentes modelos para la distribucién Fx(-) de las pérdidas. El
primer modelo sera una distribucién normal con media cero y desviacién estandar 126.5; el
segundo una distribucién ¢-student con cuatro grados de libertad, escalada para tener una
desviacion estandar de 126.5. Se utilizara la dltima expresién en (1.46) para el calculo de
la medida de riesgo PO. Especificamente, se generaran 100,000 observaciones X; de Fx(-)
y se calculard la media de X;d0C(Fx(X;)). Esto se repetira 1,000 veces y tomaremos la
media como el valor de la medida de distorsién. La siguiente tabla muestra los resultados

obtenidos.
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Capitulo 2

Optimizacién de Portafolios

Los trabajos iniciales acerca del problema de seleccién de portafolio en tiempo continuo,
fueron los de Samuelson [27] y Merton [24]. Desde entonces, el estudio de este problema
se ha centrado principalmente en el modelo de maximizacion de la utilidad esperada, que
junto con el modelo media-varianza de Markowitz [22], representan los criterios de decisién
en seleccién de portafolio mas predominantes. En cada uno de estos modelos se establece
un conjunto de restricciones, entre las cuales siempre se encuentra la conocida cominmente

como restriccién de capital.

La maximizacién de utilidad bajo la restriccién de capital es un problema fundamental
en el area de Matematicas Financieras, por lo que ha sido estudiado en una gran cantidad
de articulos, en los cuales se han desarrollado esencialmente dos aproximaciones para resol-
verlo. Una es la aproximacion por control estocdstico o programacion dindmica, propuesta
inicialmente por Merton [24] y [25], en la que el problema se transforma en resolver la ecua-
cién diferencial parcial conocida como la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). La
otra es la aproximacién martingala, que ha sido estudiada por Harrison y Kreps [13], Ha-

rrison y Pliska [14] y Pliska [26], en la cual se emplea el Teorema de Representacion de
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Martingalas para convertir la ecuacién que satisface el capital en una restriccién estatica y
entonces identificar el capital final 6ptimo resolviendo un problema de optimizacién estati-
co. En el caso del mercado completo, la estrategia 6ptima es simplemente la que replica el

capital final 6ptimo.

Desde hace varios anios se sabe que algunos de los principios basicos del modelo de
maximizacién de utilidad esperada son constantemente violado en la practica. Por ejemplo,
en la teoria de utilidad esperada la actitud del agente frente al riesgo y la actitud frente a la
riqueza estan estrechamente ligadas. Fundamentalmente, la aversion al riesgo y la utilidad
marginal de la riqueza que son sinénimos en esta teoria, son dos cosas muy diferentes. el
primero expresa una actitud hacia el riesgo mientras que el segundo una actitud hacia la
riqueza. Esto ha motivado el desarrollo de modelos en los que estos conceptos puedan ser
separados uno del otro. Una de las alternativas més destacadas estd expuesta en el trabajo
de Yaari [30] y se conoce como “teoria de eleccién dual”’de Yaari. Esta teoria propone que
en vez de distorsionar el capital final con una funcién de utilidad, se aplique una distorsién
a la cola de su funcion de distribucién. Otros trabajos importantes, desarrollados bajo esta
misma linea de investigacién, de involucrar funciones de distorsién, son el de Lopes [21]
donde propone el llamado modelo SP/A de Lopes y el de Kahneman y Tversky [17] quienes
desarrollan lo que ahora se conoce como teoria de perspectiva de Kahneman y Tversky,

por mencionar algunos.

El objetivo principal de este capitulo es dar a conocer una formulacién general del
problema de seleccién de portafolio, desarrollada por He y Zhou [15]. Para poder lograr
esto, en la Seccion 2.1, se planteard el modelo de mercado financiero sobre el cual se
hara la seleccion del portafolio éptimo. Con el fin de destacar la generalidad del modelo
de He y Zhou, la Seccién 2.2 se dedica a exponer algunos de los modelos de seleccion mas
conocidos, para finalmente, exponer en la Seccién 2.3 el modelo de seleccién, el cual abarca

las formulaciones antes mencionadas y muchas otras.
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2.1. Modelo de Mercado Financiero

Basandonos en el libro de Karatzas y Shreve [18], en esta seccién se definird el modelo de
mercado financiero en tiempo continuo, sobre el cual evolucionara el valor de las posiciones
financieras de las que se hizo mencién en el capitulo anterior. A lo largo de este trabajo,
denotaremos por A' la transpuesta de una matriz A y para toda a € R se denotars por

ay = méx(a,0) y a_ := méx(—a,0) la parte positiva y negativa de a, respectivamente.

Se considerard un modelo de mercado financiero, en el cual se podré invertir continua-
mente en m + 1 activos, durante algtin horizonte de tiempo finito 0 < T < oco. El primero
de éstos, es un activo libre de riesgo llamado bono, cuyo precio Sp(t) al tiempo 0 <t < T

evoluciona de acuerdo a la siguiente ecuacién:
dSo(t) = r(t)So(t)dt, Su(0) = sg > 0. (2.1)
En este trabajo, adicionalmente se asumira que existen so > s1 > 0 tales que
s1 < So(T) < sa. (2.2)

Los otros m activos estan sujetos a cierto riesgo y comtinmente se les conoce como stocks.
La dindmica del precio S;(t) del i-ésimo stock al tiempo 0 < ¢ < T, se modela con la

siguiente ecuacion diferencial estocdstica:

n
dS(t) = Si(t) |bi(t)dt + > oy dWi(t) |, Si(0)=s; >0, i=1,..,m. (2.3)

j=1
En este mercado, la fuente de riesgo al tiempo ¢ se modela con las componentes independien-
tes de un movimiento browniano n-dimensional W (t) = (Wi(t),--- ,Wn™(t))",0<t < T.
Con esta interpretacién, los coeficientes de volatilidad 0;;(t) en la ecuacién (2.1) modelan
la intensidad instantdnea con la cual la j-ésima fuente de incertidumbre afecta el precio

del i-ésimo stock al tiempo 0 < ¢t < T. El movimiento browniano W esta definido sobre
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un espacio de probabilidad completo (€2, F,P); denotaremos por F = {F;, 0 <t < T} la

completacién bajo P de la filtracion natural
FV =c{W(s):0<s<t}, 0<t<T, (2.4)
generada por W.

El proceso de tasa de interés {r(t), 0 <t < T}, el proceso vectorial de tasa de apre-
ciacion {b(t) = (by(t),...,bm(t))T, 0 < t < T} y el proceso matricial de volatilidades
{o(t) = (0i(t))mxn, 0 <t < T}, son conocidos conjuntamente como los coeficientes del
modelo de mercado. Se asumird que estos coeficientes son progresivamente medibles con

respecto a F y que satisfacen las siguientes condiciones,

T
| i< oe. e 25)
0

' i |bi(t)] + izn: ’Uij(t)|2 dt < 00, c.s.. (2.6)
0
=1

i=1 j=1
El requerimiento de que los coeficientes sean adaptados a I, esencialmente los hace funcio-
nales de la trayectoria del movimiento browniano {W(s), 0 < s < t} hasta el tiempo ¢, para
toda 0 <t < T. Esta condicion excluye cualquier anticipacion al futuro de los precios, pero
permite la dependencia sobre los precios pasados; dos caracteristicas deseables. A partir
de ahora, nos referiremos al modelo de mercado planteado anteriormente como modelo de

mercado M.

2.1.1. Estrategias Admisibles

Ahora, se introducird al modelo de mercado M, un pequeno inversionista (aquel cuya
participacién en el mercado no afecta de manera importante el comportamiento de los
precios), quien puede decidir en cada instante de tiempo 0 < ¢ < T, cuanto dinero 7;(t),

i = 1,...,m, invertird en cada uno de los stocks disponibles. Naturalmente, esta decisién
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debe ser hecha de una manera no anticipada, es decir, sin conocimiento sobre eventos

futuros. En otros términos, m;(t), i = 1,...,m, debe ser una v.a. Fi-medible.

Si denotamos por X(t) la ganancia al tiempo 0 < t < T de un inversionista que
inicia con capital X (0) = z¢p > 0 y definimos la tasa de exceso de retorno como B(t) :=
(by(t)—7(t), ..., b (t)—7(t)) T, se tiene que el proceso de capital {X(¢), 0 < t < T'} satisface

la siguiente ecuacién (ver Karatzas y Shreve [18]):
dX (t) = [r(t) X (t) + B(t) "w(t)]dt + 7(t) "o (t)dW (t), X(0) = o, (2.7)

donde, 7(t) = (m1(t), ..., Tm(t)) " es el vector que indica las cantidades de capital invertidas
al tiempo 0 < ¢ < T en cada stock, es decir, el portafolio en dicho tiempo. No es dificil veri-
ficar que la solucién a esta ecuacion diferencial estocastica lineal con coeficientes aleatorios,

esta dada por
y(t) X (t) = xo —i—/o v(s)m(s) [o(s)dW (s) + B(s)ds], 0<t<T, (2.8)

donde, .
() = Sol(t) — exp (- /0 r(s)ds) , (2.9)

es el factor de descuento en el mercado M. La ecuacién (2.8) expresa que el proceso de
capital descontado es la suma del capital inicial mas las ganancias descontadas al tiempo ¢,
que resultan de haber invertido en los activos con riesgo. Enseguida se dan las definiciones

precisas de los procesos ya mencionados.

Definicién 2.1.1. Un proceso vectorial 7 = {7 (t) := (71(t), ..., 7 ()", 0 <t < T} con
valores en R™ y progresivamente medible con respecto a IF, es una estrategia de inversion

si satisface,

T T
/ llo(t) Tw(t)|]2dt < 00y / |IB(t) "= (t)||dt < co, c.s.. (2.10)
0 0

Definicién 2.1.2. Para > 0 y una estrategia de inversién 7, el proceso {X*7(t), 0 <

t < T} caracterizado por (2.7) es llamado proceso de capital correspondiente a la estrategia

29



de inversién 7 y capital inicial z. Al proceso {X®7(t) := v(t)X®7(t), 0 < t < T} se le

conoce como proceso de capital descontado.

Observe que se estdn permitiendo ventas en corto de los stocks y prestamos a una tasa
de interés r(-). Esto hace necesaria una restriccién sobre las estrategias que se consideraran

como admisibles.

Definicién 2.1.3. Se dice que una estrategia de inversién 7 es dominada (tame en inglés),

si el proceso asociado de ganancias descontadas
t
M™(t) = / v(s)m(s) [o(s)dW (s) + B(s)ds], 0<t<T, (2.11)
0

es acotado inferiormente c.s. por alguna constante (que puede depender de ).

En la literatura sobre modelos de mercado en tiempo continuo, es estidndar pedir que
las estrategias sean dominadas para excluir las conocidas estrategias suicidas, con las cuales
se pueden construir portafolios que generen al tiempo ¢ = T un capital arbitrariamente

grande con probabilidad uno, iniciando con capital cero.

A una estrategia de inversién se le llama admisible si satisface todas las restricciones
dadas. Para los fines de este capitulo, consideraremos admisible una estrategia m, si esta
es dominada. Denotaremos por II al conjunto de todas las estrategias admisibles. Es im-
portante notar que Il no depende del capital inicial x. Note que para un capital inicial x
fijo, cada w € II da lugar a una posicién X7 1o cual induce un conjunto X de posiciones
admasibles, es decir, X = {f(z’” :x € Ry m € II}. Podria haber otro tipo de restricciones
sobre las estrategias de inversién en cada problema particular tales como prohibiciéon de

ventas en corto y no bancarrota.

Antes de pasar al tema de arbitraje, nos gustaria establecer la conexién entre las me-
didas de riesgo y los conceptos desarrollados hasta el momento en este capitulo. Con este

fin, piense en un inversionista (o institucién) que tiene un capital inicial z > 0, con el cual
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decide invertir en el mercado M siguiendo una estrategia de inversion dominada 7. De
acuerdo a la Definicién 2.1.2, al final del periodo de transaccién el inversionista (o institu-
cién) tendrs un capital descontado dado por X%7(T'). Asumiendo que X™(T) € L™, el
inversionista podria cuantificar el riesgo que tiene que asumir al invertir con la estrategia m,
calculando simplemente p(X®7 (7)) para alguna medida de riesgo p(-) que decida utilizar.

La medida estdandar en las instituciones financieras es el VaR.

2.1.2. Arbitraje

Existe toda una teoria de arbitraje para la valuacion de activos financieros, aqui sélo se
presentaran los conceptos fundamentales sobre lo que es una oportunidad de arbitraje sin
tratar el tema de valuacién de activos con esta teoria, que fundamentalmente consiste en
determinar un precio para un activo, de tal manera que no genere arbitraje. Intuitivamente,
una oportunidad de arbitraje es una estrategia de inversién que con probabilidad positiva

nos da una ganancia sin asumir ningiin riesgo.
Definicion 2.1.4. Un estrategia dominada 7 que satisface
PM™(T)>0)=1 y PWM™(T)>0)>0, (2.12)

es llamada oportunidad de arbitraje. Se dird que el mercado M es libre de arbitraje si no

existen tales estrategias.

La existencia de oportunidades de arbitraje se debe a que el mercado es ineficiente en
el sentido de que los precios de los activos no fueron dados de manera razonable. En el
mundo real, las oportunidades de arbitraje son muy dificiles de encontrar y por lo general
duran muy poco tiempo, ya que si se detecta una oportunidad de arbitraje, ésta genera una
gran demanda asi que los precios se ajustan y la oportunidad desaparece. Por supuesto,
es deseable que en el mercado no existan oportunidades de arbitraje, para lo cual basta

imponer algunas restricciones sobre el modelo de mercado.
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Teorema 2.1.1. (i) Si M es libre de arbitraje, entonces existe un proceso 6 : [0,T] x Q —
R"™ progresivamente medible con respecto a I, conocido como proceso de premio de mercado

al riesgo (market price of risk en inglés), tal que
B(t) =o(t)(t), c.s 0<t<T. (2.13)
(ii) Reciprocamente, si el proceso 0(-) existe y ademds de (2.13) satisface,

T
| leipar < o, s, (211
0

E [exp (- /OT o) dW (1) — ;/OT ||0(t)||2dt>] _1, (2.15)

entonces M es libre de arbitraje.

Como se puede observar, este resultado ofrece una manera de verificar si en el modelo de
mercado M existen oportunidades de arbitraje. Enseguida se da una definicién motivada

por la existencia del proceso de premio de mercado al riesgo en el modelo de mercado.

Definicion 2.1.5. Un modelo de mercado M es llamado estdndar, si m < n y existe un
proceso 0 : [0,T] x Q2 — R progresivamente medible con respecto a F que satisface (2.13),

(2.14) v (2.15).

Este tipo de mercados son los més utilizados en la literatura. Note que pedir m < n
realmente no es una restricciéon, porque de otro modo, el niimero de stocks podria ser

siempre reducido, duplicando alguno de ellos como una combinacién lineal de los otros.

Cabe mencionar que el Teorema de Novikov (ver Karatzas y Shreve [18]) indica que

para que se cumplan las condiciones (2.14) y (2.15), es suficiente que

E [exp <; /OT ||9(t)y|2dt>} < 0, (2.16)

en particular, esto sucede si el proceso 0(-) es uniformemente acotado en (¢,w).
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2.1.3. Completez

Un tema clave en matemadticas financieras es el analisis de los llamados activos contingentes,
es decir, activos cuyo valor depende del comportamiento de otros activos. Para poder dar
la definicién precisa de este tipo de activos, asumiremos que estamos en un modelo de
mercado M estdndar. Esta suposicién nos permite definir un proceso {v(t), 0 <t < T} en

términos del proceso de prima de mercado al riesgo, dado por

u(#) ::exp{—/ot[r(s)+;Hﬁ(s)HQ]ds—/OtH(S)TdW(s)}. (2.17)

A este proceso se le conoce como kernel de precios. Definiendo v := v(T), es evidente que

las condiciones (2.2) y (2.16) implican que 0 < v < 00 ¢.s. y 0 < E[v] < o0.

Definicién 2.1.6. Un activo contingente es una v.a. Fr-medible Y : © — [0,00) que
satisface

E[pY] < cc. (2.18)

Un activo contingente Y es replicable, si existe ug € R y un portafolio dominado 7 tales
que

X"™T)=Y c.s. (2.19)

A la cantidad ug y a la estrategia 7 en (2.19) se les conoce como el costo de replica-
cién y estrategia de replicacién, respectivamente. Un mercado en el que cualquier activo
contingente es replicable es llamado completo; de otro modo es llamado incompleto. Para
un modelo de mercado estandar, existe un criterio muy simple para decidir cuando un

mercado es completo.

Teorema 2.1.2. Un modelo de mercado M estandar es completo si y sélo si m = n y para
toda 0 <t < T la matriz o(t) es invertible c.s.. Bajo estas condiciones, es claro que existe

solamente un proceso 0(-) que satisface (2.13), el cual estd dado por
0(t) = o1 (t)B(t), 0<t<T. (2.20)
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2.2. Algunas Modelos de Seleccion

En lo siguiente se explicarda en que consiste el problema de seleccién de portafolios y se
discutiran algunos de los modelos de selecciéon méas conocidos. El escenario sobre el que
se trabajard, serd un modelo de mercado estdandar M, el cual es completo y cuyo (tinico)

proceso de premio de mercado al riesgo satisface la condicién de Novikov (2.16).

Para la formulacién de ciertos modelos de seleccién de portafolio éptimo, un concepto
muy importante es el de funcién utilidad. Desde los primeros resultados de Merton [24] y
Samuelson [27], se involucra una funcién de utilidad como una medida de preferencia sobre

las posiciones financieras.

Definicion 2.2.1. Dado S C R un intervalo, una funcién u : S — R es llamada funcion de

utilidad si es continuamente diferenciable, estrictamente creciente y estrictamente céncava.

En nuestro contexto, el conjunto S representa el intervalo de los posibles valores que
tiene una posicién X al final de un horizonte de tiempo dado. De acuerdo al modelo de
mercado que se estd considerando, el horizonte de tiempo es T'. La monotonia de la funcién
de utilidad indica que siempre se preferird una posicién que tenga mayor rendimiento.
La concavidad expresa la aversién al riesgo por parte del inversionista, que en términos
elementales significa que siempre se preferird algo seguro a algo aleatorio. Enseguida se

presentan algunas de las clases de funciones de utilidad mas conocidas.
Ejemplo 2.2.1 (CARA). Considere a > 0 y defina
u(x) =1 — exp(—ax). (2.21)

Esta es la clase de funciones conocida como Aversién al Riesgo Absoluta Constante (Cons-

tant Absolut Risk Aversion en Inglés). O

Ejemplo 2.2.2 (HARA). Sea vy < 1y S = (0,00). La clase de funciones de utilidad co-

nocida como Aversién al Riesgo Absoluta Hiperbdlica (Hyperbolic Absolute Risk Aversién
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en Inglés) estd dada por,

u(z) = log(zr) para~y=0,

1
u(zr) = —z7 para~y#0.
Y

En este trabajo sélo consideraremos funciones de utilidad para las que S = (0,00) y

que satisfagan las condiciones de Inada,

u'(00) = lim o' (x) =0, (2.22)
Tr—00
u'(0) = iﬁ:n u'(x) = oo, (2.23)

La inversa de la derivada de la funcién de utilidad I(-) = (u/)~!(-) jugard un papel crucial
en el andlisis del problema principal de nuestro trabajo. Existe toda una teoria de utilidad
que puede ser consultada en Follmer y Schied [11]. Para lo fines de este trabajo, es suficiente

con lo ya mencionado.

Con el fin de describir el problema de optimizacién de portafolio, piense en un agente
con un capital inicial xg, el cual evaliia cada estrategia admisible 7 via cierta medida de
rendimiento (o preferencia) denotada por J(xg, 7). La forma explicita de J(zg, ) varia
segin el problema. Entonces, el objetivo del problema de selecciéon de portafolio es que
para un capital inicial xg, se escoja una estrategia optima 7* en el sentido de que el valor
de la medida de rendimiento J(zg,7*) evaluada en esta estrategia, alcance el supremo de
J(xg,-) sobre II. Para todas las medidas de preferencia que consideraremos en este trabajo,
se asumira que para un capital inicial xy y un estrategia admisible 7, si £g > x¢ entonces

existe una estrategia admisible 7 tal que
J(.ﬁo,ﬁ') > J(wo,ﬂ'). (2.24)

La interpretacion econémica de la hipétesis anterior es la siguiente: con un capital mayor

siempre se puede lograr un mejor resultado. Dado que esta es un propiedad bastante débil,
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cualquier modelo de seleccién de portafolio que no la cumpla, dede ser considerado como
anormal. Recuerde que para cada estrategia admisible se tiene una posicién admisible,
por lo que podriamos cambiar la variable de decisién de m a X; es asi como se utilizara.
Enseguida se expondran algunos modelos concretos del problema de seleccién de porta-
folio. A simple vista, estos modelos parecen ser ligeramente diferentes con respecto a sus

interpretaciones financieras y formulaciones matematicas.

Ejemplo 2.2.3 (Maximizacién de Utilidad Esperada).

I)r(légg{ Elu(X)] (2.25)

subjetoa  EvX]=x9, X >0, X es Fr medible,

donde u(-) es una funcién de utilidad, E[vX] = x¢ es la restriccién de capital y X > 0 es la
restriccién de no bancarrota (la cual es omitida en algunas variantes del modelo). Este es el
modelo clésico de utilidad iniciado por Samuelson [27] y Merton [24]. Con la suposicién de
concavidad en la funcién de utilidad, no es dificil resolver este problema de optimizacién
via multiplicadores de Lagrange. La solucién X* a este problema de optimizacién es el

pago terminal que se piensa alcanzar. El portafolio 6ptimo serd aquel que replica a X*. ¢

Ejemplo 2.2.4 (Alcance de Objetivo).

x P(X > 2.2
méx (X =0) (2:26)

subjetoa  E[vX]==x9, X >0, X es Fr medible,

donde b € R es el nivel de capital que se quiere alcanzar al final del periodo de transaccion.
Este es el llamado problema de alcance de objetivo (goal reaching problem en Inglés), el cual
fue propuesto por Kulldorff [19] y Heath [16]. Un buen estudio y algunas extensiones fueron
desarrolladas por Browne [7]. Econémicamente, este problema es diferente del modelo de
maximizacion de utilidad, pues aqui lo que se desea es encontrar la posicion que aumente

las oportunidades de alcanzar el nivel b sin tomar en cuenta la actitud hacia el riesgo
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por parte del inversionista. Técnicamente, no se puede cubrir con el modelo estdndar de

utilidad esperada, pues

P(X >b) = /0 h 1(p50)dFx (), (2.27)

y la funcién indicadora no es una funcién céncava. Para encontrar la soluciéon 6ptima en

este modelo, Browne [7] utiliz6 programacién dindmica y las ecuaciones HJB. O

Ejemplo 2.2.5 (Teoria Dual de Yaari).

XeX
subjetoa  E[vX]=x9p X >0, X es Fr medible,

méx / T w(P(X > 2))da (2.98)
0

donde w(+) es una funcién de distorsién de acuerdo a la Definicién 1.2.1. Este modelo fue
propuesto por Yaari [30] como una teoria dual de eleccién bajo riesgo a la teorfa de utilidad
esperada. Como ya se ha mencionado, en este trabajo tienen su origen las medidas de riesgo

distorsionadas. Mediante el Teorema de Fubini, puede verificarse directamente que

/OOO w(P(X > z))dz = /OOO zd—w(l — Fx(2))]. (2.29)

Lo cual hace ver que en contraste con la utilidad esperada que distorsiona el pago, la medi-
da de rendimiento de Yaari distorsiona la funcién de distribucion de éste. Un resultado en
Yaari [30] muestra que la actitud hacia el riesgo es capturada por la funcién de distorsién;
especificamente el agente es averso al riesgo si y sélo si w es convexa. Entre las dificulta-
des técnicas en resolver (2.28) se encuentra la no concavidad en X de (2.29) debida a la

presencia de w(-), y la no linealidad de (2.29). O

Ejemplo 2.2.6 (Teoria SP/A de Lopes).

max /0 w(P(X > x))dx (2.30)
subjetoa  P(X > A) > a,

ElvX] =z, X >0, X es Fp medible,
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donde en la terminologia de Lopes, w(-) es la funcién decumulativa ponderada, A es el nivel
de aspiracion y « es nivel de confianza de que el capital final exceda la aspiracién. La teoria
SP/A desarrollada en Lopes [21] es considerada como un modelo de toma de decisiones en
las que influye un factor psicoldgico; donde SP se interpreta como el criterio de seguridad
potencial (security-potential en inglés) y A es el criterio de aspiracién (aspiration en inglés).
Observe que este modelo es muy similar al de Yaari excepto por la restricciéon adicional del
nivel de aspiraciéon. En Lopes [21] se especifica que w(+) es una combinacién de funciones
convexas y una coéncava, donde la convexidad representa la aversién al riesgo y la concavidad

captura la bisqueda de riesgo. O

Ejemplo 2.2.7 (Teoria de Perspectiva Kahneman y Tversky).

mix [P (X - B).) > a))da

— /OOO w_(P(u—((X — B)-) > x))dx (2.31)
subjetoa  P(X > A) > a,

ElvX]=uz9, X es Fr medibley c.s. acotada por abajo,

donde B es una v.a. Fp-medible que representa un punto de referencia (reference point en
inglés) en el capital, uy(-) y u—(-) son funciones de utilidad y desutilidad de las ganancias
(excesos de capital sobre B) y pérdidas (caidas debajo de B) respectivamente, y wy(-) y
w_(+) son distorsiones sobre las ganancias y pérdidas respectivamente. Este modelo fue

propuesto y desarrollado por Kahneman y Tversky [17]. O

No es dificil verificar que todas la medidas de rendimiento involucradas en los modelos
presentados, satisfacen la condicién (2.24). Asi como estos modelos, existen muchos otros
en la literatura de seleccion de portafolio, cada uno con sus restricciones particulares. En la
siguiente seccién se expondra un modelo general de seleccién de portafolio, el cual abarca

todos los modelos presentados en esta seccién.
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2.3. El Modelo Via Cuantiles

Como se pudo observar en la secciéon anterior, existen varios modelos del problema de
optimizacién de portafolios, algunos de los cuales involucran funciones de distorsién. Es un
hecho conocido que para estos ultimos, los métodos més comunes como dualidad convexa y
programacién dindmica, no funcionan. Por este motivo, esta seccién se dedica a encontrar
condiciones bajo las cuales se pueda establecer un marco general que cubra al mismo
tiempo los cinco modelos ya explicados y algunos otros. Los resultados de esta seccién
estan basados en el trabajo de He y Zhou [15]; especificamente nos enfocaremos en explicar

la formulacién para el problema de seleccién de portafolio que ellos proponen.

Para empezar, observe que todas las medidas de preferencia en los modelos de la seccién

anterior, pueden ser escritas de la siguiente forma general:
o0

C(X) = /_ )Py () (2.32)

donde u(-) es una funcién de utilidad y w(-) es una funcién de distorsiéon. En esencia,

C(X) es una media modificada del flujo de efectivo X, donde el flujo de efectivo mismo y

su distribucién, estan distorsionadas. De primera impresion, parece que C'(X) no es una

medida del tipo utilidad esperada, debido principalmente a la presencia de la funcién D(-).

Observe que si en (2.32) sustituimos z = Fx(z) y ademés suponemos que w(-) es una

funcién diferenciable, se obtiene que

1
o(x) = /0 u(F () d(w(2)),

7 (2)
1
- /0 (P (2)
w(G(2))w'

)
Jw'(2)dz, (2.33)

I
=

(2)];

donde Z ~ U(0,1) es cualquier v.a. con distribucién uniforme en el (0,1) y G(-) = Fy' (")
es la funcién cuantil de la v.a X. Entonces, considerando la funcién G(-) como la variable

de decisién, se recupera una esperanza lineal. Equivalentemente, se puede considerar la v.a.

39



Y := G(Z) como la variable de decisién y entonces (2.33) se reduce al clasico modelo de
maximizaciéon de utilidad bajo una nueva medida de probabilidad que tiene densidad de
Radon-Nikodym w'(Z) con respecto a P. Observe que X y G(Z) son iguales en ley pero

no lo son como variables aleatorias.

Es importante notar que la invarianza en ley de la medida de rendimiento C'(X) es una
propiedad esencial para poder cambiar la variable de decisién. De aqui que lo tnico que
faltaria para completar la formulacién en términos de la funciéon cuantil, seria expresar la
restriccién de capital en términos de ésta. Un obstaculo para este paso es que v y X son dos
v.a. posiblemente correlacionadas, y su correlacion es en general desconocida. Para atacar
este inconveniente, a partir de ahora asumiremos que la variable v no admite atomos. En
particular, esto se satisface cuando r(-) y 6(-) son deterministicos con fOT 116(t)]|?dt # 0 (en

cuyo caso v es una v.a no degenerada con distribucién lognormal).

Denote por F,(-) la funcién de distribucién de v y defina Z, := 1 — F,(v). Observe
que como v no tiene atomos se tiene que Z, ~ U(0, 1) y entonces se puede expresar v en
términos de Z, como v = F, }(1 — Z,) c.s.. El siguiente lema es un resultado crucial para

finalizar con el inconveniente en cuestion.

Lema 2.3.1. Asumiendo que v no tiene dtomos, se satisface que E[vG(Z,)] < E[vX] para
cualquier v.a. X acotada con funcion cuantil G(-). Mds ain, si E[vG(Z,)] < oo, entonces

la desigualdad se convierte en igualdad si y sélo si X = G(Z,), c.s..

La interpretacion econdémica de este resultado es que siempre se puede reemplazar el
pago X por un pago Y := G(Z,) que tenga la misma ley de probabilidad que X, sin que
esto genere un costo mayor. Observe que debido a la invarianza en ley de E[v X] (en X), este
reemplazo no cambia el valor de la medida de preferencia en (2.33). Un argumento dual,
muestra que la solucién éptima X* debe satisfacer que E[vG*(Z,)] = E[vX*] donde G*(+)
es la funcién cuantil de X*. Incluso, si yo := E[vG*(Z,)] < E[vX*]| =: x, entonces G*(Z,)

alcanzaria el mismo valor de rendimiento con un capital inicial estrictamente menor. Pero
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por (2.24), el agente podria incrementar el valor de rendimiento con el capital original
o > 1Yo, contradiciendo la optimalidad de X*. Debido al Lema 2.3.1, esto nos lleva a que

X*=G*(Z,)) c.s..

La discusién de arriba muestra que la solucién 6ptima X* de todos los modelos que
se han mencionado en este capitulo, o incluso de cualquier modelo en tiempo continuo en
el cual v no admita dtomos y satisfaga (2.24), debe ser de la forma G*(Z,) donde G*(-)
es una funcién cuantil y Z, = 1 — F,(v) es una v.a. con distribucién uniforme. En otras
palabras, para encontrar una solucion éptima sélo necesitamos buscar entre todas las v.a.
de la forma G(Z,) donde G(-) corresponda a la funcién cuantil de una posicién financiera

aceptable, es decir, G € G con
G:={Fx'(): X e X}. (2.34)
Como v = F, 1 (1 - Z,) c.s., podemos reemplazar la restriccién de capital E[vX] = xq por,

E[E, (1 - Z,)G(Z,)] = zo. (2.35)

v

y la restricciéon de no bancarrota X > 0 se puede plantear en términos de la funcién cuantil
pidiendo que ésta pertenezca al conjunto M := {G(-) € G : G(0+) > 0}. Con esto, podemos
formular el modelo general de selecciéon de portafolio via cuantiles, dado por He y Zhou
[15],

Gr(r}%ﬂ U(G(")) = E[u(G(Z)w'(Z)]

subject to  E[F, (1 - Z,)G(Z,)] = zo. (2.36)

v

donde Z, = 1 — F,(v). Algunas veces es mas conveniente considerar la siguiente versién

integral de (2.36),

, ! /
mix  UG0) = [ u(G)w )

v

1
subject to / E7N1 - 2)G(2)dz = 0. (2.37)
0

41



Con esto se muestra que formulacién de arriba generaliza los cinco modelos mencionados
en la seccién anterior. De hecho, es lo suficientemente general como para cubrir muchos
otros modelos que involucran explicitamente al VaR, ES o funciones cuantil en la medida
de rendimiento o en las restricciones. Algo que es muy importante no olvidar, es que
la formulacién dada depende fuertemente de la completez del mercado, pues involucra
explicitamente el kernel de precios. Para el caso en el que el mercado es incompleto, He y

Zhou [15] hacen otro tipo andlisis, el cual no explicaremos en este trabajo.

Hasta ahora, se han mostrado diversos resultados sobre medidas de riesgo y optimiza-
cién de portafolios por separado, lo que sigue es ver de manera conjunta el problema de

elegir un portafolio 6ptimo y medir o limitar el riesgo.
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Capitulo 3

Seleccion de Portafolio Bajo

Medidas de Riesgo Distorsionadas

La selecciéon de medidas de riesgo en el contexto de optimizacion de portafolios es un tema
que ha generado una intensa investigacion en la gestién de carteras, ya que muchas de
las medidas propuestas tienen algunos inconvenientes y limitadas aplicaciones. Uno de los
objetivos primordiales por parte de los investigadores ha sido encontrar una “buena” medida
de riesgo que pueda aplicarse al problema de seleccién de portafolio. En los intentos para
lograr esto, se ha descubierto que una de las complejidades principales es que el concepto
de riesgo es altamente subjetivo, porque cada inversionista tiene su propia percepcion del
riesgo. Un buen punto de partida en la bisqueda de dicha medida, seria considerar aquellas
que satisfagan al menos las propiedades de coherencia, pues como ya se ha explicado en el

Capitulo 1, son propiedades deseables de una “buena”’medida de riesgo.

Uno de los primeros trabajos en los que se integra la gestién de riesgos en el marco de
optimizacién de portafolios, fue el de Basak y Shapiro [6]. En este trabajo, bajo el modelo

(de seleccién de portafolio) de maximizacién de utilidad, Basak y Shapiro piensan en un

43



inversionista que quiere limitar su riesgo al mismo tiempo que maximiza su utilidad. En
particular, ellos asumen que el inversionista tiene la restriccion de mantener el VaR de la
posicién que representa el capital final descontado sobre cierto horizonte de tiempo, a un
nivel especificado. En otras palabras, el inversionista tiene la restriccion, de mantener la
probabilidad de que el valor de su posicién en el horizonte de tiempo este debajo de cierta

cantidad, menor que un nivel especificado.

Hoy en dia, existe una gran ntimero de trabajos que integran la gestion del riesgo en
el contexto de optimizacion de portafolio. Las diferencias esenciales en cada uno de estos
trabajos son dos: la medida de rendimiento y la medida con la que se cuantifica el riesgo de
la posicién. Algunos trabajos sobre esta linea de investigacion son el de Acerbi y Simonetti
[2] en el que se utilizan las conocidas como medidas de riesgo espectrales en el modelo de
Markowitz; otro trabajo es de Gundel y Weber [12] en el que se analiza la seleccién de
portafolio con el criterio de maximizacién de utilidad en un modelo general de mercado
financiero a tiempo continuo, bajo la restricciéon de capital y de riesgo conjuntamente.
Las medidas de riesgo que se utilizan son las conocidas como medidas de déficit esperado

basadas en utilidad (utility based shortfall risk UBSR).

Pensar conjuntamente el problema de optimizacién de portafolios junto con una res-
triccién de riesgo, tiene un gran uso en la practica, pues el segundo pilar de regulacién en
Basilea II tiene que ver con el control de los modelos internos usados por los bancos para
medir y monitorear el riesgo en los activos de sus portafolios. Es decir, para un portafo-
lio generado por la estrategia 7 y un horizonte dado h, la practica consiste en estimar la
distribucién de los rendimientos del portafolio para el periodo de transaccién y en deducir
el riesgo asociado. Este riesgo puede ser medido por un cuantil de la distribucién de los
rendimientos como lo es el caso del VaR, medidas basadas en cuantiles como el ES o mas
generalmente por una medida de riesgo distorsionada. Dadas estas restricciones, la institu-

cién podria utilizar algin modelo de seleccién, agregar la restriccién de riesgo y encontrar
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la estrategia que genere un mayor rendimiento.

Considerando la familia de medidas de riesgo propuesta por Tsukahara [28] y el modelo
de seleccién de portafolio via cuantiles desarrollado por He y Zhou [15], en este capitulo se
investigara el problema de encontrar el capital final éptimo bajo una restricciéon de capital
y una restriccién de riesgo de manera conjunta. Cabe destacar que este capitulo constituye
la aportacién principal de este trabajo y, a nuestro leal saber y entender estos resultados

no pueden ser encontrados en la literatura.

La organizacion de este capitulo es la siguiente. En la Seccién 3.1 se presenta deta-
lladamente el problema de maximizacién que estudiaremos. La Seccion 3.2 estd dedicada
a desarrollar un esquema de solucion a dicho problema basado en el uso de multiplica-
dores de Lagrange. En este esquema, la mayor parte de los resultados son demostrados,
faltando dnicamente garantizar la existencia de los multiplicadores que hacen cumplir las

condiciones. Finalmente, en la Seccién 3.3 se muestran algunos ejemplos especificos.

3.1. Formulacion del Problema

Empecemos considerando el modelo de seleccién de portafolio via cuantiles dado por (2.37).
Implicitamente, se estd pensando en un inversionista que cuenta con un capital inicial
xg > 0, quien desea invertir de manera 6ptima en el mercado financiero planteado en la
Seccién 2.1. Lo innovador, serd contemplar que el inversionista ademéas de querer invertir
optimamente, desea limitar el riesgo en la eleccién de su portafolio mediante una medida
de riesgo distorsionada, la cual estd generada por una distorsion que pertenece al dual de
un grupo de distorsién con un parametro. En términos matemaéticos, lo anterior significa
que en el modelo de seleccién de He y Zhou [15], agregaremos una restriccién de riesgo a

las posiciones financieras aceptables X € X, es decir, para un nivel de riesgo x1 dado, se
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pedira que
ppy(X) < a1, (3.1)

donde pp,(-) es de la forma forma (1.27) con f(-) = Dpy(-) perteneciente al dual de un
grupo de distorsién con un pardmetro. Esto dltimo hace que pp,(-) resulte una medida de
riesgo coherente que es invariante en ley, comondétona y ademads puede compararse en cierto
sentido con el ES. El pardmetro 0 < # < 1 en la funcién de distorsién Dy(-) reflejara la

actitud que el inversionista tiene hacia el riesgo. La forma explicita de (3.1) es la siguiente,

pp,(X) = —/R:rd(Dg o Fx)(x) < 1. (3.2)

Para que la expresién anterior esté bien definida en el sentido de la teoria desarrollada
en el Capitulo 1, es necesario pedir que X € L. Por este motivo en el nuevo modelo de
seleccién bajo riesgo que proponemos, el conjunto de las posiciones admisibles estara dado
por X := {X € X : X € L*®}. Denote por G = {Fy'(-) € M : X € X} el conjunto
de las funciones cuantil correspondientes a posiciones admisibles que ademés satisfacen la
condicion de no bancarrota X > (0. Haciendo un cambio de variable, podemos plantear la

restriccién de riesgo para la posicién X en términos de su funcién cuantil G(-) como sigue,

pD, (G(+)) = — o G(u)dDg(u) < z. (3.3)

Esto nos permite incluir la restriccién de riesgo en el modelo (2.37) propuesto por He y
Zhou [15], ya que en esta restriccién la variable en cuestién es la funcién cuantil de la
posicién. Siguiendo la misma notacion de los capitulos anteriores, el modelo de seleccién de
portafolio via cuantiles con restricciones de capital y de riesgo de manera conjunta, queda

de la siguiente forma,

, ! /
mix UGO) = [ uGE)w e (3.4)

1 1
sujeto a / F7H (1 = 2)G(2)dz = o, / G(z)dg(z)dz < x;.
0 0

Entre algunas situaciones de aplicacién comunes, se podria pensar en una compania a la

que el regulador le impone una restriccion en el riesgo de sus inversiones, el gerente de una
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institucién financiera que pide a sus operadores permanecer con algin limite de riesgo o

un inversionista que desea acotar su exposicién al riesgo.

Observe que este es un modelo de seleccién muy general en tres direcciones. La primera
es que por los resultados de He y Zhou [15] expuestos en el Capitulo 2, cubre una gran
cantidad de modelos de seleccién, pues estamos distorsionando el flujo de efectivo y la
distribucién de éste. La segunda es que la limitacién en el riesgo de la posicién financiera
se puede realizar a través de una extensa gama de medidas de riesgo que son coherentes,
invariantes en ley y comonodtonas. La tercera es que se estd considerando un modelo de mer-
cado general que por supuesto incluye al muy utilizado modelo de Black y Scholes asi como
modelos con volatilidad local. Estas tres caracteristicas hacen atractiva esta propuesta en

el marco del problema de seleccién de portafolio.

La preguntas que surgen de manera natural son las siguientes: ;Cuando existe una
solucién al problema de optimizacién dado por (3.4)? En caso de tener una solucién al
problema (3.4) ;Es ésta tinica?. En la siguiente seccién trataremos de dar respuesta a estas

dos preguntas.

3.2. Esquema de la Solucién

El objetivo de esta seccién es dar un esquema general de la solucién al problema de maxi-
mizacién (3.4). Este esquema tiene como base el uso de multiplicadores de Lagrange. En
la primera parte daremos demostraciones formales de resultados que constituyen la mayor
parte de la solucién general al problema en cuestiéon. Esta parte incluye una propuesta de
la forma general que podria tener la funcién cuantil éptima. Finalizaremos proponiendo un
procedimiento para tratar de demostrar la existencia de los multiplicadores que hacen que
las restricciones se satisfagan. Sin embargo, dejaremos la demostracion de dicha existencia

como un problema abierto. Bajo algunas condiciones sobre la funciones F!(-), dg(-) y
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w'(+), encontraremos un unico candidato a solucién del problema de maximizacién (3.4).

Comenzaremos considerando una familia de problemas de maximizacién deterministas,
cuya solucién nos daré el candidato a 6ptimo. En resultados posteriores se podra observar

el porque de escoger esta familia de problemas.

Lema 3.2.1. Para cada yo > 0, y1 > 0 y x € (0,1) fijos, la funcion gyyy, 2 : (0,00) = R

definida como,

Gyon 2 (Y) == u(y)w' (x) — yoF, ' (1 — z)y + yr1de(2)y, (3.5)

tiene las siguientes propiedades:

(a) Es estrictamente céncava y continuamente diferenciable en todo su dominio.

(b) Alcanza su supremo en (0,00) siy sélo si (yoF, 1 (1 —x) —y1dg(x)) > 0. En este caso,

el mdzimo es unico y estd dado por

w! (x

I (yOFlfl(l—?))—yldO(x)> 51 Yo 7’5 0, y1 7é 0,

y*(y()ayl)x) - —1/1 (36)
I <‘y0F,Z)/(SUI) Ji)> 57; yD 7é O 7y]_ = 0

Demostracion. (a) Observe que como w(-) es estrictamente creciente en todo su dominio,
se tiene que w'(x) > 0 para toda z € (0,1). Lo cual junto con la concavidad estricta
de u(-) garantizan que u(-)w’(z) sea una funcién estrictamente céncava para cualquier
x € (0,1). Esta propiedad de u(-)w'(x) no cambia al sumarle dos funciones lineales, lo
cual indica que la funcién gy, 4, () es estrictamente céncava. Para mostrar que gyg.y, 2 (+)
es continuamente diferenciable, basta notar que por definicién es la suma de funciones

continuamente diferenciables.

(b) Observe lo siguiente,

0 _
Tyo e (¥) = gy T (¥) = ' (y)w' (@) = yoFy (1= ) + yrdy(2). (3.7)
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Dado que u(-) satisface las condiciones de Inada se obtiene,

lim g?/107yl,oc(y) = _yOFz/_l(l - x) + yld@(x)v

Y—00

;}fi} gll/o,yw(y) = 00.

Por la concavidad estricta de gy, 4, (-) v la continuidad de g;, ,, ,(-), lo anterior indica
que una condicién necesaria y suficiente para la existencia y unicidad de un maximo para
Gyon (), es que (yoF, 1(1—x) —y1dg(z)) > 0. Procediendo de la manera usual obtenemos

que dicho méaximo estd dado por

yOFljl(l B .%') B yldH(x)> ) (3.8)

y*(y0>y17$) :I< w’(m)

Finalmente, considerando los posibles valores para yg, y1 se obtiene la expresién (3.6). [

El inciso (b) del resultado anterior indica bajo que condiciones se encuentra definida
la cantidad y*(yo,y1,z). Con el fin de garantizar que y*(yo,y1,x) esté bien definida para

todo x € (0,1), denotaremos por
A= {(20,21) € R% : Para todo x € (0,1) (20F, *(1 — x) — z1dg(z)) > 0},

el conjunto de todos los pares (yo,y1) € ]Ri para los cuales se cumple que y*(yo,y1,-) €s

una funcién. Aprovechamos para definir los conjuntos,
Ao(y) == {z € Ry : (y,2) € A},

Ai(y) =={z € Ry : (z,y) € A},

que mencionaremos al final de la seccién. Para proponer a y*(yo,y1,:) como la funcién
cuantil candidata a solucién general de (3.4), es necesario extender su dominio al intervalo
[0, 1]. Para lo anterior sélo hace falta es definirla en x = 0 y = 1, de tal manera que no

afecte las propiedades de una funcién cuantil. Haciendo un simple anélisis de la expresién

49



(3.6), se deduce que la extension natural es la siguiente,

y*(Y0,y1,0) = —o0 (3.9)
I (%@wdem) sidg(1) >0, 0 < w'(1) < oo,
1 (wE si dg(1) =0, 0 < w'(1) < oo,

v (yo,y1,1) = ( v ) (3.10)
50 si dg(1) > 0, w'(1) = oo,
50 si dg(1) =0, w'(1) = co.

\

De ahora en adelante, siempre asumiremos que el dominio de y*(-,-,-) es A x [0,1] y que
v* (0, Y1, ) estd definida como en (3.6), (3.9) y (3.10). Enseguida verificaremos que bajo
ciertas condiciones, la funcién y*(yo,y1,-) es una funcién cuantil admisible para solucién

del problema (3.4).

Lema 3.2.2. Bajo las siguientes condiciones,

(a) 0 <w'(1) < 0,

—1
(b) wfv (1;58373’”%(') es una funcién no creciente,

la funcion y*(yo,y1,-) pertenece al conjunto G.

Demostracion. Procederemos a demostrar cada una de las propiedades que caracterizan a

los elementos del conjunto de funciones cuantil correspondientes a posiciones admisibles.

(i) Toma valores en (0,00): Se sigue directamente de las hipé6tesis hechas sobre la funcién

de utilidad u(-) y ya que estamos excluyendo el caso w’(1) = oc.

(7i) Es continua por la izquierda: Para x € (0,1) es evidente ya que y*(yo,y1,-) es una
composicion de funciones continuas. Por como se definié la funcién en los puntos x = 0 y

x = 1, esta propiedad no se ve alterada.

(i4i) Es no decreciente: Sean 0 < z1 < 23 < 1. La condicién (b) indica que,

yoF, (1 — z1) — yrdg(21) S Yo, (1 — 22) — y1dg(22)
w'(21) - w'(z2)

: (3.11)
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Dado que I(-) es estrictamente decreciente, se concluye que para cualesquiera 0 < z; <

z9 < 1 se satisface

Y (Y0, y1, 21) < Y (Yo, y1, 22), (3.12)

es decir, y*(yo, y1,) es no decreciente.

Por lo tanto, de (i), (i) y (i) se sigue directamente que y*(yo,y1,) € G. O

Hasta ahora, sabemos que la funcién y*(yo, y1, ) se obtiene a partir de la solucién a una
familia de problemas de maximizacién deterministas y que pertenece al conjunto de fun-
ciones cuantil admisibles. Procediendo de la manera clésica, el siguiente paso es demostrar

que esta funcién es solucién al problema de optimizacién (3.4) sin las restricciones.

Teorema 3.2.3. Para (Mg, \1) € A, defina

Vo (0, 71) = sup Uxgz, (G(+)) (3.13)
G()eg

donde,

1
Unoni (G()) = /O [u(G(2))w'(2) + Mo(xo — F, (1 — 2)G(2))
+ A1 (21 + G(2)dp(2))]dz.

Entonces, bajo las hipotesis del Lema 3.2.2 se sigue que,

V)\o,)q ($0,$1) = U/\o,)\l(y*()\(]’)‘la'))' (314)
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Demostracion. Como consecuencia del Lema 3.2.1 se obtiene que para cualquier G(+) € G,

1
Upor (G()) = / (G () (2) + oo — F (1 — 2)G(2))
+ A1 (21 + G(2)dy(2))]d=
1
/ [ sup {(u(G()w!(2) — MF, (1 - 2)G(2)
0 ()eg
+)\1G(Z)d9(z))} + Aoz + Alxl]dz
1
= /0 [u(y* (Mo, A1, z))w’(z) + Ao(zo — Flfl(l — 2)y" (N0, A1, 2)
+A1(z1 4+ y* (Ao, A1, 2)dg(2))]dz

= U>\07)\1(y*()‘0’/\1"))' (3.15)

IN

y de aqui que,

sSup Uon\l (G<)> < U)\o)\l (y*(/\()?)‘lv ))
G()eg

FEl Lema 3.2.2 permite concluir que la desigualdad anterior es de hecho una igualdad. O

Con este dltimo resultado podemos confirmar que la funcién cuantil y*(Ag, A1, ) es un
excelente candidato para solucién del problema (3.4). Para verificar que realmente es la
solucién al problema (3.4), basta garantizar la existencia de un par (A\j, A\}) € A tal que

y* (A, AT, ) satisfaga las restricciones dadas, es decir,
1
o= [ B 05N 2z, (3.16)
0
1
x> —/ " (Ag, AL, 2)da(2)dz. (3.17)
0

Desafortunadamente, por cuestiones de tiempo no se pudo investigar con detalle dicha
existencia. Sin embargo, al final de esta seccién indicamos una manera de garantizar que se
satisfagan las restricciones. Una primera aproximacién, es encontrar la solucién al problema
(3.4) sin la restriccion de riesgo. Es decir, considerar A; = 0 en los resultados que hemos
expuesto anteriormente. Como se muestra enseguida, en este caso se puede encontrar \j

tal que la restriccién de capital se satisface.

52



Lema 3.2.4. La funcidn ho(-) definida para todo Ao € A;1(0) = (0,00) como

1
ho(Mo) = /0 Fl(1 = 2)y* (0, 0, 2)dz (3.18)

tiene las siguientes propiedades,

(a) Es no creciente.

(b) 0< ho()\()) < 00

(¢) Para xo > 0 existe un unico \j > 0 tal que ho(\)) = zo

Demostracion. (a) Se sigue directamente de la definicién de y* (Ao, 0, -).

(b) El resultado se sigue directamente de la continuidad de la funcién hy(-) en todo su

dominio y de notar que,

i
. ho(o)

m ho(Ao)

)\()—>OO

1
lm [ F; 11— 2)y* (Mo, 0, 2)dz,

2010 /g
1
F7H1 = 2) lim y* (Mo, 0, 2)dz,

| R =2 iy (o.0.2)

0, (3.19)

1

lim E7H 1 = 2)y* (o, 0, 2)dz,

)\()—>OO 0
1

/ E7H 1 —2) lim y*(Xo, 0, 2)dz,

0 )\0—)00

0. (3.20)

(c¢) Del inciso anterior se sigue que hg : (0,00) — (0,00), lo cual junto con la continuidad

y monotonia implican que para x¢ > 0 existe un tnico A§ > 0 tal que ho(A§) = xo O

Observe que el resultado anterior se puede modificar facilmente para cuando A; # 0.

Entre las cosas que cambiarfan se encuentran los valores de los limites en (3.19) y (3.20).

Enseguida se formula un resultado que cubre el caso ficil de la solucién del problema (3.4).
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* —1
Teorema 3.2.5. Sea zg > 0 y A\§ como en el Lema 3.2.4. Six1 > — fol I (%) dy(z)dz,

entonces la inica solucion al problema (3.4) estd dada por

* —1 —x
G o) =1 <A0F”(1))> . (3.21)

La demostracién de éste resultado es directa de lo expuesto anteriormente. Lo que indica
es que si Gia,o(') es solucién al problema sin la restriccién de riesgo, pero ésta satisface la
restriccién, entonces tiene que ser la solucion al problema completo, pues nada mejor se
puede hacer. El siguiente resultado muestra que dado cualquier Ay se pude encontrar un
valor de A; € Ap(N\g) que haga que la restriccién de riesgo de satisfaga. De cierta manera

es un resultado andlogo al Lema 3.2.4.
Lema 3.2.6. Sea Ao > 0. La funcion hi(-) definida para todo A1 € Ayg(Ag) como
1
hi(M) = — / y* (o, A, 2)dg(2)dz, (3.22)
0

tiene las siguientes propiedades,

(a) Es no decreciente.

s p—1 —z
(h) —00 = &4 < hi(M) < &y i=— Ji T (Aoni((l))) dg(2)dz.

¢) Para £4 < x1 < &, existe un unico A7 > 0 tal que hi(A\}) = x7.
1 1

Demostracion. (a) El evidente de la definicién de la funcién hq(+).

(b) El resultado se sigue directamente de la continuidad de la funcién hi(-) en todo su
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dominio y de notar que,

1

lim hi(\) = lim (A, A1, 2)dg(2)dz,

)\1—>SHPAO()\Q) 1( 1) Al—)supAo()\o)/O y ( 0 ! ) 0( )

1

= lim (A, A1, 2)dg(2)dz,

/0 )\1—>S11p.z40()\0)y ( 0 ! ) 0( )

= —o9, (3.23)
1
Alllglohl()\l) = —/\lllgo ; Y (Ay, A1, 2)dp(2)dz,

1
= = [ Jim g O A2z,
0 )\1—>0

_ _/011 (W) do(2)dz. (3.24)

(¢) Se concluye de manera andloga al lema anterior. O

Teniendo en cuenta lo anterior, observe que si fijamos A; > 0 se puede encontrar A§(A;)

tal que la restriccién de capital se satisface. A partir de
Ao(A1),

se puede encontrar A} (Aj(A1)) tal que la restriccién de riesgo se satisface. Entonces, una
manera de garantizar la existencia de una solucién al problema (3.4) seria demostrar que
existe un A tal que AJ(AG(A1)) = A1, es decir, que se tiene un punto fijo. Naturalmente
los valores involucrados pertenecen a los dominios correspondientes. El problema esencial
en esta ultima parte, es que la funcion estd definida implicitamente. También los dominios

cambian al variar el valor de A;. Este estudio serd un trabajo futuro.

Para casos particulares del modelo de mercado, funciones de utilidad, distorsién de la
medida de preferencia y distorsién de la medida de riesgo; computacionalmente se pueden
encontrar los multiplicadores que hacen que se satisfagan las restricciones. En la siguiente

seccion ilustraremos esta afirmacion.
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3.3. Ejemplos

En esta seccién nos enfocaremos en exponer dos casos particulares del modelo de seleccién
bajo riesgo (3.4) que hemos propuesto. El modelo de mercado que consideraremos serd el
de Black-Scholes con un bono y un activo con riesgo. En otras palabras, se asumira que la
tasa de interés r(-) = r es constante y que el proceso de precios del stock S(t) satisface la

siguiente ecuacién diferencial estocéstica,
dS(t) = pS(t)dt + oS(t)dW (t). (3.25)

Se puede verificar que con las condiciones del modelo de Black-Scholes v puede expresarse

de la siguiente manera,

T 1 , T .
v = expy — r(s) + §||0(s)|| ds — O(s) dW(s) ¢,
0 0
T 1 o T o
= exp{—/ [r—l—\sz] ds—/ K TdW(s)},
0 2 (o 0 g
1 —r 2 —r
= exp (—rT— - <“ > T- <” ) W(T)) .
2 o o
Esta ultima expresién hace evidente que

v~ LN (—rT—é(M;T)QT, <M;T>2T>. (3.26)

El poder obtener una distribuciéon conocida para v fue uno de los motivos por el que

escogimos el modelo de Black-Scholes. Ademas, este modelo es uno de los més aceptados
para la valuacién de activos en la industria financiera. Cabe mencionar que se puede utilizar
cualquier otro modelo en el cual al menos numéricamente se pueda calcular F, (). Una
gran cantidad de modelos con esta propiedad pueden obtenerse pidiendo que r(-), b(-) y

o(+) sean procesos deterministas.
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3.3.1. Utilidad Logaritmica y Distorsiéon PO

Teorema 3.3.1. Considere las siguientes funciones en (3.4),

» Funcion de utilidad: u(zx) = log(z), x> 0.

= Funcion de distorsion en la medida de rendimiento: w(z) = 2> x €[0,1].
» Funcion de distorsion para la medida de riesgo: DFS (x) = 2/(0.3 + 0.72).
s =20, 4u=02,06=03,r=1, g =.04, z; = —1.2.

Entonces, la solucion al problema de optimizacion con restriccion de capital y riesgo (3.4)

estd dada por y*(3.33,1.23,-).

Con los datos anteriores se obtiene,

I(z) = (u)"!(z) = 1/a,

w'(x) = 2,

0.3
(0.3+0.7x)2’
v ~ LN(17,1.5).

dy(z) =

Sustituyendo y evaluando numéricamente se obtiene el resultado.

3.3.2. Utilidad Logaritmica y Distorsién GA

Teorema 3.3.2. Considere las siguientes funciones en (3.4),

» Funcion de utilidad: uw(z) =log(z), x> 0.

» Funcion de distorsion en la medida de rendimiento: w(z) = 2> =z €[0,1].
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= Funcion de distorsién para la medida de riesgo: DS4(z) = ®(—®(1 — x) — log(0.3)).
s I'=20,u=02,0=03,r=1, zg =.01, z; = —2.8.

Entonces, la solucion al problema de optimizacion con restriccion de capital y riesgo (3.4)

estd dada por y*(3,4,-).

Con los datos anteriores se obtiene,

I(z) = (u)"}(z) = 1/a,

w'(x) = 2,
dy?(x) = ¢(~®(1 — z) —log(0.3))$(1 - x),

v ~ LN(17,1.5)

Sustituyendo y evaluando numéricamente se obtiene el resultado.
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Discusion y Conclusiones

En un modelo general de selecciéon de portafolios y con una clase muy amplia de me-
didas de riesgo, en este trabajo se estudié el problema de optimizacién de portafolios con
una restriccién de riesgo. Para entender el problema fue necesario dar una pequena pero
intensiva introduccién sobre medidas de riesgo y optimizacién de portafolios en los Capitu-
los 1 y 2, respectivamente. En especial, conocer y entender los trabajos de Tsukahara [28]
y He y Zhou [15] fue fundamental para el desarrollo del Capitulo 3, el cual como ya men-
cionamos es la aportacién principal de este trabajo. Enseguida se describen los resultados
mas destacados sobre los temas clave de este trabajo, asi como estudio futuro y posibles

extensiones.

Medidas de Riesgo. Lo mas novedoso que se expuso sobre medidas de riesgo fue el
trabajo de Tsukahara [28], cuya aportacién fue la construccién de una familia parametri-
zada de medidas de riesgo que son coherentes y satisfacen las propiedades de invarianza en
ley y comonotonicidad. Ademsds, esta familia posee caracteristicas iguales a las del déficit
esperado. Se utilizo esta familia para limitar el riesgo de las posiciones financieras acepta-
bles. Seria muy interesante estudiar con mayor detalle la parte de estimacion de las medidas
de riesgo distorsionadas propuestas por Tsukahara [28], por ejemplo proponer estimadores

asintoticamente normales.
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Optimizaciéon de Portafolios. Lo mas destacado en esta direccion es el trabajo de
He y Zhou [15], en el que se propone un modelo general de seleccién de portafolios via
cuantiles en un mercado completo. En este modelo se distorsiona el flujo de efectivo y
la distribucién de éste. Esta propuesta cubre una gran cantidad de modelos de seleccién,
aunque un inconveniente es que no se tiene una solucién general y por lo tanto para cada
caso se debe realizar el analisis correspondiente. Estudios futuros pueden incluir el estudio

detallado en mercados incompletos y agregar costos de transaccién.

Optimizacién de Portafolios con Restriccién de riesgo. Sobre este problema, en
este trabajo propusimos un nuevo modelo de selecciéon bajo riesgo basandonos en los traba-
jos de Tsukahara [28] y He y Zhou [15]. Esta novedosa propuesta incluye los modelos que
cumplen las condiciones dadas sobre las funciones de utilidad y distorsién involucradas. En
el desarrollo del esquema general de solucién para este problema, se logran dar condiciones
suficientes para la existencia de una solucién al modelo planteado por He y Zhou [15]. Se
deja indicada una manera de construir la soluciéon completa al problema, la cual consiste
en algtin sentido en encontrar un punto fijo. Computacionalmente se obtuvo la solucién
completa para casos particulares del modelo. Trabajo futuro incluye indudablemente com-
pletar la solucidn, tratar de relajar las hipdtesis sobre las funciones involucradas, considerar
mercados incompletos y agregar costos de transacciéon. Algo més complejo, seria analizar
el caso robusto del problema, es decir, cuando se tiene incertidumbre sobre la medida de

probabilidad del mercado.

Como se puede notar, el problema principal de este trabajo tiene potenciales aplicacio-

nes en la préactica y establece una base para una gran cantidad de problemas abiertos.
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Apéndice A

Teoremas Importantes

El objetivo de este pequeno apéndice es exponer la demostracion del que consideramos

el teorema principal de los resultados de Tsukahara [28].

Teorema A.0.3. La familia de funciones de distorsion {Dg(-)}oso satisface [A.1], [A.2] y
[G] si y sdlo si existe una funcion de distribucion V(-) estrictamente creciente y continua

sobre R tal que Dy(-) puede ser escrita de la forma

Dp(u) = ¥(U (u) +1log()), wue(0,1). (A1)

Demostracion. El reciproco es obvio. Para demostrar la parte directa considere la trans-
formacién p = log6 y defina D, (u) = Deu(u). Es evidente que p € Ry D,,(-) satisfacen

D,y © Dyy(-) = Dy iy () para cualesquiera py, pig € R.

Ahora, considere ug € (0,1) fijo y defina ¥(x) := D,(ug), € R. Entonces, por [G]
se tiene que W(z + p) = D, (¥(x)). Es un hecho conocido que [A.2] y [G] aseguran que
WU(-) sea estrictamente creciente y por lo tanto tenga una inversa W~!(-). De aqui que
D,.(u) = U(U~1(u) + ) para u en el rango de ¥(-). Falta verificar que lim,_, o, ¥(z) =0

y limg; 00 ¥(x) = 1. Se mostrard este ultimo limite, el otro se obtiene de manera similar.
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Suponga que no es verdad, es decir que lim, o ¥(x) = v < 1. Entonces, por [A.2],
deben existir p1 y pe tales que Dy, (v) # D,,(v), y usando la continuidad de D, (u)

en u, obtenemos

v = xlbrgo U(z+p1)) = xlgglobm(‘l’(x)) = Dm(”)
# Dyuy(v) = lim Dy, (¥(2)) = lim (x+p2)) = v,

lo cual es una contraccién y esto demuestra lo requerido. O
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