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Introduccion

En la Teoria Ergddica se pretende describir las caracteristicas de una
transformacion sobre un espacio. Dado un espacio de puntos y una transfor-
macién del espacio en si mismo, describir el comportamiento de los puntos
del espacio a través de la accién de la transformacion, y hacia dénde tienden
estos puntos al aplicarle sucesivamente la transformacion, frecuentemente re-
sulta muy dificil. Por lo anterior, se prefiere estudiar propiedades cualitativas
en vez de propiedades cuantitativas. Por ejemplo, en la Teoria de Ecuaciones
Diferenciales, muchas veces el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales
se enfoca en el estudio del plano fase, debido a la complejidad de resolver
analiticamente el sistema. Uno de los conceptos utilizados para estudiar los
sistemas dinamicos desde el punto de vista cualitativo es la entropia.

El concepto de entropia fue introducido por R. Clausius en la Fisica en
1854, L. Boltzmann lo retoma en la Termodinamica en 1872, C. Shannon
lo introduce en la Teoria de la Informacién en 1948 y A. Kolmogorov en la
Teoria Ergddica en 1958. Hoy en dia, el concepto de entropia existe en varios
otros contextos: Teoria de Grupos, Teoria de Graficas y muchas otras areas.

Gracias al desarrollo de la Teoria de Probabilidad y la Teoria de la In-
formacion, el concepto de entropia poco a poco fue adentrandose en diversas
areas de las matematicas, al punto de que hoy en dia se puede afirmar que,
de entre los conceptos relativamente modernos de la Fisica, uno de los que
ha sido mejor asimilado por las matematicas es precisamente la entropia.

Alfréd Rényi defini6 otro concepto de entropia, actualmente denominada
la entropia de Rényi. La funcién de entropia de Rényi aparece en multiples
contextos: en la Teoria de la Informacién es utilizada para cuantificar la
informacion y evitar pérdida de la misma; en la Teoria Estadistica aparece en
indices de biodiversidad ya que la entropia puede ser interpretada como una
medida del desorden del sistema; en la Matematica Pura puede ser empleada
para definir la dimensién fractal, estudiar tiempos de retornos y calcular la



Introduccion

energia libre de Gibbs.

En este trabajo se estudia la funcién de entropia de Rényi para los sis-
temas dindmicos medibles débilmente 1-mezclantes. El objetivo es propor-
cionar las definiciones y herramientas necesarias para entender la funcion
de entropia de Rényi, asi como sus propiedades analiticas: existencia, conti-
nuidad, monotonia, comportamiento asintotico en el cero y comportamiento
asintético en el infinito.

La exposicién se basa en el articulo de Haydn y Vaienti [HV], de donde
se tom¢ el hilo principal de las demostraciones y conclusiones. No obstante,
algunas demostraciones de resultados principales (o parte de ellas) fueron
levemente mejoradas por el sustentante, haciéndolas maés transparentes y
comprensibles.

Debido que hasta la fecha son pocos los casos en los cuales se ha podido
demostrar la existencia de la funcién de entropia de Rényi, el estudio de los
métodos de demostracién empleadas en [HV] es importante ya que a partir
de estas técnicas se pudieran encontrar demostraciones para la existencia de
la funcién de entropia de Rényi para medidas més generales. La existencia de
la funcién de entropia de Rényi ha sido probada solamente para las medidas
de Bernoulli, medidas de Markov y medidas de Gibbs con potenciales Holder
continuos. En 1997, Luczak y Szpankowski [LS] demuestran la existencia de
la funcion de entropia de Rényi para medidas 1-mezclantes y en 2010, Haydn
y Vaienti [HV] demuestran la existencia de la funcién de entropia de Rényi
para medidas débilmente 1-mezclantes.

En el primer capitulo, se hace un breve introduccién a los sistemas dinami-
cos medibles y grosso modo se estudia la construccion de dos ejemplos clasi-
cos: desplazamientos de Bernoulli y desplazamientos de Markov, los cuales
son de interés en Teoria de Probabilidad y Teoria Ergddica. Luego se intro-
ducen las particiones medibles y se enuncian las definiciones elementales para
entender el concepto de entropia, y se definen la entropia métrica y la funcion
de entropia de Rényi. A través de este primer capitulo se enuncian tres teo-
remas célebres de Teoria de Entropias: Teorema de Kolmogorov-Ornstein, el
cual nos dice que la entropia métrica resulta un invariante fino en desplaza-
mientos de Bernoulli; Teorema de Kolmogorov-Sinai, el cual nos proporciona
una herramienta para realizar demostraciones de existencia y calculos de en-
tropias métricas, y por ultimo el Teorema de Shannon-McMillan-Breiman, el
cual nos dice como emerge la entropia métrica en grandes desviaciones.

En el segundo capitulo, primeramente se enuncia el Teorema de existencia
y propiedades de la funcién de entropia de Rényi. Basicamente, este teorema
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Introduccion

nos dice que en los sistemas dinamicos medibles débilmente y-mezclantes es
posible demostrar la existencia, continuidad y monotonia de la funciéon de
entropia de Rényi, asi como investigar el comportamiento en el cero y en el
infinito. Asi mismo, nos dice que el comportamiento en el cero de la funcion
de entropia de Rényi coincide con la entropia métrica, y el comportamiento
en el infinito coincide con la tasa de decaimiento subexponencial del maximo
de la medida de los n-cilindros. Ademas, se realizan calculos de la funcién
de entropia de Rényi para desplazamientos de Bernoulli y desplazamientos
de Markov. Por tltimo, se realiza la demostracion del Teorema de existencia
y propiedades de la funcién de entropia de Rényi siguiendo los métodos de
demostraciéon empleados en [HV].

Finalmente, en el tercer y 1ultimo capitulo se emplean dos teoremas céle-
bres de la Teoria Ergddica: el Teorema de recurrencia de Poincaré y el Teo-
rema de Kac, como base para investigar el comportamiento asintotico de los
tiempos de retorno corto en sistemas dindmicos medibles. A partir de estos
dos resultados pilares se ve la necesidad de estudiar grandes desviaciones
para la funcién de retorno corto a los n-cilindros en los sistemas dindmicos
medibles i-mezclantes. El trabajo culmina mostrando cémo la funcién de
entropia de Rényi emerge en la tasa de decaimiento subexponencial de la
medida de los retornos cortos.



Capitulo 1

Nociones preliminares

1.1. Sistemas dinamicos medibles

En este primer capitulo introduciremos los sistemas dinamicos medibles.
Estudiaremos en general la construccion de los desplazamientos de Bernoulli
y desplazamientos de Markov, por ser ejemplos importantes en la Teoria de
Probabilidad. Luego, se introduciran la particiones medibles y medidas débil-
mente -mezclantes, las cuales serdan conceptos fundamentales este trabajo.
Finalmente, se estudiara el concepto de entropia métrica y algunos teoremas
célebres pertenecientes a la Teoria de Entropias. Dichos teoremas nos daran
la nocién de como emerge la entropia métrica en grandes desviaciones.

Definiciéon 1 Sean (X1, By, it1), (X2, Ba, p2) dos espacios de probabilidad.

a) Decimos que una transformacién T : X; — X5 es medible si T71(B,) C
B.

b) Una transformacién T : X; — X5 preserva la medida ps cuando T es
medible y satisface

p(T7H(By) = pa(Ba),
para toda By € Bs.

¢) Decimos que (X, B, i, T) es un sistema dindmico medible si (X, B, i)
es un espacio de probabilidad y T': X — X es una transformacion que
preserva la medida pu.



Sistemas dinamicos medibles

d) Decimos que dos espacios de probabilidad (X, By, p1) y (Xa, B, 12)
son isomorfos si:

i) Existen X, € B, y X, € B tales que ,ul(ffl) = ,ug(f(g) = 1.

ii) Existe una transformacién invertible 7 : Xl — XQ tal que
7 Y(By) C By y m(By) C By, donde B; = X; N B; := {X; N B|B €
B;} para i = 1,2. Ademds, 7 preserva la medida fio y 7! preser-
va la medida fi;, donde ji; es la restriccién de la medida p; a la
o-dlgebra B;, i = 1, 2.

A continuacién presentaremos dos ejemplos basicos de sistemas dindmicos
medibles: el desplazamiento de Bernoulli y el desplazamiento de Markov.

Desplazamientos de Bernoulli. Sea k£ > 2 un entero fijo y considére-
se un vector de probabilidad p = (pg,p1...,pr—1) con entradas no nulas.
Sea Y = {0,1,...,k — 1} y consideremos en Y la o-dlgebra potencia 2Y,
equipandola con la medida de probabilidad dada por P ({y}) = p, para cada

y € Y. Considérese el espacio producto directo (X, B, ) = [[ (Xa, Bn, ttn),

donde (X, By, ptn) = (Y, 2Y,P), n € Z. Definase T : X — X como T({xn}nez) =
{Yn}nez, donde y,, = x,,1 para toda n € Z. Entonces T satisface

I (A) = p(A)

para todo cilindro A € B. Un argumento de clases mondtonas nos permite de-
mostrar que T preserva medida. Al sistema dindmico medible (X, B, u, T) se

le denomina desplazamiento de Bernoulli bilateral con distribucién de proba-

bilidad p = (po,p1 - . ., pr—1). Cuando se considera (X, B, u) = [[ (Xn, By, tin)

n=0

y se define T : X — X como T ({xy, }neny) = {¥n tnen,, donde y,, = z,,+1 para
toda n € Ny !, obtenemos el sistema dindmico medible (X, B, u, T), al que
se le denomina desplazamiento de Bernoulli unilateral con distribucién de
probabilidad p = (po,p1 ..., Dk—1)-

Definicién 2 (Isomorfismo de desplazamientos de Bernoulli)

Sean k, k' € N\{1} y considérense dos desplazamientos de Bernoulli (X, B, 1, T)

y (X', B, 1/, T") con distribuciones de probabilidad (po, ..., pk—1) ¥ (Phs - - -, Phr_1),
respectivamente. Decimos que (X, B, u, T) es isomorfo a (X', B, 1/, T") siy
sélo si los espacios de medida (X, B, ) y (X', B', i) son isormorfos.

1NO =NuU {0}

10



Sistemas dinamicos medibles

Sea k > 2 un entero fijo y consideremos el desplazamiento de Bernoulli
(X, B, u, T) dado por la distribucién de probabilidad p = (po, ..., pr_1). La
entropia métrica de dicho desplazamiento esta dada por

k-1
hr(p) = _Zpi In(p;). (1.1)

La demostraciéon de la identidad (1.1) puede encontrarse en detalle en la
monograffa [WA].

En Teoria de Probabilidad, los desplazamientos de Bernoulli corresponden
a las sucesiones de variables aleatorias independientes con espacio de estados
finito. En Teoria Ergddica, los desplazamientos de Bernoulli son ejemplos
importantes de sistemas dindmicos medibles ya que la entropia métrica los
caracteriza salvo isomorfismo; es decir, dos desplazamientos de Bernoulli son
isormorfos si y sélo si poseen la misma entropia métrica. La afirmacién an-
terior es consecuencia del siguiente célebre teorema de Teoria Ergddica.

Teorema 1 (Kolmogorov-Ornstein) Sean k, k' € N\{1} dos enteros fijos
y considérense los desplazamientos de Bernoulli (X, B, u,T) y (X', B, i/, T")
dados por las leyes de probabilidad p = (po,...,prk—1) YD = (Dys- -+ Djr_1)s
respectivamente. Entonces (X, B,u,T) y (X', B/, 1/, T") son isomorfos si y
sélo si hp(p) = h(p').

La condicién necesaria del Teorema de Kolmogorov-Ornstein fue demos-
trada por Kolmogorov en [KO], mientras que la condicién de suficiencia
fue demostrada por Ornstein en [OR]. La demostraciéon del Teorema de
Kolmogorov-Ornstein puede encontrarse en [SH].

Desplazamientos de Markov. Sea k > 2 un entero fijo y considérese el
espacio medible (Y,2Y), donde Y = {0, 1,...,k — 1}. Consideremos el espa-

cio producto directo (X,B) = [] (X,,B,), donde (X, B,) = (V,2Y) para

todan € Z. Sea T': X — X el desplazamiento definido como T'({x,, }nez) =
{Yn}nez, donde y,, = x,,1, para toda n € Z. Enseguida construiremos medi-
das de probabilidad en (X, B) de tal manera que T preserve dichas medidas.
Para cada enteron > 0y (ao,. .., a,) € Y™ supongamos que existen nime-
ros reales p,(ag, ..., a,) que satisfacen:

i) pnlag,...,a,) > 0.

11



Sistemas dinamicos medibles

ii) > po(ag) = 1.

ap€Y

i) pp(ag,...,an) = >, pnri(ao, ..., an, ane1).
an+1€Y

Si definimos una aplicacion p en la semialgebra de rectangulos como

p({(zi)iez € X 2y = aog, ..., Tgpn = n}) = pulao, ..., an),

entonces p puede ser extendida a una tinica medida de probabilidad en (X, B).
Maés aun, T preserva la medida pu ya que por definicién la preserva en la
semialgebra de rectangulos, y un argumento de clases monétonas nos permite
asegurar que la preserva en la g-algebra generada por los rectangulos.

En el caso en que p,(ag, . .., an) = Dy -+ * Pa,, para cadan € Ny, obtenemos
el desplazamiento de Bernoulli bilateral. Sean & > 2 un entero fijo, A =
(Ao, -+, Ak—1) una distribucién de probabilidad tal que A\; > 0 para i =
0,....,k =1,y P = (pij)ijey una matriz estocéstica tal que AP = P. Si
establecemos

pn(a07 cee aan) = /\aopao,al *Pan_1,an>

entonces al sistema dindmico medible (X, B, 1, T') se le llama desplazamiento
bilateral de Markov inducido por (A, P).

12



Particiones medibles y medidas débilmente 1-mezclantes

1.2. Particiones medibles y medidas débilmen-
te Y-mezclantes

Definicién 3 (Particién medible) Sea (X, ) un espacio de medida. De-
cimos que A C 2% es particién medible de (X, B) si y sélo si satisface lo
siguiente:

i) A € B para toda A € A.
ii) A es particién de X.

Si |A] < oo, entonces decimos que A es particion medible finita de (X, B),
donde | - | denota la funcién cardinalidad.

Definicién 4 (Particién conjunta) Sean A; = {A;1,..., Ak},
i =1,...,n, particiones medibles finitas de (X, B). Denotaremos la particién
medible finita conjunta de (X, B) como

A1V-~~\/An:{A17ilﬂ-~~ﬂAn7in|ijG{l,...,kj},jzl,...,n}.

En el caso de un espacio de probabilidad (X, B, i), decimos que una particién
medible finita A es fina si ningtin elemento de A tiene medida uno.

Definicién 5 Sea (X, B) un espacio medible y 7" : X — X una transforma-
cién medible. Sea A = {A;,..., A,} una particién medible finita de (X, B).
Para cada entero k > 0 definimos

THA) = {THA),.... THA,)},

donde T~* representa la funcién de conjuntos imagen inversa de la funcién
TF=To.-..0oT yT°=1dy.
—_—
k—veces

Definicién 6 (n-cilindros) Sea (X, B) un espacio de medida, 7" : X — X
una transformacion medible y A una particion medible finita de (X, B). Para

1 0

cada n € N, denotamos A" = \/ T (A) y A* = \/ T7(A), las cuales son
=0 j=0

particiones medibles de (X,B). A los elementos de A™ los llamaremos n-

cilindros.

13



Particiones medibles y medidas débilmente 1-mezclantes

Definicién 7 (Generador) Sea A una particiéon medible finita de (X, B).
Decimos que A es generadora cuando los elementos de A* son conjuntos
constituidos por un sélo elemento de X.

Para una revisién profunda sobre generadores consultar [RO].

Definicién 8 (Funcién de entropia de Rényi) Sea (X, B, 1, T') un siste-
ma dindamico medible. Para cada t > 0 y para cada particion medible finita
A de (X, B), definimos la funcién de entropia de Rényi como

Ra(t) := liminf — |In (Zo(£))],

n—oo tn

donde Z,(t) = > (u(A,))'™ para cadan € N.
Ap€A”

Hasta ahora s6lo en unos pocos casos se ha podido demostrar la existencia
de la funcién entropia de Rényi, tales como medidas de Bernoulli, medidas
de Markov, medidas de Gibbs con potenciales Holder continuos. Luczak y
Szpankowsky [LS] demostraron la existencia de la funcién entropia de Rényi
para una clase de medidas llamadas 1-mezclantes. Haydn y Vaienti [LS] de-
mostraron la existencia de la funcion de entropia de Rényi para una clase mas
amplia de medidas llamadas débilmente 1)-mezclantes, las cuales definimos a
continuacion.

Definicién 9 (Medidas débilmente i)-mezclantes) Sean (X, B, u,T) un
sistema dindmico medible y A una particién medible finita de (X, B). De-
cimos que u es débilmente i-mezclante respecto a A si existe A € Ny
funciones ¥, 9" : N — RT tales que:

a) ¥~ (r) <1 para toda r > A.
b) Para cada k € N se cumple que

pw(UNT V)
w(U)u(V)

para toda U € o(A"), para toda n € N, y para toda V' € o(A*), donde

1 -y (k) < <1497 (k),

A* = |J A7y 0(A") denota la menor o-algebra que contiene a A" para
j=1
cada n € N.

14
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Definicién 10 (Ergodicidad) Sea (X, B, i, T) un sistema dindmico medi-
ble. Decimos que la medida p es ergddica con respecto a la transformaciéon T'
si todos los elementos B € B tales que T~ (B) = B satisfacen u(B) € {0,1}.

Interpretaciéon 1 Ergodicidad: La propiedad de que un sistema dindmico
fisico sea ergddico o no es muy importante desde el punto de vista de la
Fisica. Consideremos el movimiento de un gas ideal en un region cerrada
[SZ]; por ejemplo, en el cubo C. Sea T el flujo que describe el movimiento de
un gas en C'. Sea x € C x --- x (' una posicion de todas las moléculas en C,
y v € R3x --- x R3 la velocidad del sistema. Medimos la presién P en los
tiempos n = 0,1, ... y obtenemos la sucesién de presiones { P(T™(z,v)) }n>o0-
Consideramos la media aritmética

Sp(Pyz) = % (P(TO(:E, v)+ -+ P(T”_l(x,v))) .

Decimos que S, (P, x) es la presién del gas en C', o que se aproxima a la presién
si n en grande. Si el sistema no es ergddico, la presion P seria dependiente de
x v v; es decir, el resultado de la medida seria dependiente de las condiciones
iniciales. Lo cual nos dirfa que dos copias de C' en las misma condiciones fisicas
podrian darnos dos resultados diferentes, lo cual seria un absurdo fisico. Esta
es la razon por la que es importante saber si un sistema dinamico medible
es ergodico o no. Boltzman al ir creando la Teoria Molecular de los Gases
encontrd este problema en el caso del movimiento de un gas en una region
cerrada. No pudo resolver el problema. Incluso supuso que cada trayectoria
pasaba por todo punto del espacio fase, lo cual es absurdo. El problema de
decidir si el sistema de un gas en un region cerrada es ergédico estuvo abierto
hasta 1963 que G. Sinai mostré que dicho sistema es ergddico.

Mezcla: El siguiente ejemplo fue usado por Gibbs para introducir el
concepto de mezcla en la Teoria Ergodica. Supongamos que tenemos un vaso
con agua. Luego, le anadimos una dosis de Whisky. Sean C' la regién total
que ocupa el cocktail (agua y Whisky) y S el regién que ocupa la dosis de
Whisky. Entonces la concentracién de Whisky en el vaso es vol(5)/voi(C). Luego,
se procede a revolver el Whisky con el agua. Matematicamente, revolver es
representado por una transformacién 7' que se interpreta como el tiempo de
evolucién y significa que T'(.S) es la regién ocupada por el Whisky después
de mezclar (revolver) una unidad de tiempo y asi sucesivamente.

Intuitivamente decimos que el cocktail esta bien mezclado, si la concentra-
cién de Whisky es igual a vol(S)/voi(c) no solo con respecto a todo el volumen

15
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del fluido, sino también respecto a cualquier region V' del fluido con volumen
positivo. Consecuentemente, el cocktail esta bien mezclado al tiempo n € N
si

vol(T™ (V)N S)  wol(S)
vol (V) ~ wol(C)’

para cualquier regién de V' de volumen positivo. Sin pérdida de generalidad
supongamos que vol(C') = 1. Si suponemos que se revuelve el cocktail mucho
tiempo, una definiciéon natural de mezcla seria

Tn
lim vol( Z(V> ns) = vol(S),

n—00 vol(V)

para toda regiéon V' de volumen positivo. La definicién 9 nos indica la ve-
locidad a la cual se mezcla el sistema y esta determinada por las funciones

1—¢y- yl1+9t.

Definicién 11 (Medidas no atémicas) Sea (X, B, ;) un espacio de me-
dida. Decimos que B € B es un atomo de p cuando 0 < p(B) < oo y para
cada A C B con A € B se satisface que pu(A) € {0, u(B)}. Una medida que
no posee atomos se llama no atémica.

Definicién 12 (Funcién subexponencial) Una funcién f : RT — R* se
dice subexponencial si satisface

h’msup% IIn (f(k))| = 0.

k—o0
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Particiones medibles y medidas débilmente 1-mezclantes

Las medidas ®-mezclantes se obtienen como un caso especial de las me-
didas débilmente 1-mezclantes, tomando ¥~ (k) = ¥ T (k) = (k) para toda
k € N, y pidiendo que (k) | 0 cuando k& — oco. Ademas, en las medidas
1-mezclantes se satisface que p es no atéomica.

Definicién 13 (Tasa de decaimiento subexponencial del maximo de
la medida de los n-cilindros) Sean (X, B, i, T) un sistema dindmico me-
dible y A una particién medible finita de (X, B). Definimos la tasa de decai-
miento subexponencial del maximo de las medidas de los n-cilindros como

1
v, = liminf — [In (b,,)],

n—oo M

donde b, = ma A, d N.
onde Jndx 1(A,) para cada n €
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Entropia métrica

1.3. Entropia métrica

Definicién 14 Sea (X, B) un espacio de medida. Decimos que C es una sub-
o-algebra de B si satisface que

i) C es una o-algebra de subconjuntos de X.
ii) C C B.

Si |C| < oo, decimos que C es una sub-o-algebra finita de B, donde como
antes, | - | denota la funcién cardinalidad.

Observacién 1 Si (X, B) es un espacio medible y A = {4;,...,A4,} una
particién medible finita de (X, B), entonces o(A) es la coleccién de todos
los elementos de B que son unién finita de elementos de A. Luego o(A) es
una sub-o-algebra finita de B. Reciprocamente, si C es una sub-o-algebra
finita de B, digamos C = {C},...,C,}, entonces los conjuntos no vacios
de la forma By N --- N B,, donde B; € {C;, X \ C;}, para i = 1,...,n,
forman una particién medible finita de (X, B), la cual denotaremos por p(C).
Consecuentemente, tenemos una correspondencia entre particiones medibles
finitas y sub-o-algebras finitas.

Definicién 15 Sea (X, B, 1) un espacio de medida y C, D dos sub-o-dlgebras
de B. Decimos que D refina a C, lo cual denotamos por C < D, si para cada
C € C existe D € D tal que

u(CAD) =0,

donde A representa la diferencia simétrica de conjuntos. SiC <Dy D < C,
entonces escribimos C = D.

Definicién 16 (Entropia de una sub-o-algebra finita) Sea (X, B, ;) un
espacio de probabilidad y A una sub-o-édlgebra finita de B. Sea p(A) =
{Ay,..., A} la particién medible finita asociada a A. Definimos la entropia
de la particién finita p(A) como

H(A) = - Z p(Ai) In(p(As)),

tomando como convencién 01n(0) = 0. La entropia H(.A) de la particién finita
©(A) cominmente en la literatura se le llama entropfa de la sub-o-dlgebra
finita A.
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Entropia métrica

Definicién 17 (Entropia de una transformacién respecto a una sub-
o-algebra finita) Sean (X, B, u,T) un sistema dindmico medible y 4 una
sub-o-algebra finita de B. Definimos la entropia de la transformacién 7' con
respecto a A como

1 n—1 _Z
W(T, A) = lim —H (\/T )

Bajo las hipétesis de la Definicién 17, se puede demostrar que h(T),.A)
siempre existe. Para detalles de la demostracién consultar la monografia
[WA].

Definicién 18 (Entropia métrica de una transformacién)
Sea (X, B, i1, T') un sistema dindmico medible. Definimos la entropia métrica
de la transformacién T' como

hr(p) = sup{h(T,A)|A es sub-o-dlgebra finita de B}.
Interpretacién 2 La cantidad H(.A) puede ser interpretada como una me-
dida de incertidumbre de un experimento con posibles resultados { Ay, . .., A, }.

n—1

Si T representa la evolucién de un dia de tiempo, entonces \/ T (A) re-

presenta el experimento de combinar el experimento original A y de los si-
guientes n — 1 dias. Por consiguiente, h(7T,.A) puede ser interpretado como la
informacién promedio por dia que uno obtiene al evolucionar el experimento
original. Consecuentemente, hr(u) puede ser interpretado como la informa-
cién promedio méxima por dia que se puede obtener al repetir el experimento
diariamente.

El calculo de entropias suele ser un problema muy complicado. En el 2002,
John Milnor plantea la siguiente pregunta en [MI]. ; Es la entropia realmente
calculable? Dicho problema atin continua abierto. Enseguida enunciaremos
algunos teoremas célebres pertenecientes a la Teoria de Entropias que nos
permiten realizar cdlculos de entropias métricas bajo ciertas condiciones.

Teorema 2 (Kolmogorov-Sinai) Sea (X, B, i, T) un sistema dinamico me-
dible. Si A es un sub-o-dlgebra finita de B tal que A> = B, entonces

hr(p) = h(T,A).
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Entropia métrica

La demostracion del Teorema de Kolmogorov-Sinai se encuentra realizada
en detalle en las monografias [PE] y [WA].

Teorema 3 (Shannon-McMillan-Breiman) Sea (X, B, u,T) un sistema
dindmico medible. Supongamos que la medida p es ergodica respecto a la

transformacion T. Sean A una particion finita generadora de B y A, (z) el
n—1 ‘

unico n-cilindro de \/ T~"(A) que contiene al punto x € X. Entonces u-casi
=0

donde quiera y en L' (X, B, ),

1

——In(p(Ay(x))) = hr(s)

cuando n — 0.

La demostracion del Teorema de Shannon-McMillan-Breiman se encuen-
tra realizada en la monograffa de [PA].

Observacién 2 Suponiendo las hipotesis del Teorema de Shannon-McMillan-

Breiman, se cumple que yi-casi donde quiera, —+ In(u(A,(2))) — hy(p) cuan-

do n — oo. Consecuentemente, del Teorema de Egorov se sigue que para cada
e €]0,1[ existe X, € B tal que u(Xe) € [1 —€,1] y —= In(u(An(2))) = hr(p)
cuando n — oo, uniformemente para r € X..
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Capitulo 2

La funcién de entropia de Rényi

2.1. Teorema de existencia y propiedades ana-
liticas

En este capitulo, primero se enunciara el Teorema de existencia y pro-
piedades analiticas de la funcién de entropia de Rényi, el cual nos garantiza
bajo ciertas hipdtesis la existencia de la funcién de entropia de Rényi pa-
ra sistemas dindmicos medibles ¢-mezclantes. Més atn, dicho teorema nos
asegura la continuidad de la funcién de entropia de Rényi, el comportamien-
to de dicha funcién en el cero y en el infinito. Luego, se realizan calculos
de entropias de Rényi para desplazamientos de Bernoulli y desplazamientos
de Markov verificando algunas propiedades que se afirman en el Teorema
de existencia y propiedades analiticas. Finalmente, se procede a la demos-
tracion del Teorema de existencia y propiedades analiticas. Para demostrar
dicho teorema se demuestran tres lemas, mismos que seran de gran utilidad
para establecer un relacion de subaditividad, la cual nos permitirda demostrar
la existencia de la funcién de entropia de Rényi, y también que el limite que

define a la funcién de entropia de Rényi converge uniforme en compactos de
R+,

Teorema principal 1 (Existencia y propiedades analiticas de la fun-
cién de entropia de Rényi para medidas débilmente ¢-mezclantes)
Sea (X, B, 1, T) un sistema dindmico medible con p no atémica. Sean A una
particion medible, finita, fina y generadora de (X, B), y p una medida débil-
mente -mezclante con respecto a A tal que 1 — ¢~ y 1+ 9T son funciones
subexponenciales. Entonces se verifica lo siguiente:
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Teorema de existencia y propiedades analiticas

i)

i)

)

iv)

Para toda t > 0, lim = [In(Z,(t))|, donde Z,(t) = > (u(An)),
n—oo An€Ar
existe y converge uniformemente en compactos de RT. Consecuente-

mente la funcion de entropia de Rényi respecto a la particion medible
A, Ru(t) = lim X |In (Z,(t))|, existe para toda t > 0.
n—oo

tn
La funcion W 3]0, 00[—]0, 00|, definida por
t—s tRA(D),
es localmente Lipschitz continua.

Se cumple

R_A(O) = lim R_A(t) = hT(u),

t—0+
donde hr(u) representa la entropia métrica de la transformacion T
La funcion R4 es mondtona decreciente en |0, 00| y satisface
}g& R.A(t) = ’7/17

donde v, > 0 representa la tasa de decaimiento subexponencial del
mdzimo de las medidas de los n-cilindros.
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Calculo de la funcién de entropia de Rényi

2.2. (Calculo de la funcion de entropia de Rényi

2.2.1. Desplazamientos de Bernoulli

Sea k > 2 un entero fijo y considérese el desplazamiento de Bernoulli
(X, B, 1, T) dado por la distribucién de probabilidad (py, ..., pr_1), donde
pi >0, parai=0,...,k— 1. Entonces A = {C] : j € {0,...,k —1}} es una
particién medible, finita y fina de 1-cilindros de (X, B), donde

Cg:{{xn}neZEXiﬁozj}vj:07“‘7k_]” (21>

Obsérvese que para cada n € N, T™"(A) = {C?,|j € {0,...,k — 1}}, donde
Cr, ={{zn}nez € X 2, = j} para j = 0,...,k — 1. Luego, para cada
n € N se cumple

Zu) = Y (u(A)

ApeAn
k—1 k—1
_ 1+t
- E E (pio pln71>
10=0 tn—1=0
k—1 n
_ 1+t
= D;
=0

k=1
y lm Ra(t) = — > piln(p;) = hy(p). Nétese que lim R4(t) = ~,, donde
t—0+ i=0 t—o00

=1 x p; ).
T " <0§I§1213<—1p” )

2.2.2. Desplazamientos de Markov

Sea k> 2unenteroy Y ={0,...,k —1}. Sea P = (p; ;)i jey una matriz
estocdstisca con entradas positivas e irreducible, y sea A = (Ag, ..., A\g—1) una
distribucion de probabilidad tal que A\; > 0 para toda i € Y, y cumple AP =
A. Considérese el desplazamiento de Markov (X, B, i, T') inducido por (A, P).
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Calculo de la funcién de entropia de Rényi

Sea A = {CI|j € Y} la particién medible, finita y fina de 1-cilindros de
(X, B) dada por (2.1). De nuevo, observemos que para cadan € N, T7"(A) =
{C”,,|7 € Y}. Consecuentemente, los elementos de A™ son los cilindros

{C2r ey €Y, Vi e{0,...,n—1}},
donde

Cg?%_?)?_fo = {{xn}nez FT—(n-1) = Qp, ..., Ty = an—l}7

y poseen medida p dada por

Ca07~-~7an71

Iu( 7(1171),_“70) = )\aopao,al o 'pan_g,an_l-

Por lo cual, para cada n € N,

Zo(t) = > o Y AR pltt

ap€Y ap_1€Y

o 1+t 1+t 1+t
- § : )\ao § : pao,al o ‘pan72,an71'

ap€Y Ay, —1E€Y

Para cada t > 0 definase la matriz P(t) = (F;;(1)),
p}jt para toda i,j € Y. Dado que todas las entradas de la matriz P(t)
son positivas, debido al Teorema de Perron-Frobenius se tiene que existe un
valor propio simple positivo \;, el cual es mayor que el médulo de cualquier
otro valor propio de P(t) y tiene asociados sendos vectores propios izquierdo
l; y derecho d;, con normas euclidianas unitarias, cuyas componentes son

positivas y satisfacen

y como P ;(t) =

Pn<t> Ttlt
If = —— 2.2
donde P"(t) = P(t)--- P(t). Adema&s, \; cumple
— —
n veces
min » Fi(t) <A <mdx ) Piy(t). (2.3)
Jjey JjeY

Una demostracién del Teorema de Perron-Frobenius puede encontrarse en la
monografia [SE]. Otra demostracién basada en la Teoria de Sistemas Dindmi-
cos se encuentra en la monografia [KH].
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Calculo de la funcién de entropia de Rényi

Consideremos los vectores de dimensiéon k& dados por

pt) = (W N0,

I, = (1,...,0".

Obsérvese que para todo entero n > 3 y t > 0 se satisface

Zu(t) = p(O)P" ()L

Luego,

Ralt) = Jim [ In(Zy(0))

n—oo Nt

= — lim iln (p(t)Pn*Q(t)TO

n—oo M,
, 1 n—2 pn—2 N\ T .1 e
= = Jim o (pON PR — Jim )
1
= —Ehl()\t),

donde la ltima igualdad se tiene por (2.2) y A, satisface 0 < \; < 1 debido a
(2.3). Por lo tanto, Ra(t) = —1 In()\,) para toda ¢ > 0. También, se obtiene

lim R.A = - Z Azpz] pz] = hr (:u)

t—0+
,jE€Y
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Demostracion del Teorema de existencia y propiedades analiticas

2.3. Demostracion del Teorema de existencia
y propiedades analiticas

Para demostrar el inciso i) del Teorema 1 demostraremos primero dos

lemas acerca de medidas débilmente i-mezclantes que nos seran de gran
utilidad.

Lema 1 Sean (X,B,u,T) un sistema dindmico medible, A una particion
medible finita de (X,B) y k € N. Sean n; € N y B; € o(A%) para j =
1,..., k. Si pu es una medida débilmente 1-mezclante con respecto a A, en-
tonces para A € N suficientemente grande se satisface

1=y (AN HM(Bj) < u(Dy) < (L ¢H Q)T [T By, (2.4

k

donde Dy = (\ T~Ni(B;), Nj=n1+---+nj_1+ (j — 1)A para j € N, con
j=1

N() =Ny = 0.

Demostracién 1 Sea k € N. Paral € {1,...,k} definamos

k
D, = ﬂ T-Wi=N)(B)).

j=l

k
Obsérvese que Dy = (| T7i(B;) y Dy = By. Enseguida probaremos que

j=1
para toda A € N se cumple
Dy =B NT ™ 2Dy, paral =1,...,k—1. (2.5)

En efecto, fijemos [ € {1,...,k — 1} y nétese que

k
T (D) = ) ( N T‘<Nj‘Nl+1><Bj>>

j=1+1

k
— ﬂ T~ WNi=Nipatmt8) (B

J
j=l+1

k
= [ TN N(By),

j=i+1
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Demostracion del Teorema de existencia y propiedades analiticas

de donde se sigue que

k
BiNT " (Dyyy) =\ T-N)(B;) = D

J=l

k
Tomemos U = B € 0(A™) y V = Dy € o (U A"J') C o(A*). Utili-
j=1

zando la identidad de conjuntos (2.5), y la hipétesis de que la medida p es
débilmente 1)-mezclante, se sigue que para A suficientemente grande, tal que
1 =~ (A) > 0, se satisface

(1=~ (AN(B)p(Dig1) < p(Dy) < (1497 (A) u(Bi)p(Disr),
paral =1,..., k—1. Consecuentemente, de las k—1 desigualdades anteriores,

k
del hecho de que Dy = () T~Yi(B;) y D; = By, se obtiene
j=1

k k

(1= (A [T u(B) < w(Dy) < (1 + 9™ (A)*H [ u(By),

=1 j=1
con lo cual concluimos el la demostracion del lema.

Lema 2 Sean (X,B,u,T) un sistema dindmico medible con p no atémica,
y A una particion medible finita, fina y generadora de (X, B). Si p es débil-
mente -mezclante con respecto a A, entonces eziste una constante n €]0, 1]
tal que u(A,) < n" para toda A, € A™ y para toda n € N.

Demostracién 2 Sean A € N fijo. Dado que A es generadora y p es no

atomica, entonces podemos escoger m € N suficientemente grande tal que

b,, = Améj( w(An) < 5(1+ YT (A)) " esto es posible debido a que by, | 0
mEA™

cuando m — oo. Escogemos n suficientemente grande y A, € A" de tal
manera que

k—1
T (A, € (YT (4,774, (2.6)

J=0
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Demostracion del Teorema de existencia y propiedades analiticas

donde k = [*/m'], m' =m + Ay A, T7™ A, es el m-cilindro que contiene a
T7"™ A, para j =0,...,k — 1. Usando (2.6), la hipétesis de que la medida p
es T invariante y el Lema 1, obtenemos que para n suficientemente grande

pAn) = (T (4,)

k-1 e . )
M(jﬂoT k-1 (AmTﬂ An>

k-1

(140t Q) Lo (4w A,)

J=0

IN

IA

(1+ 0 (A) b,

<
< 27k

Por consiguiente, tomando 0 < méx{2-""" b/", ... b/",} < n < 1 obtene-
mos el resultado.

Observacién 3 Bajo las hipétesis del Lema 2 se tiene que hr(u) > 0. En
efecto, obsérvese

h(T,A) = lim Ly (71\_/ T (A)>

> |In(n)| >0,

donde la 7 es la constante obtenida en el Lema 2. Dado que A es generadora,
entonces por el Teorema de Kolmogorov-Sinai se tiene que

y por consiguiente hp(p) > 0.

Lema 3 Sean (X, B, u,T) un sistema dindmico medible y A una particion
medible finita y fina de (X, B). Si p es débilmente 1)-mezclante con respecto a
A, entonces existe una constante X €)0, 1] tal que para A € N suficientemente
grande se verifica u(A,) > (1=~ (A)"IA\" para toda A,, € A™ y para toda
n € N.
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Demostracién 3 Denotemos A = {A!,...  A™}. Seann € Ny 4, € A"
Obsérvese que podemos escribir

A, = AP NT YA N T D (A,

donde A’ € A para toda [ € {0,...,n — 1}. Luego, escribiendo A, = A% N
T-Y (A n...N T~ (An-1)) y usando el Lema 1, obtenemos que para
A € N suficientemente grande,

(A = (1= (A (AT (A N N T =D (Al

= (1 — ¢ (A))p(AP) (A 0. AT~ "D (Al

donde la dltima igualdad se obtiene del hecho de que p es T' invariante. Un
argumento inductivo nos muestra que

p(AR) = (1= (D))" u(AP) (A - (A7)

para A suficientemente grande. Tomando A = Ijll,ﬁ 1(A), y usando la hipotesis
€

de que A es particién medible, finita y fina se tiene que A €]0, 1] y conse-
cuentemente obtenemos el resultado.

Observacién 4 Como consecuencia del Lema 3, se obtiene que todo n-
cilindro, A, posee medida p positiva para toda n € N.

Demostracién 4 (Demostracién del Teorema principal 1)

En los incisos @) y i) de la siguiente demostracién definiremos la clase
GP para algtin 8 > 1, la cual nos sera suficiente para estimar la medida
1 de los n-cilindros y obtener cotas muy finas de esta medida u. A partir
de esta estimacion y con ayuda del Lema 1 obtendremos un comportamien-
to subaditivo para la sucesién que define al limite inferior de la funcién de
entropia de Rényi y usando un argumento usual de Teoria de Entropias ob-
tendremos la existencia de la funcion de entropia de Rényi. Nuevamente, esta
clase con ayuda del Lema 1 nos serd suficiente para demostrar que la funcién
t — tRA(t) es localmente Lipschitz continua.

i) Para demostrar que el limite R4(t) existe para cada t > 0, demos-
traremos que para cada t > 0 fijo, la sucesién definida por a,(t) =
|In (Z,(t)) | cumple una propiedad de subaditividad expresada en las
desigualdades (2.9) y (2.12) de abajo. A partir de esto un argumento
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usual de Teoria de Entropias nos asegurarda que dicho limite existe y
que la convergencia es uniforme en compactos de R*.

Sean m,n, A € N. Considérense m' = m + A y k € N de tal modo
que n = km' — A. No siempre es posible escoger k € N de modo que
n = km' — A, pero por el algoritmo de la divisién de Euclides se tiene
quen = km'—A+r, donder € {A,... m+2A—1}, el cual contribuye
con un término |In(Z,(t))| al lado derecho de la desigualdad (2.9) y al
lado izquierdo de la desigualdad (2.12). Debido a que dicho término
[In(Z-(t))|

satisface lim
n—oo

cuando n = km’ — A.

= 0, es suficiente considerar tinicamente el caso

kel . .
Definimos A™ = \/ T77"™ (A™). Obsérvese que todo elemento A, € A"
=0

se representa de la siguiente manera:

A, = (T*O (Ai3>m---mT (A’m 1))0
(2 )0 )

(T ((k=1)(m+A)) (Azo > A ... T (=D (m+2)+m-1) (A mﬂ)),
(2.8)

donde A* € A para toda r € {0,1,...k =1} y s € {0,1,...,m — 1}.
La clase A™ la podemos describir de la siguiente manera:

i) Se consideran primero la preimagenes de elementos de .4 bajo las
transformaciones

T° = Idy,TY, ..., T™ "

i1) Luego, se omiten las preimagenes de elementos de A bajo las trans-

formaciones
m m—+1 m+A—1
™.T RO & )

i71) Después se consideran las preimégenes de elementos de A bajo la
transformaciones

Tm-i—A Tm+A+1 Tm+A+m—1
, Sy .
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iv) Nuevamente, se omiten las preimdgenes de A bajo las transforma-

ciones
m+A+m m+A+m+1 m+A+m+A—1
T T R :

El algoritmo anterior continiia hasta llegar a las preimagenes de A bajo
las transformaciones

Ph=1)(m+A8) pe=1)(m+2)+1

9 g e 00y

T(k—l) (m+A)+m—1 )

Notemos que del hecho de que A es particién y debido a la representa-
cién de A,, discutida arriba, se obtiene

A, = U 4.

Al CAyp, Al€An

Obsérvese que no es posible tomar directamente A/ = A,, salvo en
casos muy particulares de la transformacion T'. Nuevamente, debido a
la representacion de A, se obtiene

{A € A" Al C A} < |AFA.
Consideremos > 1 y definase,
Gl = {An e A" u(A,) > e’kM,u(fln)} :

Luego, para toda A, € A" se tiene

p U 4] = u(fln>—u U A4

Al CA,, Al eGE Al CA,, AL¢GH

> p(A) - X wAy)
Al CA,, AlL¢GE
> g (Ay) = (A,

"
> (1= AR (A,

donde G* = {A, € A" : A C A,, A’ & GP}. Escogiendo 3 suficiente-
mente grande tal que |A|A6_M < 1, se tiene que para cada A, € A"
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existe A, C A, con Al e Gh. Ademds, se satisface que si A, B, € A
y A, # B,, entonces existen A’ C A, y B/, C B, con A!, B!, € G’ los
cuales satisfacen A/, # B! . Luego, se cumple

Zo(t) = Y (u(A)

AneA™

Z (N(An>>1+t

Anegy,
> e—kAﬁ(lth) Z (M(An)>l+t
ApeAn
> etz 0)F (1 (@),

v

para A suficientemente grande, donde en la iltima igualdad utilizamos
el hecho que para A suficientemente grande se verifica

p(An) > (1-97(a)" %

lo cual se sigue de la representacién (2.8) de A, del Lema 1y de que la
medida p es T invariante. Consecuentemente, para A suficientemente
grande obtenemos

[ (Z,())| < k[ (Zn(t) [+ EA" (1 +1) +
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(L+ )| (1= (A)) |
< k[ (Zn () [+ k(1 +6O(A7),

donde la tultima desigualdad se obtiene de la hipdtesis de que la funcion
1 — 9~ es subexponencial. Sea a,(t) = |In(Z,(t))|. Entonces para A
suficientemente grande se cumple

an(t) < kap(t) + ckAP, (2.9)

donde ¢ = (14 t)c; y ¢4 > 0 no depende de A, k y t . De este modo,
para A suficientemente grande se cumple que

an (%) < kam(t) N ckAP
n = km+A)—A EkE(m+A)-A
m(t ’
ant) ,
m m

para toda k € N. De lo anterior se sigue que para cada m € N se cumple

t t AP
lim sup an (1) < (1) 4 & (2.10)
n—00 n m m

para A suficientemente grande. Como consecuencia, obtenemos

lim sup an (1) < lim inf am_(t). (2.11)

n—00 n m—0o0 m

Por lo tanto, se deduce de (2.10) y (2.11) que el limite lim a"n(t) existe y

n—oo
es finito para toda t > 0. Hemos demostrado que la funcién de entropia

de Rényi R4(t) existe para toda t > 0.

Enseguida demostraremos que la convergencia del limite que define a
la funcién R4 es uniforme en compactos del dominio de R 4; es decir,
en compactos de R*.

Sea C' C R* un compacto. Nétese que para cada A, existen |A[F
n-cilindros A, € A" tales que A,, C A,. Luego, como la medida pu es
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débilmente 1-mezclante por hipdtesis, tenemos que

Zn(t) = Z (N(An))Ht

< AP () (14wt ()

De la desigualdad anterior y de la hipdtesis de que 1 + ™ es subexpo-
nencial, se sigue la desigualdad

[0 (Zn(2)) [ = k[1In (Zn(2)) | + (k= 1)(1+£)O(A).
Luego,
an(t) > kan(t)+ ¢k —1)A, (2.12)

donde ¢ = (1 4+ t)é; y ¢ no depende de A, k y t. De las desigualdades
(2.9) y (2.12) se obtiene que para A suficientemente grande, para n =
km’ — AymeN,

dA(k—=1) A an() < an(t)  am(t) < AP
km/ — A m+A mt T nt mt — m

i

donde ¢ y & dependen sélamente del compacto C'. De la desigualdad
(2.24) se obtiene que, si A es grande, n = km/ — A y m € N, entonces

JAk—=1) A an(Tc) < an(t)  am(t) < AP
km!/ — A m+A mls — nt mt — m

Y

donde Ty = min C'. Haciendo n — oo se sigue que para A suficiente-
mente grande y para toda m € N,

A A a, (T
= n(Te) gy @) CA7 g
m+A m+A mic mt m

De la desigualdad (2.13) se sigue que la convergencia es uniforme en el
compacto C' de RT.
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i1) Veamos primero que W estd bien definida. Dado que Ry estd bien
definida en ]0, oo[, basta probar que W nunca se anula en |0, oo[. Pro-
cedamos por contradiccién. Supongamos que existe ty €]0, oo[ tal que
W (to) = 0. Entonces R4(ty) = 0. Sin embargo, del inciso iv) del Teore-
ma 1 resulta una contradiccién ya que 0 < v, = tlg?o R4(t) = 0, donde

la ultima igualdad se obtiene debido a que R4 es mondétona decrecien-
te. Por lo anterior, W nunca se anula, y consecuentemente, esta bien

definida.
Paracadat > 0yn € N, definamos H,(t) = Y. (u(A,)) ™ 1In (u(An)) |-
Ap€An
Un célculo directo muestra que
H,(0
hr(p) = lim A, (2.14)
n—o00 n

v que

d

S0 = —H) (2.15)

para toda t > 0. Se demostrard que para cada t > 0 fijo, la su-
cesién H,(t) posee un comportamiento casi-aditivo en el sentido de

que Hip,(t) = O(km). Sean m,n, A € N tales que m’" = m + Ay
k-l
n=km' — A, con k € N. Nuevamente definamos A" = \/ 777" (A™).
=0
Para algin 8 > 1, considérese

67 = {4, € () 2 ()},

donde fln e A" es tal que A, C fln Con estas notaciones la suma
sobre los conjuntos de A" que define a H,(t) se puede dividir en dos
sumandos: sobre los elementos de G? y sobre los de A™ \ G°.

Acotaremos la medida de los elementos de A"\ G°. Si A, € A"\ GZ,
entonces se cumple

p(An) < e p(Ay),
con A, C A, € A". Tomemos v €]0, 5] y denotemos
G, = {4l € Au(A) 2 (A, }
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Luego, para A, ¢ GP se satisface

YN
n(A,) < e ha p(An)
< TRATRAT Ay
donde A/, € G!7 y A! C A,. La existencia de tal A/, se sigue del hecho

de que |A[*e 2" < 1 para A suficientemente grande y siguiendo un
argumento idéntico al del inciso 7). Consecuentemente,

3 (A (p(An) < e hAFDAT
An¢ Gl

> Hn(u(A) ] ((A)

AndGh
< 6—k(1+t)(A5—m) %

> n(u(A) | (u(A))
A6,
< e THIEATAN (1),

Enseguida estudiaremos el caso de A, € G2, en el que se cumple que
In(u(A,)) = In(u(A,)) + kO(AP). Por lo anterior

Hn(t) = Z |ln(M(An)>|(M(An))1+t
AnpcAn
= 3 (Im(u(A))]+ kO (&%) ) (A +

Anegl

> Hn(u(An)) | (k(An))

(Q(eflc(lth)(AﬁfA“Y))I_In(t)7
donde la ultima igualdad se obtiene de la estimacion hecha arriba cuan-
do A, ¢ G?. Usando el Lema 1, un argumento andlogo al inciso i) nos
implica
k—1

n(An) = (L+O0@=A))) ! [T AT A,),

J=0
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donde para cada j € {0,...,k — 1}, A T7™ A, es el m-cilindro que
contiene a T7™ A,,. Luego, del hecho de que las funciones 1 + ¢* y
1 — 1~ son subexponenciales, se sigue que

k—1
> (A (A = DX +EO (¢ (A) + v H (D)),
Anedt 7=0
donde
X=3 ‘m (,u(Amij'An)ﬂ(M(An))m, jef0,... k—1}
Anegh

Enseguida estimaremos X7 para cada j € {0,...,k — 1}. Sean j €
{0,...,k—1} y B > 1, y definamos

A;L _ Ajm’—A V. T—jm’ (Am> V. T—(j+1)m’—A(An—(j—l—l)m’—A)'

Sea Al € A". Entonces

A = (A0 A TAT (s )
(
(

T—jm’ (A26> N---N T—jm’—(m—l) (A%z—l)) N
73" (A%/) AN T—i*=(n=(+1)m’'=A)-1 (Ai;i%jﬂ)m’fA*l)) )

donde j* = (j+1)m'+A; A» € Aparap=0,...,jm'—A—1; Ala € A
parag=0,....,m—1y A" € Aparar=0,...,n—(j+1)m' — A —1.
Nétese que la clase A7 se describe de la siguiente manera: se consideran
las primeras jm’ — A preimagenes bajo T de elementos de la particién
A, tomando en cuenta la imagen inversa de T°; luego se omiten las
A preiméagenes bajo T subsecuentes de la particién A; posteriormente,
se consideran las siguientes m preimagenes bajo T de la particion A,
nuevamente, se omiten las 2A preimagenes bajo T' subsecuentes de la
particién A, y por ultimo se consideran las n—(j+1)m/—A preimagenes
bajo T subsecuentes de la particién A. Para § > 1, definimos

Gi; = {Ane Gl ulA) > e (A},
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donde AJ € A es tal que 4, C AJ. De modo andlogo al anslisis
realizado en i), dividiremos la suma que define a X7 sobre G° de la
siguiente manera:

X =3 | (AT A )| (A

Anegfij

> i (pAnT A)) | Gu(A)

An€GINGE

Analizaremos el término > |In (u(A,T7™ A,)) |(1(A,)) . Antes
Anegl

n,j

de analizar dicho término estableceremos la siguiente notacién.

Notacién 1 Para a,b,c € R tal que a < by ¢ > 0, denotaremos por
la, b]c al intervalo [ac, bc]. También denotaremos por [a, b|+c al intervalo
la+ ¢, b+ .

Obsérvese que del Lema 1 y de un argumento anélogo al del inciso i),
obtenemos que para cada AJ € A7

uA) = (1+0@*A)° x
(A a) (T (A ) )T 0B (A1)
= (1+ 0@ (A))" i Asmr—a) (A An - 41m—a);

donde la ultima igualdad se obtiene del hecho que p es T" invariante. Un
argumento anélogo al empleado en la prueba del inciso i) y la igualdad
anterior nos da

> ‘m (AL(AmTJm’An))‘ (AN e [e 027 | 4P2 0
Anegfij
_ [e—(l-&-t)Aﬁ7 |A|3A]D,
Z ’hl (M(AmT]m,An))‘ (/.L(An))1+t < ’A‘3Ae—(1+t)ABC
An€Gi\GL

< |A‘3A67(1+t)A5D7
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donde
c =3 ]m( T A ))(( (A2))1+,

A, eA"

D = (L+OWH AP Ziw_a(t) Hn(t) Zueinymr—a().

Procediendo como antes se tiene que
Zo(t) € [e70TATAPAD
Obsérvese que para toda j € {0,...,k — 1} se verifica

e~ (AT T (4) o X 2P Hu(t)
21APPA Z,.(t) — Zn(t) — e~ (DA Z (¢)

para toda m € N. Consecuentemente, se satisface que para toda t > 0

yméeN
B [ ] Ha) o
718 € |0 175 o)
donde ¢(t) = ;ij)iﬁ. Asi, se obtiene que
1 H,(t) c(t)k  Hpy(t) k
AR YN MO TNl
c(t)k H,,.(t) k
= kmt (k—1)A Zn(t) | km+ (k- 1)AO<M)

+
P t) H(t) N C1 AP
—om Zp(t) m

para A suficientemente grande, donde C; > 0 es un constante que no
depende de A, m ni de t. Se sigue que para cualesquiera b > a > 0y
m € N, se cumple

b
B
lim sup — /H r) < l/C(T)Hm(r)dr—f—ClA (b—a).
m

nooo M (r) Zn(T) m
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De manera analoga obtenemos que para toda b > a > 0y m € N, se

satisface
1 / H,(r) 1 ; H,,(r) CyAP
, . n\T m\T 2
| f— > _
e n/ Zn (1) dr 2 m—i—A/C(r) Zm(T) dr+m—|—A(b %)

para A suficientemente grande, donde Cy > 0 es un constante que no
depende de A, m ni de t.

Para cada t > 0, sea 0 < r(t) < t, y consideremos el intervalo I(t) =
[t —r(t),t + r(t)]. Demostraremos que W/ es Lipschitz. Nétese que
por definicion se tiene que para toda t > 0,

—In(Z,(t
W) = lim 20
n—o00 n
Para cada n € Ny ¢t > 0, definimos ¢, (t) = w Luego, g, (t) =

%ZZ((:)) >0,t>0,n €N, lo cual implica que la funcién W es creciente

en [0, 00[. Sean r, s € I(t). Sin pérdida de generalidad supongamos que
r < s. Luego, debido a que la funcion W es creciente, tenemos que para
A suficientemente grande y m € N se satisface

(W(r) =W(s)| = W(s)=W(r)

L H, ()
e 1/ —_
ngilon/r Zn(z)dl

1 [ Hu) g
< E/c(l)zm(l)dH s 1)
1

¢ Lan (w0

M e (t) Zn(1) m
| Hm(l)) Oy AP
(ml;;(% (0F) + S e
1 * Hm(l;m) ClAB
- <_C(lt,m) Zm(l;m) + m ) | T|,

donde la ultima igualdad se obtiene del hecho de que la funciéon r +—
Hyn(r) . ,o ,

c(r) Ty ©8 continua, y alcanza su maximo en el compacto [ (t). Asi con-

cluimos que W es localmente Lipschitz continua.
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ii1) Seat > 0fijayn € N. Considérese H,,(t) = > |In(u(A4,))](u(A,))H.

ApeAn
Noétese que para toda n, m € N se satisface que A" ™™ = A™NT ™ (A™).
Luego,
(Ansm
Hun® = X (o)™ i (25250 4 iaGuta))
Apym€EAnNT™ P
= > ((Ann) T In(p(An))|
Apym€EAnNT™
1 M(An+m) 1+t
o Z (M(An-i-m))l-’_t In <—
L+t (1(Am)

= 3> A N T (A)) ()]
Am €A™ ApeAn
1 (u(An))™ (1 Ann)
+1+tA;4an(t)Am§lm /0 d)(( 1(Apm) > )

> (u(An) In(u(An))|
H_t ,U(An+m) e
1+t Z Z (< #(A)) )

Ap€A™ Aye Am

IN

donde ¢(s) = —sln(s), y la ultima desigualdad se sigue del hecho de
que para cada m,n € Nyt >0,

D (A VT (A)) < (pl(An)) (2.16)

ApeAn
Obsérvese que ¢ es céncava en |0, 1[ y creciente en |0, I/e[. Consecuen-

temente, usando primero que ¢ es céncava y luego que ¢ es creciente
en |0, /e[, asi como la desigualdad (2.16), se obtiene

Honlt) < Ho(t)+ 220 3 ¢< 5 M)
A

1+t An €A mEA™ m(t>
It A,))H
<m0 X o(Mo)
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siempre que para cada A, € A" se cumpla % < 1/e. Luego, de

la definicién de ¢ y de las propiedades de los loggritmos se obtiene que

para toda n,m € N, t > 0,
1+t
i (24D |
Zm(t)

Hyont) < Hm(t)+Hn(t)+%HZn(t)]ln(Zm(t))], (2.17)

1

Hn+m(t) < Hm(t)—'_l——l—t Z (M(An»Ht
ApeAn

siempre que para cada A, € A" se cumpla % < 1/e. Veamos

ahora cémo satisfacer esta ultima condicién.

Sea m € N. Entonces por el Lema 2 existe J = J(t,m) € N tal que

(A1
Zat) e

para toda j € N tal que j > J. Dado que para toda t > 0, W(t) =
lfm *|In(Z,(t))|, se obtiene que W(0) = lim %|In(Z,(0))| = 0 debido
n—o0 n—o0

a que Z,(0) = 1. Nétese que la funcién a,(t) = |In(Z,(t))| es una

funcién decreciente en t € [0, 00[. Ademas, del inciso i) del Teorema 1
an(t)
nt

converge uniformemente en compactos de |0, co[ a

R4(t) cuando n — oco. Esto implica que a”T(t) converge uniformemente

en compactos de [0, 00 a W (t) cuando n — oco. Més atn, del inciso
i1) se obtiene que W (t) es localmente Lipschitz continua. Luego, existe
§ > 0 tal que Wjg s es Lipschitz continua, es decir, para toda t € [0, d]

existe Ms > 0 tal que |W(t) — W(0)| < M;|t — 0]. Para e > 0 sea ¢’ =
min {2&5,5}, de modo que si t € [0,0[, entonces |W(t)| < §. Debido

a que a”T(t) converge uniformemente en compactos de [0,00[ a W ()

obtenemos que

cuando n — oo, tomando §” = £ se obtiene que existe N = N(&”, )
tal que |w — W(t)| < § para toda n € N tal que n > N, y para
toda ¢ € [0,¢”]. Tomando € = %‘SH), del Lema 2 se sigue que existe

J' = J'(m,0) tal que
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para toda j € N con j > J'. Asi pues, para cualesquiera n > N y
t € [0,0"] se satisface que Z,(t) > e "¢, y para j > J',

()™ 1
Znt) e

Tomemos n € N suficientemente grande. Por el algoritmo de la divi-
sién de Euclides existen j,,r, € N tal que n = j,m + r,, con r, €
{0,...,m — 1}. Sin pérdida de generalidad supongamos que j, > J'.
Supongamos ademéds, que m > N y t € [0,0”]. Aplicando J' — j, + 1
veces la desigualdad (2.17) obtenemos que

Hn(t) = Hjnm-H“n (t)
1

< Hp(t) + Hjm () + 1 Z0(0)[ In(Zin (1))

< H, (t)+ Hj m(t)+em

< H, (t)+ (jn — J/)Hm(t) + Hym(t) + (Jn — J/)Em-

Luego
Hut) _ Hoy(0) o= J)Halt) | Hymlt) | G — J)em

n - n Jnm + 1y n Jnm 41y

y por consiguiente,

lim Hn(?) = Hm(t)—i—@(e),

n—00 n m

t
h’ml H,(s)ds = l/ H,,(s)ds 4+ O(e)t,
m Jo

para todam > M y t € [0,0”]. Obsérvese que

R4(0) = lfm Ru(t) = lim w(t) - Ww(o)

t—0+ t—0t

= W(0),

donde W’'(0) denota la derivada por la izquierda de la funcién W en
cero. Ademsds, de la igualdad (2.15) y de lo anterior se sigue que para
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todam > N y t € [0,0"] se cumple

WO - 1 )

n—o0 n

1 ["H
— lim —/ () 44
n=0o e Jo Zn(s)
1 t

> lim — [ H,(s)ds
0

n—o00 N
1 t
- = /0 Hy(s)ds + O(e)t,

donde la desigualdad se obtiene del hecho de que Z,(s) €]0,1] para
toda s € [0, oo[. Consecuentemente,

RA(0) > —H,,(0) + Oe). (2.18)

1
m
Para cada € = %, con z € N, existe m = m, € N que satisface (2.18). Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que {m.}.cn es una sucesién
estrictamente creciente, de modo que m, — oo cuando z — oco. Por lo
tanto, de las igualdades (2.14) y (2.18) se sigue que

Ra(0) > Tim ——H,,_(0) = lim —H,(0) = hp(n).  (2.19)

T z2—00 My, m—o0 M

Para demostrar la desigualdad faltante, nétese que debido a la desigual-

dad (2.10), para cada t > 0 la sucesién {G"T(t)} satisface que
neN

B
lim sup an(t) < an(?) + cA , meN, (2.20)

n—00 n m m

para A suficientemente grande. En el inciso i) del Teorema 1 demostra-
mos que, para cada t > 0, la sucesiéon {Q"T(t)} posee limite cuando
neN

n — o0o. Luego, para A suficientemente grande y para cada t > 0, se

verifica
B
lim ay, (1) < inf {am(t) +cA }

n—oo N ~  méeN m m
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B8
—  fof {“m—“)} + inf {ﬁ}
meN m meN m
< inf {“m(t>}
meN m

(1)

<

para toda m € N. De lo anterior obtenemos que para toda t > 0y
m € N se cumple

am(t)

Ra(t) e

Haciendo t — 0% obtenemos que para toda m € N se verifica

R40) < lim

S A n(u(A,))]

AmeA™

Ahora, haciendo m — oo y utilizando el Teorema de Kolmogorov-Sinai
concluimos que

Ra(0) < holr). (221)
Finalmente, de las desigualdades (2.19) y (2.21) obtenemos que

RBa(0) = ho(p).

iv) Nétese que para cada n € N se cumplen las desigualdades

bpt' < Za(t) < b,
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para toda ¢t > 0, donde

b, = Alnneéj(n w(Ay). (2.22)
Se verifica
Yo < Ra(t) < #%, (2.23)
para cada t > 0, donde v, = h'griiogf 111n(b,)|. Haciendo t — oo obte-
nemos que

lim RA(t) = v,

t—o00

Usando el Lema 2 y la Observacién 3 se tiene que existe n €]0, 1] tal
que

7> [In(n)]| > 0.

Enseguida probaremos que R4 es mondtona decreciente. Para cada
n € N considérese

ful@) = —|(Za(@))].

nx

donde z >0y Z,(z) = > (u(A,))'**. Debido a que 0 < Z,(z) < 1
ApeAn
para toda x > 0, se tiene

f(z) = ———In(Z(x), > 0.

nx

La derivada de la funcion f,, estda dada por

dfafe) _ 1 (G
Zn(x)

dx nx?

—1In (Zn(x))> <0

para toda x > 0. Se sigue que para cadan € Ny 0 < s < t,
1 1
—I(Za ()] < —[In(Za(s))] (2.24)

nt

Haciendo n — oo obtenemos
RA(t) S RA(S).

Por lo tanto, la funcién de entropia de Rényi R4 es decreciente.
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Observaciéon 5 Obsérvese que debido al Lema 2, la medida de los cilindros
decae exponencialmente para dindmicas débilmente v-mezclantes. Notese que
si la funcién b : N — R* dada por (2.22) es subexponencial, entonces 7, = 0
y consecuentemente, por la relacién (2.23), se concluye que R4(t) = 0 para
toda t €]0, co].

Observacién 6 La funcién de entropia de Rényi R4 depende de la particion
A, lo cual puede reflejar algunas propiedades dinamicas del sistema dindmico
medible asociadas a la particién A. Takens y Verbitsky [TV] sugieren definir
la funcién de entropia de Rényi de orden ¢ > 0 para una transformacion 7'
que preserva la medida como

R(t) = sup {R4(t)|A es particién finita de X} . (2.25)

La funcién de entropia de Rényi R definida por (2.25) resulta ser invariante
bajo isomorfismo de medida. Sin embargo, si la medida pu es ergddica respecto
a la transformacién T, entonces R(t) = hy () para toda t > 0, lo cual nos
dice que esta definicién no extrae mas informacion relevante cuando el sistema
dindmico medible es ergddico que la que nos proporciona la entropia métrica.
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Capitulo 3

Grandes desviaciones y la
funcion de entropia de Rényi

3.1. Teorema de recurrencia de Poincaré y
Teorema de Kac

El estudio de grandes desviaciones se remonta a Laplace y Cramér; sin
embargo, fue hasta 1966 que se obtuvo una definicion formal debida a Varad-
han [VA]. En [HV] se usa la funcién entropia de Rényi para calcular grandes
desviaciones para el retorno corto a los n-cilindros. El estudio de grandes
desviaciones del retorno corto aparece en diferentes contextos. En la teoria
ha sido utilizado para definir la dimension de recurrencia, y en las aplicacio-
nes existen grandes vinculos con los algoritmos de informacién. Al estudiar
grandes desviaciones resulta necesario recordar dos teoremas muy célebres.

Teorema 4 (Recurrencia de Poincaré) Sea (X, B, u, T') un sistema dind-
mico medible y B € B tal que u(B) > 0. Entonces existe A € BN B con
w(A) = p(B) tal que para cada x € A existen una subsucesion de los natura-
les ni(x) < ny(x) < -+, tal que T"® (x) € A para toda i € N.

Interpretacién 3 Enseguida proporcionaremos una interpretacién fisica al
Teorema de recurrencia de Poincaré. Sea X el espacio de todos los posibles
estados de un sistema fisico, dotado de la o-algebra B, la cual consiste de to-
dos los estados observables del sistema fisico y una medida de probabilidad pu
definida para cada estado observable del sistema. El sistema fisico evoluciona
con un tiempo discreto T': X — X, el cual es una transformacion medible
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que a cada estado del sistema le asocia su evolucién bajo T'. Suponiendo que
el sistema se encuentra en equilibrio, la probabilidad de un observable del
sistema no cambia en el tiempo, lo cual significa que T preserva la medida
de probabilidad p. El Teorema de recurrencia de Poincaré nos dice que si
el sistema al tiempo cero se encuentra en un estado observable B, entonces
casi seguramente el sistema regresard a este estado observable bajo la evolu-
cién del tiempo. Aunque el Teorema de recurrencia de Poincaré asegura que
el sistema regresard al estado observable B casi seguramente, este no dice
nada acerca del tiempo que tardard el sistema en regresar a dicho estado
observable.

El Teorema de recurrencia de Poincaré tiene mucha relevancia debido a
sus implicaciones en la Fisica, asi como implicaciones filoséficas. Es uno de
los resultados béasicos en Teoria Ergddica. Una demostracién en detalle del
Teorema de recurrencia de Poincaré se encuentra en la monografia [WA].

Teorema 5 (Kac) Sea (X, B, u,T) un sistema dindmico medible y B € B
tal que u(B) > 0. Si pu es ergddica con respecto a T entonces

[ @) = 1,
donde Tp(x) = inf{k € N|T*(z) € B}.

Una demostracion en detalle del Teorema de Kac se encuentra en la mo-
nografia [PE]. Enseguida definiremos los ingredientes para definir los retornos
cortos.

Definicién 19 (Funcién de retorno) Sean 7' : X — X una transforma-
cién y () # B C X. Definimos la funcién de retorno a B como

8: B — NU{0}
x +— inf{k € N|T"(z) € B},
tomando como convencién inf () = oo.

Sea (X, B, ut, T) un sistema dindmico medible y B € B tal que u(B) > 0.
Por el Teorema de recurrencia de Poincaré se tiene que la funcién de retorno
a B, 7p, es finita salvo en un conjunto de medida cero en B N B. Ademas,
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cuando la medida p es ergddica respecto a T, el Teorema de Kac nos asegura
que

/ rs(@)du(z) = 1.

El siguiente ejemplo ilustra la necesidad de estudiar grandes desviaciones,
a pesar de que el Teorema de recurrencia de Poincaré y el Teorema de Kac
se pueden aplicar.

Ejemplo 1 (Ehrenfests, 1957) Supongamos que se tienen dos urnas, una
de ellas contiene 100 bolas, las cuales estan numeradas del 1 al 100; y la
otra urna se encuentra vacia. Supongamos también que hay un sombrero,
el cual contiene 100 tiras de papel numeradas del 1 al 100. Cada segundo,
se saca de manera aleatoria con distribucién uniforme discreta soportada en
{1,...,100} una tira de papel del sombrero, se lee el niimero que trae impre-
so, se cambia de urna la bola que trae impresa el mismo niimero que la tira de
papel, vy se coloca de nuevo la tira de papel en el sombrero. El experimento se
repite de la misma manera. De acuerdo a la Segunda Ley de la Termodinami-
ca (equilibrio termodindmico), y también de acuerdo a nuestra intuicién, el
sistema dinamico descrito alcanzard el estado de equilibrio cuando haya 50
bolas en cada urna. Por supuesto, existiran fluctuaciones aleatorias cuando
haya alrededor de 50 bolas en cada urna, sin embargo, nos pareceria impro-
bable que las 100 bolas regresaran todas a la urna que las tenia las 100 bolas
al principio aunque se repita el experimento un nimero grande de veces. El
Teorema de recurrencia de Poincaré, o bien la Teoria Clasica de Cadenas
de Markov Ergddicas, nos dicen que aunque parece improbable que las 100
bolas regresan a la urna que las tenia al principio, este evento ocurrird casi
seguramente.

El Teorema de recurrencia de Poincaré se puede aplicar a la situacion
descrita ya que la sucesion de experimentos puede ser modelada a través de
un desplazamiento de Markov. Para describir los estados del sistema fisico
al tiempo k € Ny bastara con especificar el nimero de bolas y, € Y en la
primera urna, donde Y = {0,1,...,100}. Supongamos que al tiempo k =
0, hay o bolas en la primera urna. Luego sacamos una tira de papel del
sombrero, leemos el nimero que trae impreso, cambiamos de urna la bola
que trae impresa el mismo ntmero que la tira de papel y colocamos de nuevo
la tira de papel en el sombrero. Al repetir el experimento una infinidad de
veces obtenemos un sucesién de estados del sistema {yy }ren, la cual satisface
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i) yr € Y, para toda k € Ny.
i) |yr — yg—1| = 1 para toda k € N.

Para simplificar consideraremos que el experimento ha durado tiempo infinito

o
en el pasado y continuard un tiempo infinito en el futuro. Sea X = [] X,
n=—oo

donde X,, =Y para toda n € Z. Consideremos la transformacion T : X — X
definida por T'({z, }nez) = {2}, }nez donde 2!, = x,,.1 para todan € Z y B
la o-algebra generada por las historias finitas del experimento

Cr(ir, ... in) = {{ontnez € X 1 xjup =15, j=1,...,n}.

Enseguida construiremos una medida p en (X,B) de tal manera que
w(Cy iy, ..., i,)) modele la probabilidad de observar la secuencia (iy,. .. ,i,)
de estados sucesivos del sistema, empezando al tiempo k£ € Ny. La probabi-
lidad a priori p; de observar el estado ¢ € Y al tiempo k no depende de k y

esta dada por
1 /100

Denotemos por A = (Ag,...,A\oo) & la distribucién de probabilidad. Para
cada 4,7 € Y denotaremos por p;; a la medida condicional de estar en el
estado 7 dado que partimos del estado i. Luego se tiene

i

Pii-1 100 siie{l,...,100},
100 — ¢ .
Piit1 = a0 sii e {0,...,99},

La matriz P = (p;;)ijey es una matriz estocdstica y dado que AP = A,
entonces podemos definir la medida p en las historias finitas del experimento
como

ﬂ(ck@la cee 7ZTL)) = )\ilpihiQ © Pin_qyin

Luego, la medida p se extiende de manera unica a la o-algebra B por el
Teorema de Kolmogorov, cuya demostracién se encuentra en la monografia
[PE]. Ademés la transformacién T preserva la medida p.
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Sea B = {{zp}tnez € X : 2y = 0}, es decir, B consiste de todos los
resultados del experimento en el cual la primera urna posee cero bolas. Dado
que u(B) = Ag > 0, por el Teorema de recurrencia de Poincaré se tiene que
con u|p casi todo elemento de B regresara a B, sin embargo, por el Teorema
de Kac, el tiempo esperado de recurrencia es

1 1 100
mB/Tg(x)d,u(x) v 277

Para sistemas fisicos mas reales con millones de particulas, el tiempo
esperado de recurrencia es astronémico. Lo anterior sugiere estudiar grandes
desviaciones para la funcién de retorno en vez de estudiar el tiempo medio
de recurrencia.

Definicién 20 (Funcién de retorno corto a los n-cilindros)

Sea (X, B, i, T') un sistema dindmico medible y A un particién medible finita
de (X, B). Para cadan € N, definimos la funcién de retorno corto al n-cilindro
como

Tw:X — N
r —  min 74 () (y),
in Ta ) (Y)

donde A, () denota al tinico n-cilindro que contiene a x y 74, (¢) es la funcién
de retorno a A, (z).

La funcién de retorno corto a los cilindros es usada en diferentes contextos,
por ejemplo:

e Dado que 7, controla los retornos cortos a los n-cilindros, esta funcién
juega un papel fundamental al calcular la distribucién asintética de
retorno 74 cuando la medida de A tiende a cero. Consultar [HL] y
[HS].

e La funcién de retornos cortos es usada para definir la dimension de
recurrencia. Consultar [AF], [AU] y [PS].

e También es utilizada en los algoritmos de informacién. Consultar [BG].

El primer resultado del comportamiento asintético de 7, es el siguiente.

52



Teorema de recurrencia de Poincaré y Teorema de Kac

Teorema 6 Sea (X,B,u,T) un sistema dindmico medible, con p ergddica
respecto a T. Supongamos que la entropia métrica hr(u) > 0. Entonces
limint 2 > (3.1)

n—oo n

para p casi toda x € X.

La demostracién del resultado anterior se encuentra en [ST] y [AC]. Si
suponemos que el sistema dindmico medible (X, B, u, T) es débilmente 1)-
mezclante, entonces el limite (3.1) es igual a 1, para p casi toda x € X.

La situacion cambia drasticamente en sistemas dindmicos medibles con
entropia métrica cero. En general, el limite (3.1) no existe y los valores del
limite inferior y limite superior dependen de las propiedades dinamicas de
la transformacién 7. Para una investigacion més profunda, consultar [CD],
[KU] 'y [KR].

Teorema 7 Sea (X,B,u,T) un sistema dindmico medible y u una medida
no atémica. Sea A una particion medible finita fina generadora de (X, B). Si
1 es débilmente Y-mezclante con respecto a A, entonces

m )

n—oo n

para v casi toda v € X.

Demostracién 5 Bajo las hipdtesis del Teorema 7, nétese que por (2.7) la
medida p posee entropia métrica positiva. Ademds, por la hipotesis de que u
es débilmente 1)-mezclante se verifica directamente que p es ergddica respecto
a T'. Luego, por el Teorema 6 se obtiene

Lt inf %)
n—oo n

> 1

para u casi toda z € X. Enseguida demostraremos que

lim sup ()
n—o0o n

<1

para toda x € X. En efecto, tomemos = € X y sea A,(z) el n-cilindro que
contiene a x. Dado que p es débilmente 1-mezclante con respecto a A, se
tiene que

p(An@) VT "7 (An@)
(1(An(2)))? >1=97(r)>0 (3.2)
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para r > A. Usando la desigualdad (3.2) obtenemos

para toda x € X. Dado que r no depende de x € X se sigue que
n(x
lim sup md) (z) <1
n—o0o n

para toda x € X. Consecuentemente,

1)

n—00 n

para u casi toda z € X.
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3.2. La funcién de entropia de Rényi en gran-
des desviaciones

En esta seccidn se estudiardn grandes desviaciones para el proceso {7, }nen.
Particularmente, nos enfocaremos en el comportamiento asintético de

P(r, < |0n]) = p({zre X : mx) <|[dn]}) (3.4)

para § > 0, donde, como es usual, |x| = méx{k € Z : k < x}. Obsérvese que
cuando § > 1 se satisface

lim < In(P(r, < |on])) = O,

n—oo M

lo cual se sigue de (3.3). Por lo cual, de aqui en adelante supondremos que
d €]0, 1[. Nétese que para toda = € X, se cumple la igualdad

To(2) = T0(y) (3.5)

para toda y € A,(x). Como consecuencia de (3.5), es posible reemplazar los
conjuntos {z € X : 7,,(z) < [én|} por

Cn(0) ={A, € A" : 7,(4,) < |[on]}, (3.6)
donde
To(Ay) =min{k € N: A, NT%(A,) # 0} = 7.(2)

para toda x € A,. Para cada n € N, definanse las familias de conjuntos

. n . J
B,(j) := {An e A" : (A € N}, (3.7)
para j = 1,...,n. Nétese que B, (j) C 0(A"), para j = 1,...,n. Enseguida
estudiaremos una representacién simbélica de los n-cilindros A, € B,(j),
j=1,...,n. Denotemos por A = {A% ... A/} ala particién medible finita
de (X, B). Obsérvese que para cada x € X existe un tnico n-cilindro A, (z)
que contiene a x. Ademds, este n-cilindro A, (z) nos describe en qué conjuntos
de la particién A se encuentran x y sus primeros (n — 1) iterados. Del hecho
anterior y de la definicién de B, (j) se obtiene una manera de representar a
cada elemento A, € B,(j):
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i) Para j € {1,...,["/2]} podemos escribir n = [7/j]j + r, donde r €
{0,...,5—1}. Luego cada A,, € B,(j) es de la forma

AN T AN ... .NnT DA% N
T (AN T U (A .. nT D (A% N

T30 g0y A TG0+ Am) mT—(junm—lw—l ( Arj—l)
T (n—r (A;to)mT (n—r+1) (Aml) mT (AQST 1)

donde o, ..., z;_1 € {Jjo,- .-, Jm}- Identificaremos A,, con
Loy e sy Tj—1,L05 -3 Lj—1yeeey LOyeeey, Tj—1,L0y .-+ Tpr—1,
. J/ . J/ 7
Vv Vv Vv Vv

es decir, con los indices de los conjuntos de la particion A donde se
encuentran sus iterados. Por abuso de notacién lo escribiremos como

(mo,...,$j,1,)Ln/jJ$0,...,.Z',,.,l. (38)

it) Para j € {|"/2] + 1,...,n}, podemos escribir n = j + r, donde r €
{0,...,j — 1}. Luego, CadaA € B,(j) es de la forma

AT AT N nT Y (AT N
T*T(Azo) NT —(r+1) (Axl) n Tf(r+(n72r71)) <A$n_2r_1) N
0= (A®) A T (A7) 1. AT (A7),

ya que n =1+ (n—2r)+r, e igual que en i) lo identificaremos con

\-TOa s 733‘7”—1)8707 s 7xn—27"—117 iUOa sy L1 - (39)

J/

J/
—~ —~ —~

1 1 1
Para estudiar los conjuntos (3.6) nos enfocaremos en los conjuntos
Su(A) ={A, € A" : 7, (An) = [An]},

donde A €]0, 1]. Nétese que para cada n € N se satisface

C.(0) = | Sl (3.10)

A€]0,4]
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Ademads, existen Ay, ..., Ajsn) €]0, 0] tales que

C.(0) = |JS.(). (3.11)

Definicién 21 (Funcién de densidad de retornos cortos) Definimos la
funcién de densidad de retornos cortos M :]0,1] — R como

MO) = (1=N)(W(Q1) =W —1)+AW( - 1),

donde I = [Y/x]| y W(t) =tR4(t), t > 0, es la funcién definida en el Teorema
1.

Observacién 7 La funcién de densidad de retornos cortos no es una funcion
de densidad en términos probabilistas.

Lema 4 Bajo las hipdtesis del Teorema 1, se cumple que la funcion de den-
sidad de retornos cortos es mondtona decreciente.

Demostracién 6 Del Teorema 1 se tiene que lirr}r R4(t) = hy(p). Ademis,
t—0

W(0) =0y M(1) =0. Para cada k € N, la funcién h(\) = 1 — Al interpola
linealmente entre los valores {0, ﬁ} en el intervalo [k%l, %] ; de hecho satis-
face h (k—il) = k#ﬂ yh (%) = 0. Por el inciso i7) del Teorema 1 se obtiene que
W es localmente Lipschitz continua, y por lo tanto continua. De lo anterior
se sigue que la funcion de densidad de retornos cortos M es continua en el
intervalo |25, ¢ v toma los valores M (1) = W (k — 1) para cada k € N.
Por el Lema del Empate, M es continua en |0, 1]. De hecho, para cada k € N,

M posee la siguiente representacion lineal

MO = Mk + D)W (k — 1) — kW (k) + W (k) — Wk — 1),

para toda A € [k—}rl, %] Para demostrar que M es mondtona decreciente,

bastard ver que (k+1)W (k—1)—kW (k) < 0, para cada k € N. Consideremos
la funcién ¢ — W (t —1) donde ¢ > 1. Enseguida probaremos que W (t —1)
es mondtona creciente. En efecto, notese que

%W(t S 1) = T S (Z (- 1))]. (3.12)

n—oo Nt
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Ademas,
a1 _ o f (A
W= 0 = e T ) m () > 0

ApeA™
Luego, para toda 1 < s <ty cada n € N, se satisface

é| In(Z,(s — 1)) < %I In(Z,(t = 1))I,

lo cual implica que tW (s — 1) < W (¢t — 1). Se sigue que la funcién ¢ —
W (t — 1) es mondtona creciente en [1,00[. Lo anterior implica que (k -+
DW(k—1)—kW (k) < 0 para cada k € N, y por lo tanto que M es mondtona
decreciente como funcion de A.

Teorema 8 Bajo las hipdtesis del Teorema 1, se satisface

ltmsup ~ | In(u(Ca(8)))| = M(0)

n—oo T

para 6 €)0,1[, donde M es la funcion de densidad de retornos cortos.

Demostracién 7 Usando (3.10), (3.11) y la hipétesis de que § €]0, 1], se
obtiene

p(Cn(9)) < nmax p(S,(X)) < np(Sn(A7))

- A€]0,6]

para algin \* €]0, ¢]. Lo anterior implica que

1{m sup l\ In(u(C,(9)))] > limsup l| In(p(Sn(A)))]- (3.13)

n—oo N n—oo 1

Usando la desigualdad (3.13), el Lema 4 y el Lema 6, se obtiene

lim sup %\ In(1(Ca(8)))] = M(X*) > M(6). (3.14)

n—oo

Obsérvese que

By([nd]) € Ca(9),
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y por consiguiente

limsup [ In(u(C,(9)))] < Tmsup ~[n(u(B([nd]). (3.15)

n—oo N n—00

De la desigualdad (3.15) y el Teorema 9 obtenemos

limsup ~| n(u(Ca(6))| < M(). (3.16)

n—oo T

Concatenando las desigualdades (3.14) y (3.16) se concluye la demostracién
del Teorema 8.

El siguiente lema nos serd de gran utilidad para demostrar el Teorema 9.

Lema 5 Supongamos las hipdtesis del Teorema 1. Sivy €]0, 1], entonces para
toda A €]0,1[ y para n suficientemente grande se satisface

u(Bn(j)) = e_o(m)Zr(wn)Zj—r<wn_1)7

donde B, (j) estd dado por (3.7), j = |A\n| yn = w,j+r, conr € {0,1,...,j—
1}y wn = ["/i].

Demostracién 8 Consideraremos dos casos: A €]0,1/2] y A €]1/2,1].

i) Sean A €]0,1/2]. Obsérvese que todo n € N se puede escribir como
n=w,j+r,donde j = [n\| yr €{0,...,7—1}. Sea A, € B,(j). De
la representacién simbdlica de A,, dada en (3.8) se sigue que

(ﬁ?”k >)memmmm,

donde A;(A,) es el j-cilindro que contiene al n-cilindro A4,, y A,(A4,,) es
el r-cilindro que contiene a A,,. Tomemos Ay € NU {0} tal que Ag < r
y Ag < j — r. Considérese

(ﬂTﬂk TAO > (ﬂTﬂkr JTAO(A))>-

Nétese que A, C A,, y por lo tanto u(A,) < u(A,). Para obtener
una comparacion opuesta de la medidas y(A, ), 1(A,), utilizaremos una
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técnica andloga a la empleada en la demostracion del inciso @) del Teo-
rema 1. Sean § > 1 y A un entero mayor que 1. Denotemos por

Grj = {An € A" A, € B,(j), m(An) > e‘gw"(“AO)Bu(fln)} .

Queremos comparar la medida p de los n-cilindros de Qﬁj, con la medi-

da p(A,). Sea Hﬁj = U A,. De manera anéloga a la demostracién
Anegl
del inciso 7) del Teorema 1 obtenemos que

A, = U Al

AL CA,, ALEGH

HA;L eA A C An}] < | APwato,

Consecuentemente,

TR e

Al CAy, ALEGH
Luego, tomamos  suficientemente grande de manera que

|A|2wnAO€_2wn(A+A0)B < 1

El mismo razonamiento de la prueba del inciso i) del Teorema 1 nos
garantiza que existe A/, C A, tal que A/, € gﬁj. Por lo cual,

1 (Ba(j)) > pl(Hyy) > e 20nBra0” N7 (4,),
An

donde la suma es sobre todos los A, para los cuales existe A, €
B,(j). Dado que cada A,, € B,(j) posee la representacién simbolica
(Zos -+ Tj-1,)"" o, ..., Tr_1, entonces la representacion simbélica de

A, es

w:
(Toy oy T Ag—1s Ty - - s Tjmng—1) """ L0y - oy Ty Ag—1-
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Luego, por el Lema 1 se tiene que para A suficientemente grande
pAn) = (1= (A Aag (20, - Trong-1))) " X
(/’L(Aj—T—Ao(xT7 v 7xj—A0—1)))wn7

donde A,_a,(zo,...,Tr_n,—1) €s el (r — Ag)-cilindro que posee la re-
presentacion simboélica o, ..., Tr_ag—1 ¥ Aj—r—ng (Tp, ..., Tj_ng—1) €s €l
(j—r—~A)-cilindro que posee la representacién simbélica z,, . .., Tj_a,—1-
Por consiguiente, para A suficientemente grande se satisface

Zu(fln) > (I—¢7(a))™ " x

Z (/’L(A"'_AO (x07 s 7‘7;T—A0—1)))wn+1 X

TOyeeey Tr—Ag—1

Z (N(Aj—T—Ao (@, .- 7‘Tj—A0—1)))wn

TrpeesTj— Ag—1
= (1= ¢ (A)*" " Zy_n (wa) Zj—r - (wi — 1),
donde Z,, es la funciéon definida en la Definicién 8. Consecuentemente,
p(Ba(G) = (L= (A2 e 7 (wn) Zjore g (wr = 1).
Obsérvese que se cumple las desigualdades

IU(AT('Z'Oa s 7'7:1"*1)) < ,U(Ar—AO (‘rOa s wxronfl))a
{A, € A" 1 A, CArngd| < |-’4|AO'

De lo anterior se obtiene que

erAo (wn) = Z (:U(Aron (x(]? cee 71‘7‘*A0*1)))wn+1

L0+ Tr—Ag—1

! Z (M(AT’—AO (:130, s ’xr)))wn—H»

| Al
ZOyeeey Tr—1

>
por lo cual Z,_a,(w,) > |A|72°Z,(w,). De manera andloga se verifica
que Zi_p_pay(wy, — 1) > |A|72Z;_,(w, — 1). Luego,

W(Ba(j)) > (1 — g (A))2wntlem2unArho’| g|=280 7 (1) 7, (w, — 1).
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Tomando A = |j%], donde « €]0, 1] es tal que af < =, se obtiene

w(Bn(j) = e_o(m)Zr(wn)ZJ’—r(wn_D-

i1) Supongamos que A €|l/2,1[. Sea j = [An| y n = j+ r, donde r €
{0,...,7 —1}. Si A, € B,(j), entonces de la representaciéon simboli-
ca dada en (3.9) se obtiene A, = A.(4,) N T "(A,—2-(T"(A))) N
T79(A,(Ay)). Escogemos A suficientemente grande, pero que satisfaga
n—2r — A >0, y definimos

Ay = A aNT (A a(A) N T (Apgra(T7(A0))).

Nuevamente, para 8 > 1 definimos
Gry = {An € A1 Ay € Bu(G), pl(A) = e (A}

Escojamos 3 > 1 suficientemente grande de manera que | A[?2e=2" < 1.
Un argumento analogo al empleado en la demostracién del inciso i) nos
garantiza que existe A/, € g{f’j tal que A/ C A,, y consecuentemente,

#(Bu()) = p(Hng) = e p(Ay),

donde H,; = |J A, y lasuma es sobre todos los fln para los cua-
Anedl

les existe A, € B,(j). Usando que cada A, € B,(j) es de la forma

Ty L1, L0y L1y - oy Ty2r—1, L0, - - - , Lp_1, Obtenemos que la repre-

sentacién simbédlica de An es

Loy e v s Tr—A=1,Tpy ooy Tj A1, L0y - -+ Lpr—A—1-

Luego, del Lema 1 se obtiene que para A suficientemente grande se
cumple

pA) > (1=~ (A)* ((Ara(o, -, 2ra1)))? X
M(Aj—T—A(xﬂ s 7‘Tj—A—1))a

donde A,_a(zo,...,2,—a_1) es el (r — A)-cilindro que posee la re-
presentacion simbélica xo, ..., T,—a—1, ¥ Ajor—a(Zy, ..., xj_a_1) €s el
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(j—r—A)-cilindro que posee la representacién simbélica @, . .., Tj_a_1.
Por consiguiente

> uA) = (1-¢(A)) x
Ap
> (Aa(wo,. . wman)))’ X

L0y Tr—A—1

Z M(AjfrfA(xra o ;xijfl))

Lryeeslj—A—1
= (1 =¥ (A))*Z,-a(1)Zj-r-(0)
=(1- @b_(A))QZT(wn)Zj—r—A(wn —1),
donde la tltima igualdad se obtiene de manera analoga a como se hizo

para el inciso i) y del hecho que w,, = 1. Nuevamente, un argumento
similar al inciso ) nos ayuda a concluir el resultado.

Teorema 9 Bajo las hipdtesis del Teorema 8, para toda X €]0, 1] se satisface

timsup [ In(u(By ([nA)] < M(Y),

n—00

donde M es la funcion de densidad de retornos cortos.

Demostracion 9 Obsérvese que para n suficientemente grande podemos
escribir n = wyj + r, con j = |An], w, = [7/j] yr € {0,1,...,5 — 1}
Ademas, utilizando el Lema 5, se satisface que para v €]0, 1]

[In(u(BaG)) - O07) | [m(Z(wn))] | [I0(Zjr(wn = 1))]

De la desigualdad anterior y del hecho de que v €]0, 1] se sigue que

lim sup [ In((Ba())] < limsup M + l{m sup | In(Zj—r (wn — 1))|

n—00 n n—00 n n—00 n

Notese que se tienen las siguientes igualdades

lfm w, = lim |"/w)] = [Ya] = 1, (3.17)
n—oo

n—o0
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lim ~ = lim (1 - Mwn) =1- )\, (3.18)
n—oo M, n—00 n
y
lfim 2~ = lim (M(l +w,) — 1) —A1+10) -1 (3.19)
n—oo N n—00 n
Obsérvese ademads, que
In(Z, In(Z,
lim sup [n(Zr(wn))| = lim sup r [1n(Zr (wa))l = lim sup ZI/V(wn), (3.20)
n—00 n n—oo N r n—oo N

donde W(t) = tR4(t), t > 0. Como consecuencia del Teorema 1 se obtiene
que W es una funcién continua pues de hecho es localmente Lipschitz conti-
nua. Por consiguiente, de las desigualdades (3.17), (3.18), la igualdad (3.21)
y la continuidad de W, se obtiene

| In(Z, (wn))|

lim sup = (1=X)W(). (3.21)
n—00 n
Nuevamente, nétese que
In(Z;_(w, —1 j —
lim sup [ In(Z;-r(w il = limsup J TW(wn —-1).  (3.22)

De las desigualdades (3.17), (3.19), la igualdad (3.22) y la continuidad de W
se obtiene

1) = (M141) - 1)W(—1). (3.23)

lim sup
n—oo

| In(Z;_(w, —
n

Como consecuencia de las desigualdades (3.19) y (3.23) se obtiene

| In(u(Bn([nA])))]

< M), (3.24)

lim sup
n—oo

donde M es la funcion de densidad de retornos cortos.
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Lema 6 Bajo las hipotesis del Teorema 8, se cumple la desigualdad

Lt sup 2SS M)

Nn—00 n

para \ €]0,1[, donde M es la funcion de densidad de retornos cortos.

Demostracion 10 Nuevamente, utilizaremos la representacion simbolica de
los n-cilindros A,, € B,(j), j € {1,...,n}, y estudiaremos por separado los
casos A €]0,1/2] y A €]1/2,1].

i) Supongamos que A €]0, 1/2]. Tomemos n € N. Obsérvese que n = w,,j +
r, donde j = [An], w, = |7/j] yr € {0,...,7 — 1}. En términos
de la representacién simbdlica se tiene que todo A, € B,(j) es de la
forma (xo,...,z;_1,)"" o, ...,2,—1. Notese que S, (A) C B, (j). Luego,
utilizando el Lema 1, para A suficientemente grande se satisface que

1w(Sa(N) < w(Bnu(4))

An€Bn(j)
2wn+1 W,
< (Tt DT (Ao, )
TQyeeryTp—1
> (A (@, )

TpyeenyTj_1
donde A, (zo, . ..,z,_1) es el r-cilindro que posee la representacién simboéli-
ca (g,..., 1) ¥ Aj—p(@r,...,z;_1) es el (j — r)-cilindro que posee
la representacién simbdlica (z,,...,x;_1). Consecuentemente, para A

suficientemente grande se satisface
2wp+1
H(SL ) < (14w (A)) Z,(w,) 2y (1, — 1).
De manera andloga a la demostracion de la Proposicién 9 se obtiene

PR LUV CCCY) | Y

n—+00 n

i1) Supongamos que A €|1/2,1[. Tomemos n € N, el cual podemos escribir
comon = j+r,donde j = |[An| yr € {0,...,j — 1}. Nuevamente,
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debido a la representacién simbdlica de los conjuntos A, € B,(j) y el
Lema 1 se obtiene que para A suficientemente grande

HSaN) < (1+vT(A)" D (Ao, @) X

L0y Tr—1

Z M(An—Qr(xra ce 7xn—7‘—1)’

donde A, (zo,...,x,_1) es el r-cilindro que posee la representacion simbéli-
ca (o, ., Tr1) ¥ Apn_op(@p,. .., Tp_r_1) es el (n — 2r)-cilindro que
posee la representacion simbdlica (z,, ..., x, ,_1). Consecuentemente,
para A suficientemente grande se satisface

w(Sa(N) < (1+ ¢+ (A)) Z,(1) Zy—0,(0).

De manera analoga a la demostracién de la Proposicién 9 y usando el
hecho de que [ = 1, pues A €]1/2, 1], se obtiene

i sup SO

n—+00 n

M.

Lema 7 Bajo las hipdtesis del Teorema 1, se satisface

s ((C )

< hr(p)(1=A)
n—+00 n
para toda X €]0,1[, donde hr(u) representa la entropia métrica de T

Demostracién 11 Sea ¢§ €]0,1[. Nétese que B,(|dn]) C C,(d) para toda
n € N. Sea A,, € A". Dado que 0 €]0,1[, se cumple n — [dn] > 1. Luego,
podemos escribir A,, de la manera

A, = AN ... 0 T—(LénJ—l)(AiLanJ—l) NN T—(n—l)(Ain—l)’
donde A% € A para toda j € {0,...,n — 1}. Definanse

T;Snj frd AZO ﬂ e m T_(I_(Snj_l) (Aiw"J*l)’
Al gy = Al TN (g,

Debido al Lema 1 se tiene que para A suficientemente grande se satisface

w(An) > (1= (D) (Alsn) 1 (T~Lomd( non]))
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para toda n € N. Obsérvese que A, C A’EMJ y que TP (A4,) C AZ—LMJ'
Usando el Teorema de Egorov y el Teorema de Shannon-McMillan-Breiman
se obtiene que para cada e €]0,1] existe X, € B tal que u(X.) > 1 —¢, y
que M converge uniformemente en = € X, a hp(u) cuando n — oco.
Consecuentemente, se obtiene que para A suficientemente grande y n > N,

se satisface

1w(Ca(8)) > pu(Ba(l6n)))

= Z 1(An)

An€Bn(|dn])

>CA) Y p(Afy) n (T7E (AL 50),
An€Ba(l6n)),

ApNX A0,
TLon (A,)NX A0

donde C(A) =1 —1~(A). Obsérvese que para toda n € N se cumple
i ({An eA": A, Cc X\ X, 6 TUJ(A,) c X\ fg}) < 2.

Ademis, si T (A4,) N X, # (), entonces A:{*\_(SHJ N X. # () puesto que
Tl (A,) C A5, Nétese que A, € B, (|dn]), ANX £ Oy T (A) N X, # 0.
Entonces Aj, | € Alonl Alsy N X # 0y Tlon (A5, N X, # 0. Ademsés, si

A, # Al entonces A*[(Sn | # A'[gn I Consecuentemente, dado que la medida p
es T invariante, para A suficientemente grande y n > N, se satisface

1w(Ca(8)) > (](A)e—(n—ténJ)(hT(uHe) Z “(ATMJ)
An€Bn(6n)),
AnnX #£0,
TL6n) (A )NX 0D

C(A)G,(nfLJnJ)(hT(M)Jﬁ) Z M(Ai)
AiEAL[;nJ ’

AJ\X}#@,
T (A)NX D

> C(A)e—(n—ténJ)(hT(uHe)(1 — 2€).

v

De lo anterior se obtiene que para n > N,

In(u(Cn(0)) 5 W((C(A)L=2)  (n— [on))(hr(p) +€)

n n n
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y por lo tanto,

DCalO)) > () + (1 - 8).

lim inf
n—o00 n

Haciendo ¢ — 0 obtenemos que

i sup B O)

n—+00 n

< he(p)(1 = 9).

Lema 8 Para cada § €]0, 1], se satisface

[6n] [on] Lon]
B.(|6n]) € Cu(0) € JIm(An) =41 = B.G) = |J Ba(),
j=1 j=1 Lon)

donde [1,(A,) = j| ={A, € A" : 7,(A,) = j} para cada j € {1,...,|on]}.

Demostracion 12 Las primeras dos contenciones y la primera igualdad son
inmediatas, por lo cual solamente demostraremos la iltima igualdad. Sea z =
lon] y 7 € {1,...,[%/2]}. Entonces x = |#/j|j +r; con r; € {0,...,[%/2|}}.
Noétese que |#/i]7 € {|#/2],...,z}. Luego, para cada j € {1,...,|%/2]},
B,(j) C By(i), donde i = |#/j]j. De esto tltimo se concluye el resultado.

Lema 9 Bajo las hipdtesis del Teorema 1 se cumple que

(€ ()))]

n— o0 n

> ’Yu(l =)
para toda X €]0, 1], donde v, esta dada en la Definicion 13.

Demostracién 13 Sea § €]0,1[. Del Lema 8 se obtiene

Lon]

c.oc U B

j=1 |

1(Cn(4)) < Z w(Bn(j)) <n  max  pu(Ba(j)) < nu(Ba(5")),

L << on]
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donde j* € {LL‘S”JJ ., [on]}. Sea A,, € A". Entonces

A, = AP ... T (Ao,
donde A% € A para toda j € {0,...,n — 1}. Deffnanse

A = Ane . nT (A,

A o= A ne.nT (g,
Debido al Lema 1 se tiene que para toda A € N se satisface
(A < L+ (A)p (A5) u (T (45-50))
para toda n € N. Luego,
Y alA) < A Y (&) p (T (45 ),
An€Bn(5*) An€Bn(5*)

donde C*(A) = 1+ 97 (A). Por definicién de v, se satisface que para € > 0,
existe N.(0) € N tal que para toda n — j* > N(9),

WAy) € eI
para toda A,_j- € A" Obsérvese que Yt < § + MO va que j* < né.

Dado que § €]0, 1], existe N/(J) € N tal que para toda n > N !(0) se satisface
n — j* > N¢(d). Por consiguiente, para toda n > N/(9),

D Ay < Cr(A)e I N (A
An€Bn(5*) AjeAT”
- C’*(A)e—(n—J )(Vu—e)
De lo anterior se obtiene que para toda n > N!(9) se verifica
w(Ca(6)) < n(]*(A)e‘(”‘j*)(W‘ﬁ).
Luego, para toda n > N/(J) se cumple
n(u(C,(9) _ W(nC*(A)  (n - ) -

I

n o n n
donde j* € {LL‘S"JJ ., |0n]}. Haciendo n — oo se obtiene
limsupw < —(y—e(l=9).
n—00 n

Consecuentemente, haciendo € — 07 resulta

i inf 2HCODI

n—oo n

7#(1 - 5)-
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Discusiones y conclusiones

En este trabajo se presentaron los conceptos y herramientas necesarias
para entender la funcién de entropia de Rényi, asi como la técnicas necesarias
para demostrar la existencia, continuidad, comportamiento en el cero y en el
infinito de dicha funcién. Las técnicas de demostracién empleadas en [HV]
resultan importantes ya que hasta la fecha eran pocos los casos en los cuales
se habia podido demostrar la existencia de la funciéon de entropia de Rényi.
A través de las técnicas de demostracién empleadas en [HV] se podrian con-
siderar medidas mezclantes mas generales que las débilmente -mezclantes
y demostrar la existencia y propiedades analiticas de la funcién de entropia
de Rényi.

Como consecuencia del Teorema de Shannon-McMillan-Breiman y el Teo-
rema de Brin-Katok, la entropia métrica emerge en grandes desviaciones. Lo
anterior sugiere que la funcién de entropia de Rényi también emergerd en
grandes desviaciones. En este trabajo, siguiendo las ideas de los articulos
[AV] y [HV], se demuestra que la funcién de entropia de Rényi emerge en
la tasa de decaimiento subexponencial de la medida de los retornos cortos.
A pesar de que el resultado anterior representa un estimacion muy fina del
decaimiento subexponencial de la distribucién dada por (3.4), en la mayoria
de los sistemas dinamicos medibles es muy dificil calcularla ya que son muy
pocos los casos en los cuales es posible calcular la funcién de entropia de
Rényi. Por lo anterior, al final de este trabajo se presentan dos lemas los
cuales nos dan cotas para el decaimiento subexponencial de la distribucién
dada por (3.4) en funcién de la entropia métrica y de la tasa de decaimiento
subexponencial del maximo de las medidas de los n-cilindros. Estos dos le-
mas nos permiten realizar estimaciones de dicho decaimiento subexponencial
para una clase mas amplia de sistemas dinamicos medibles. Sin embargo,
recordemos que el cdlculo de entropias métricas y de la tasa de decaimiento
subexponencial del maximo de las medidas de los n-cilindros resultan ser un
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problema complejo.

Una posible extension natural de estos lemas seria encontrar cotas en
funcion de expresiones mas faciles de calcular. Sin embargo, dicha extension
posiblemente esta lejana ya que dado explicitamente un sistema dinamico y
un € positivo, en general no existe un algoritmo que aproxime la entropia
métrica o la entropia topoldgica con error a lo sumo €. En mapeos celulares
autématas del conjunto de Cantor en si mismo, Hurd, Kari y Culik en [HK]
demostraron que la entropia topoldgica no es algoritmicamente calculable en
general. Consecuentemente, por el Principio Variacional la entropia métrica
tampoco es algoritmicamente calculable. Lo anterior nos sugiere que los re-
sultados presentados en [HV] son muy generales y representan estimaciones
muy finas de la medida asintética de los retornos cortos, y posiblemente sola-
mente se pueden encontrar expresiones mas faciles de calcular en casos muy
particulares.
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