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Introduccion

El presente trabajo concierne al drea de la teoria de riesgo. Dicha teoria es tra-
dicionalmente considerada como parte de la matematica actuarial y ha sido un area
de investigacion desde 1903, ano en que Filip Lundberg publicé su trabajo sobre la
Teoria Colectiva de Riesgo (Collective Risk Theory). Cabe mencionar que la teoria de
riesgo fue estudiada muchos anos atras con un enfoque conocido actualmente como
el Modelo Individual de Riesgo [Leer [12] e introduccién de [I]].

Para la formulacion de la Teoria Colectiva de Riesgo, Lundberg empled procesos
estocdsticos a tiempo continuo, donde la compania aseguradora se considera como
una “presa”’, hacia la cual fluyen constantemente las primas, mientras que de ésta se
extrae una serie de pagos por reclamaciones.

El modelo colectivo busca representar en términos probabilisticos el comporta-
miento de la reserva por riesgo de una compania de seguros, manteniendo un equili-
brio entre simplicidad y explicabilidad de los factores que interactiian con este fondo.
Al mismo tiempo es un punto de partida para el desarrollo de modelos méas completos
y orientados a un mayor conocimiento del negocio asegurador, que giran en torno al
concepto de solvencia, mas amplio que el de reserva en riesgo.

El Problema de Ruina cobra significado en un entorno bien definido “La Teoria
de Riesgo”. Sobre el modelo de Lundberg, la probabilidad de ruina se considera como
una medida sobre el grado de fluctuaciéon de la solvencia de una aseguradora: indica
la factibilidad de que las reservas que posee una compania sean insuficientes para
afrontar las obligaciones derivadas de sus contratos.

Mas tarde, Cramér en 1930, formaliza los conceptos matematicos presentados por
Lundberg [[15]]. Posteriormente, aparecen los trabajos de De Finetti, Borch, Beard,
Pentikainen, entre otros, empezando asi una nueva fase, la teoria moderna de riesgo,
dirigidos a resolver los problemas préacticos enfrentados por las companias asegura-
doras, tales como la determinacion de tarifas, el cdlculo de las reservas, la evaluacién



de la solidez financiera del asegurador, la caracterizacion del contrato de reaseguro
mas adecuado, entre otros. Se inicia con un articulo de De Finetti presentado en el
Congreso Internacional de Actuarios en 1957, [10], donde se evalia la validez de los
supuestos del modelo colectivo y se establecen las bases para una Teoria de Riesgo
que efectivamente logre modelar a una aseguradora.

Desde un punto de vista optimista, una aseguradora no deja de funcionar inme-
diatamente después de que estd por primera vez en ruina. En direccion a la bisqueda
de modelos mas completos, se han desarrollado estudios sobre los tiempos de ocu-
pacién para el caso particular de un proceso de renovacion, esto se puede leer en
[[14]]. Adicionalmente, es de interés introducir y estudiar otros tipos de conceptos
del evento de ruina, como la probabilidad de ruina tipo parisino, motivados por [17].
Esto es, cada vez que el excedente o capital esté por debajo del nivel cero se empieza
a contabilizar un tiempo aleatorio (en la literatura se conoce con el nombre de reloj
aleatorio), si el capital de la compania alcanza un nivel positivo antes de que suene
el reloj, entonces decimos que no ha ocurrido ruina y el modelo sigue evolucionando.
Sin embargo, si el reloj suena antes de que el capital de la compania aseguradora se
haga positivo, entonces decimos que ha ocurrido ruina.

Los procesos de Lévy espectralmente negativos, son modelos que se apegan cada
vez mas a la realidad y a las necesidades de la compania. Esto se debe a que muchas
veces los reclamos son pequenos y llegan a gran intensidad, comportamiento que este
modelo captura a diferencia del modelo clasico de Cramer-Lundberg.

El objetivo de este trabajo es estudiar nuevas medidas de riesgo que nos permi-
tan calcular la probabilidad de ruina, a saber tipo parisino. Consideramos el modelo
que representara el capital de una compania aseguradora que percibe ingresos y re-
conocen un gasto, es un proceso de Lévy espectralmente negativo con trayectorias
de variacién acotada. Esto incluye al modelo clasico de Cramér-Lundberg [leer [9]].
Para esto se estudia una generalizacién de la formula de salida con una y dos ba-
rreras usando funciones escala, tomando como base el articulo [13]. La herramienta
principal para lograr dicho objetivo seran las funciones de escala, [6].

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se introducen
conceptos basicos de medidas aleatorias de Poisson y se mencionan algunas propieda-
des de éstas. También se presenta la construccion de subordinadores finalizando con
el estudio del exponente de Laplace de un proceso de Lévy de variacion acotada. El
Capitulo 2 es de vital importancia, ya que en éste se definen las herramientas princi-
pales para el entendimiento y desarrollo del objetivo, a saber las funciones g-escala.



Se presenta la féormula de salida con dos barreras como una aplicaciéon de la teoria
de funciones escala. El Capitulo 3 es la parte central de este trabajo. Presentamos la
definicién del evento de ruina tipo parisino y posteriormente una generalizacion del
teorema de salida con dos barreras estudiado en el Capitulo 2, lo anterior tomando
como base el articulo [13]. Finalmente, en el Capitulo 4 se presentan ejemplos de
transformadas de Laplace del tiempo de ruina tipo parisino para los casos Exponen-
cial y Earlang mixto, asi como métodos numéricos para obtener aproximaciones de
las funciones g-escala y la probabilidad de ruina en estos casos.






Capitulo

Construccion de Medidas Aleatorias de
Poisson y Subordinadores.

En este capitulo introducimos el concepto de medida aleatoria de Poisson y su-
bordinadores. Analizaremos varias propiedades de medidas aleatorias de Poisson las
cuales permitiran introducir a los subordinadores.

1.1. Proceso de Poisson.

Definicién 1.1.1 Un proceso de Poisson con parametro ¢ > 0, es un proceso de
renovacién (Ng, t > 0) cuyos tiempos interarribos se distribuyen como una variable
aleatoria exponencial de parametro ¢ > 0, es decir

dF(z) = ce” Lz>oyde.

A continuacién enunciamos una propiedad importante de este proceso, la cual es
conocida como la propiedad de Markov.

Proposicién 1.1.2 Sea (N, t > 0) un proceso Poisson. Entonces el proceso N tiene
incrementos independientes y estacionarios, esto es

n Para 0 <ty <--- <tyg, las variables aleatorias
Ntla Ntz - th e 7Ntk - Ntk_p

son independientes.
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= Para toda s,t > 0
Nips — Ny Z N,

donde significa 1gualdad en ley.

Ademds, es un proceso de Markov homogéneo, es decir, si F; = 0(Ns; s < t), enton-
ces para toda funcion f: N — R y A € F, tenemos que

E [L15f(Nits)|Ne = k] = P(A| N, = K)E [f (N, + k)]

Demostraciéon. Primero mostraremos la segunda parte del enunciado. Sea A € F;
y consideremos a

E [ﬂAf(Nt—i-s)ﬂ{Nt:k}} :

Observemos que la funcién 1,, bajo el evento {N; = k}, se puede ver como una
funcién de (T'(1),---T(k)), es decir

Nuevamente, bajo el evento {N; = k},
Nips=k+card{p e N|T(k) + &1 + o+ - -+ Eppp <t + 5}

Ahora, verifiquemos que la variable aleatoria, &1 — (t — T'(k)), condicionada al
evento {41 >t — T'(k)}, se distribuye como una variable aleatoria exponencial de
parametro ¢ > 0. De hecho,

P(fkﬂ (- T(k) > x)
P<§k+1 . T(k)) '

P(6en — (=~ T() > 2| 6a >t~ T(R)) =

De la independencia de T'(k) y &g11, tenemos

P(ge1 — (t = T(k) > 2) =E|[E [Lig..,—-rpsar | T(R)] |
=E [/ ce” dy}
a+t—T(k)
—F [efc(erth(k))] )

Por lo tanto,

E —c(z+t—T(k))
P(fkﬂ —(t=T(k)) >z ‘ §ot1 >t — T(k?)) = E[e[e—c(t—T(k))] ) =e .
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En consecuencia, al condicionar con respecto a {V; = k},
L /
Nt+8 = k + Ns7

donde
N, = card{p eN

E+&t o+ <s),

v & = & — (t = T(k), & = &ua,-- 1§, = &uxe Observemos que (&) 1<i<k ¥

’

(& )1<i<p son independientes. Entonces

B[1af (Nees) vy | = B [0 (T(, @)+ T(R)) SN, + )L

=F [gp (T(1),T(2),---,T(k)) ﬂ{T(k)gKT(ngHl}}E [f (N, + k’)} ;

lo cual prueba la propiedad de Markov.
Ahora probemos que los incrementos son independientes y estacionarios. Sea A € F;

]E[ILAf(NHS - Nt)} =Y BV, = k)IE[]lAf(Nt+S k) ’ N, = k}

— Z]P’(Nt =Kk)P(A|N; = k)IE[f(Ns —k+ k)}

k>0

=Y P(A, N, = k)E[f(Ns)]

k>0

= PAE|F(V,)]

donde la segunda igualdad se sigue de la propiedad de Markov. Procediendo de
manera inductiva se obtiene que los incrementos son independientes y estacionarios.

O

Para x € R, denotamos por P, a la ley del proceso N; + x bajo P, esto es, P,
denota la ley del proceso N que parte de x al tiempo cero.

Existe un resultado mas fuerte que el anterior, en vez de considerar tiempos
deterministas, se consideran ciertos tiempos aleatorios. Dicha propiedad se le conoce
con el nombre de propiedad de Markov fuerte.

Proposicién 1.1.3 Sea T un (F;)-tiempo de paro finito casi sequramente. Sea N; =
Nrys y Ng= Npys— Np, s > 0. Entonces
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= Fl proceso N es independiente de Fr y tiene la misma ley que N.

» El proceso N' condicionado con respecto a {Np = k} es independiente de Fr y
tiene por ley Py.

Demostracion. Probemos que N es independiente de Fr y Npis — Np L N, para
toda s > 0. Si T" = t1, es determinista, por el resultado anterior, sabemos que se
cumple el resultado. Supongamos que 7' toma una cantidad numerable de valores,
{t1,ts,...}. Entonces para A € Fry f: N" — R, una funcién medible y acotada,
vemos

E lAf(N-Sl? s 7N5n)] = Z lAﬂ{TZk}f(Ntk-i-ﬁ - Ntk’ s 7Ntk+5n - Ntk)]

k>1

= ZE lAﬂ{T:k}]E[f(Ntk+sl - Ntku v 7Ntk+sn - Ntk)]

= Y B[ Langrag [E[f(Noy, o V)|

donde la tercera igualdad se sigue de la propiedad de Markov. Por lo tanto tenemos
que el resultado es valido para T" que toma una cantidad numerable de valores.
Finalmente para el caso general, consideremos al tiempo de paro 17" < oo casi segura-
mente. Definamos T,, = 27" |2"T+1|, n > 1, observemos que ' < T,, < T+1/2" < o0
y T, \(T casi seguramente. Queremos probar que para A € Fr y f medible y aco-
tada,

E [10f(N)| = POE[F(V)].

Sea A € Fr, como T < T, asi, A € Fr, . Definamos Ng .= Nr, s — Nr,, s > 0,
usando el hecho de que T,, es simple, tenemos que el resultado se cumple para este
proceso. Como N tiene trayectorias continuas por la derecha y T;, \ 7T, tenemos

lim N = N,.

n—oo

Por lo tanto, usando el teorema de convergencia mondtona, se cumple que

lim E |15 f(N")] =B [10/()].

n—oo
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por otro lado, como 7;, es simple, vemos
E[f(N")1s] = POVE [£(N)].

En consecuencia,

E [10f(N)] = POE[F(V)],

esto es, N es independiente de F7 y tiene la misma ley que N.

Para probar la segunda afirmacién, observemos que N N + Np con N indepen-
diente de Fp y Np una variable aleatoria Frpr-medible. Sea A € Fry f: N* - R
medible y acotado,

E []lAf(Ns'l, L N;n)} ) [ﬂAf(Nsl +Nrp,..., N, + NT)}
_E [ILAE [f(ﬁsl 4 Np,,.o Ny + Nyp) (ITH
= E[ﬂAg (NT>]7

con

9) =B [f(Noy + 1, Noy +9)] =ELf(Noy 43,0 Ny, + 9]

Entonces,

’

[ﬂm N)} — E[1,E[f(Ns, + Nr,..., N, + Ny

De esta manera, bajo el evento { Ny = k}, tenemos que el proceso N " es independiente
de Fr y tiene la misma ley que N bajo Py.
O

Ahora veamos algunos ejemplos de martingalas asociadas al proceso Poisson.

Ejemplo 1.1.4 Consideremos a (N, ¢t > 0) un proceso de Poisson de pardmetro
¢ >0y (Fi)e>o su filtracion natural. Definamos los siguientes procesos

M, =N, —ct, M}—ct, y & =e tNtetll=eD >0 ¢>0.

Estos procesos son (F)i>o-martingalas.
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Veamos que efectivamente son (F);>o-martingalas. Para el proceso M,

E[Mis| F] = E [Neys — et +5) | F]
=E[Nyys — Ny + Ny —c(t + s) | B
= ]E[NS,} + Ny —c(t+s)
=cs+ Ny —c(t+s)
=N, —ct
= M,.

Por lo tanto M; es martingala. Ahora, consideremos al proceso M? — ct. Sea s < t,
E[M} — M2 | F,] =E [(M, — M, + M,)*| F;] — M}
=E [(M; — M,)*] + E[2(M; — M,)M; | F,] + M? — M?

= ¢t — 5) + 2M,E [M, — M,)]
=c(t —s),

entonces
E [M} — ct| F,] = M? — cs,

es decir, el proceso M? — ct es martingala. Finalmente consideremos al proceso &,
Ef¢,,|F)=E |:efq(Nt+stt)+cs(176_q)i| p—aNiFct(1—e )
_ pes(l—e ) [e—qzvs} e
=&/,
va que E [e7®V:] = e==(=¢") Asf, ¢! es (F;);-martingala.

Consideremos un espacio de probabilidad filtrado, (2, F, (Fi)i>0,P), sea R, la
familia de subconjuntos de (R, x Q) de la forma (s,t] x A, donde A € F,

R={(s,t] x A: 0<s<t Ac F},

los elementos de R son llamados rectangulos predecibles. Sea P la o-dlgebra gene-
rada por R. A los conjuntos que son elementos de P son conocidos como conjuntos
predecibles.

Definicién 1.1.5 Un proceso, H = (H;,t > 0), es predecible si es medible con
respecto a la o- algebra predecible.
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Proposicién 1.1.6 Consideremos a Ry x Q. Entonces el proceso 1), donde T
es un tiempo de paro, es un proceso predecible. Mas aiun, un proceso valuado en un
espacio de Banach, adaptado y continuo por la izquierda es un proceso predecible.

La prueba de este resultado se puede encontrar en la pagina 7 de ([18]).

Definamos la integral estocéastica de un proceso predecible con respecto al proceso
de Poisson N. Para H proceso predecible tenemos

t
/ H.N, =>  H,AN,,
0 s<t

donde AN, = Ny — Ng_. Observemos también que AN, # 0 si y solo si, s es un
tiempo de salto del proceso N, asi, tenemos la siguiente igualdad

' oo
/ Hsts = Z Hs ANS = Z HT(n)I].{T(n)ﬁt}
0 s<t n=1

Otro ejemplo importante de martingalas asociadas al procesos Poisson es el que nos
proporciona el siguiente resultado.

Proposicién 1.1.7 Sea H un proceso predecible tal que para toda t > 0,

t
E {/ |H5|ds} < 00.
0
t t
/HSst—c/ H.ds,
0 0

es una (Fi)- martingala. Ademds se tiene la formula de compensacion

E [/OtHSdNS] =cE [/OtHsds].

Demostracién. Sea M el proceso

Entonces, para t > 0

t t
MtH ::/ H,dN, —c/ H,ds para t>0.
0 0

Primero supongamos que H es un proceso simple y acotado, es decir,

Hy, = H,, paras€ (t;,ti1],
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donde tg <ty <--- <t, <---y Hy es Fi-medible. Entonces, observemos que para
u,v € (t;,tip1] con u <w

M — MY = H, (N, — N,) — cHy, (v —u)

asi

E[M[ — M| F,) =E[H,(N, — N,) — cHy, (v —u) | F,]
= H,E[N, — N, | F.] — cH,(v — u)
= Hy,c(v—u) — cHy, (v —u)

Consideremos el caso, u < v, cont; <u <ty <t; <v <tj4, coni<j.

E MY — MY |F] =B [Mf - M+ MY - ME M - M fu}
—E[MI - M| F) +E M - M, | 7]+ B [, - vl 7]
=E[M - M | 7]
Jf_l
= > E|M, - M| R
k=i+1
j—1
= S E[E[MI -yl |F7] | 7]
k=i+1
-0,

Por lo tanto fot H,dM, es una martingala, donde My = Ny — cs.
Ahora supongamos que H es un proceso adaptado continuo por la izquierda y
acotado por C' > 0. Para n > 1 definamos

k k+1
para — <s< * .

H™ =H
; on 7= on

Kk
271
Asi, (H™ n > 1) es una sucesiéon de procesos simples acotados y continuos por la
izquierda tal que, para s > 0

H"™W — H, cs.



CAPITULO 1. CONSTRUCCION DE MEDIDAS ALEATORIAS DE POISSON
Y SUBORDINADORES. 13

Por teorema de convergencia dominada, tenemos

t

t
lim [ H™dM, = / H,dM,.
0

n—oo 0

Como fot H™dM, es martingala, entonces, fg H,dM, es martingala. Por lo tanto
tenemos el resultado para H proceso adaptado continuo por la izquierda y acotado.

Para extender el resultado para procesos predecibles y acotados usaremos el teo-
rema de clases monotonas. Consideremos el 7-sistema

II={(s,t] x F, s<teR, FeF}.

Definamos A como
t
A= {H predecible y acotado : (/ HSdMS) es martingala} .
0

A es un espacio vectorial, 1 € A, pues M, es martingala y ademds, para toda B € II,
tenemos 1z € A. Si H™ es una sucesién creciente en A que converge a H, con H
acotado, entonces por el teorema de convergencia monotona, vemos

t t
lim [ H™dM, = / H,dM,.
0

n—oo 0

Asi, del teorema de convergencia dominada, para s <t

t
E [/ H,dM,
0

t
}“s} =K [h’m / H™dM,
0

n—o0

7]

t
— lim E { / H™dM,
0

n—oo

7]

= lim [ H™dM,

S
n—oo

0
:/ H,dM,.
0

Concluimos que H € A. Por lo tanto, al aplicar el teorema de clases mondtonas
vemos que A contiene todos los procesos predecibles y acotados.

Finalmente, sin perdida de generalidad, supongamos que H es positiva y consi-
deremos el siguiente tiempo de paro

Te=inf{t>0: H, > C}.
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Entonces, usando que T¢ At esté acotado y por el teorema de paro opcional
ToNt
(Io) = / H,dM,,  para t>0,
0

es una martingala. Pero Tx " oo cuando C' — o0, asi por el teorema de convergencia
mondétona

t
(Io)y — / H,dM, conforme C — oo,
0

y como (I¢); es martingala, entonces fot H,dM, es martingala.
Falta probar la formula de compensacién. Nuevamente por el teorema de conver-
gencia mondtona

ToNt t
lim E [/ HydNg| = E / Hsts] ;

y ademas,

To Nt t
lim E {/ H,ds| = E / Hsds} ,
C—oo 0 0

Usando de nuevo que (I¢); es martingala, tenemos

ToNt ToAt
E [/ H,dNg| = cE / Hsds} .
0 i 0

; _
E [/ H.dN,
0 |

Por lo tanto

t
cE /Hsds},
0

esto concluye la prueba.

Otra martingala importante es la siguiente

Proposicién 1.1.8 Sea h un funcion medible y positiva, entonces el proceso

t t
exp {—/ h(s)dNs + c/ (1-— e_h(s))ds} , t>0,
0 0

es una (Fy)-martingala. También se tiene que

E [exp{—/ot h(s)stH —exp{—c/ot(l —eh(s))ds}.
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Demostracién.

Recordemos que & = exp {—¢N; + ct(1 — e~ )} es martingala, entonces si h(s) =
a, con a constante, tenemos que el resultado es valido. Ahora supongamos que h(s)
es simple, es decir

h’<5> = Z a’i]l(tz',twﬂ?
=0

donde ty < ty,--- ,t, < ---. Denotemos por M; al proceso

t ¢
exp {—/ h(s)dNs + c/ (1-— e_h(s))ds} , t>0.
0 0

Observemos que para 0 < u < v < 00,

M, = M, exp {—/ h(s)dNg + c/ (1-— eh(s))ds} ,

asi, para u,v € (t;,t;11], vemos

E [MU

«Fu] = M,E —67 LY h(s)dNs+c [¥(1—e~"())ds

7|

= MUE -efai(Nv*Nu)‘FC(U*u)(lfe—ai)

7

— M,E _e—ai(NU—NU)+C(U_U)(1_67%)]
= Muec(;_“)(l—e’“i)E [e—ai(Nv—Nu)}
- M,.

Por otro lado si t; <u <t;1; <t; <v <t;41, coni < j, usando que los incrementos
son independientes y estacionarios, tenemos

E [Mv

Fu] = M,E |:ef L h(s)dNs+c [¥(1—e="(2))ds

7|

= M,E [efai(NtiH*Nu)+0(ti+1*u)(1*€7“i)e—aj(Nv—th)+C(U—tj)(1—€7aj)
J

H G_ak(NtkH_Ntk)‘f'c(tkﬂ—u)(l—eak)]

k=i+1

x &

= M,.

Por lo tanto, el resultado es valido para h simple. En particular para funciones de la
forma 1 (4 (s). Notemos que B(R) = o(C'), donde C es el conjunto

C={(a,b]: a<beR},
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que es un 7-sistema. Aplicando el teorema de clases mondtonas, concluimos que el

resultado es valido para toda funcién A positiva medible.
O

A continuacién introducimos otra definicion del proceso de Poisson asociado a
una filtracién.

Definicién 1.1.9 Sea (2, F, (Ft)i>0, P) un espacio de probabilidad filtrado. Un (F)-
proceso de Poisson con pardmetro ¢ > 0, (N, s > 0), es un proceso estocastico
(Fy)-adaptado, tal que para toda 0 < s <'t,

u N() =0.
= Las trayectorias de N son cadlag.

» Los incrementos condicionados a la informaciéon obtenida hasta el tiempo s,
siguen una ley Poisson con parametro ¢, es decir,

k k
t—
c ( S) e—c(t—s)

PN - N, = k| ) = S

Un resultado importante de independencia para procesos de Poisson es el siguien-
te.

Proposicién 1.1.10 Sean N y N' dos (Fi)-procesos de Poisson. Los procesos N y
N’ son independientes si y sdlo si no tienen saltos en comin, es decir, se cumple
solo una de las siguientes igualdades

Ny—Ni—=0 o Nt' — Nt,_ =0, paratodat>0 c.s.
Para demostrar este hecho, antes veamos algunos resultado previos.

Lema 1.1.11 Sean S y T dos tiempos de paro acotados por M, tal que S < T. Si
(Yi)i>0 es (Fi)-adaptado e integrable, entonces Y es una martingala si y solo si

E[Ys] =E[Y7].

Demostracion. Supongamos que Y es una martingala, como S y T' estan acotados,
entonces

E[Ys] =E[Yr].
Reciprocamente, para B € F,, definamos

SB =158+ 1M y TP =157+ 1pM,
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SB v T8 son tiempos de paro y SE < T8 < M, asi, por hipétesis,
E [Yss] = E[Y7s], (1.1.1)
pero E [Yse] = E[1pYs] + E[1pYy] v
E[Yys] = E[15Ye] + E[1g Y],
de la ecuacién (1.1.1)), tenemos
E[1gYs] =E[1gYr|, paratodo B € Fy,

en consecuencia

E(E[Yr|F1p) =E[1pYs].

Por lo tanto, Y es martingala.

O

Lema 1.1.12 Sean M una martingala cadlag de variacion acotada y M’ una mar-
tingala cadlag acotada, en la misma filtracion. Si M y M' no saltan simultdneamente
entonces MM’ es una martingala.

Demostracion. Por el lema anterior, basta probar que

E [MTM’T} —E [MOM[;} ,

para cualquier, T', tiempo de paro acotado. Sea T un tiempo de paro acotado por A
yO0=ty <ty <---<t,=A, entonces

MMy — MMy = <M M. - MsiM/,)

Si+1 Sit1 S;
s;<T
- Z (M5i+1 - Msi) (MS,iH - M;z> + Z Msi (M;i+l - M';.)
5;<T s; <T
+ > M, (M, - M,,).
s;<T

donde s; :=t; AT. Usando el hecho que M y M’ son martingalas, tenemos

E [Msi(M’ —M’.)} —E [E [Msi(M’ —M;i)‘]-"siﬂ — 0,

Si+1 Sq Si+1
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E [M' (M,,,, — MSZ.)} —E [E [M’ (M,,., — M,)

S; S; Si+1

7| =o.

Por lo tanto

E [MTM'T . MOM(']} —E

Z (Msi-H - MSZ) <M;¢+1 - Méz)] :

s; <T

/ . .,
Por otro lado como M es acotada y M es de variacién acotada, tenemos

Z (Msi-H - Msz) <M;i+1 - M;)

s, <T

<C

Z (M5i+1 - Msi)

s, <T

< Csup V(M) < oo,

TEA

donde V(M) es la variacién total de M sobre la particiéon 7 de [0, A]. Cuando la
norma de la particién se va a cero, vemos que

S (M,,, - M,) (M;M - M;l) — Y (AM,)(AM) = 0.

s;<T s<T

Asi, aplicando teorema de convergencia dominada, concluimos que
E [MTM’T - MOM(;] ~0.

Por lo tanto MM’ es una martingala si M y M’ no saltan simultdneamente.

Después de los resultados anteriores, pasemos a demostrar la proposicion.
Demostracién. | Proposicion [1.1.10] ]

Supongamos que N y N’ son independientes. Sean (T'(n)),>; los tiempos de saltos

para NN. Entonces

> ANAN, =Y ANz,

>0 5>0
donde AN, = Ny, — N,_. Como la ley de los saltos no tiene dtomos, para cada t fijo,
AN, = 0 c.s. De la independencia de N' y T'(n) tenemos que AN{F(H) = 0 c.s. para
cada n. Por lo tanto

Z AN,AN, =0 c.s,

s>0

en otras palabras, no saltan simultaneamente.
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Reciprocamente, tomemos h v k' dos funciones simples y definamos

t t
M, = exp {—/ h(s)dNs + c/ (1— €_h(s))d8}
0 0

t t )
M, = exp {—/ K (s)dN. + c’/ (1—e™" (s))ds} :
0 0

Por la proposicién [I.1.8] M, y M| son martingalas definidas en la misma filtracion,
ambas son acotadas y de variacién acotada. Como N, y N, no saltan simultdnea-
mente, M; y M, no saltan simultaneamente. Asi, M;M, es martingala, entonces
E [M;M]] = E [MyMj] = 1. En consecuencia

1= [M;M]

_E {exp <_ /Ot h(s)dNS—i—c/Ot(l —eh(s))ds—/ot W (s)dN! + ¢ /Ot(1—eh’<s>)ds>] ,

es decir
E {exp <— /0 Ch(s)dN. — /0 t h’(s)dN;)]
= exp <—c/0t(1 — e MY ds — ¢ /Ot(1 - e—h’<3>)ds)
= exp <—c/0t(1 . e—h<8>)ds> exp (—c' /Ot(1 - e—h'<8>)ds)
_E [exp (— /0 t h(s)stﬂ E {exp <— /0 t h’(s)dN;H ,

lo cual prueba la independencia.

1.2. Construcciéon de Medidas Aleatorias de Pois-
son y Procesos Puntuales de Poisson.

Definamos la medida aleatoria de Poisson.
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Definicién 1.2.1 Sea (E,&, ) un espacio de medida o-finita. Una familia de va-
riables aleatorias a valores en Z, definidas en un espacio de probabilidad (2, F,P),
{M(A), A € £}, recibe el nombre de medida aleatoria de Poisson con intensidad

si,

» Si B € € es tal que u(B) < oo, la variable aleatoria M (B) se distribuye como
una variable aleatoria Poisson de pardmetro p(B), es decir,

P(M(B) =k) = e B paratoda k=0,1,...

Si u(B) = oo, entonces M (B) = oo casi seguramente.

» Las variables aleatorias M (By), M(B3), --+, M(B,) son independientes siem-
pre que By, By, ---, B, sea una sucesion finita de conjuntos disjuntos en £.

Proposicién 1.2.2 (Propiedad de superposicién) Sean (u,,n > 1) una suce-
sion de medidas o-finitas y = Y o fn. St [t €S o-finita y MO MO ... son
medidas aleatorias de Poisson independientes con intensidades ji, o, - - - Tespectiva-
mente, entonces M =>..., MY es una medida aleatoria de Poisson con intensidad

L.

Demostraciéon. Tenemos que para B € £y A € R,

k
{ — (n)
klg{)loexp{ /\;M (B)}
k
= lim || E [exp {—)\M(”)(B)}]

k—o00
n=1

= lim HeXp {—pwB)(e ' —1)}

Elexp{-AM(B)}] = E

k—o0

= klggo exp {—(6/\ —1) Zﬂ(n)(B)}
=exp{—(e* —1Du(B)}.

Por lo tanto M (B) es una variable aleatoria Poisson con pardmetro p(B). Finalmen-
te si By, Bg,---, B, € £ es una sucesién de conjuntos disjuntos, y Aq,...,\, son
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nimeros reales,

E

H 6)‘i 221:1 M(m>(Bi)] )

=1

HeMM(Bi)] = lim E
Py k—o0

dado que {M (")}n>1 son independientes y ademdas M (B;) es independiente de
M®™(B;) para i # j, vemos

1 NSE_ MMB) |y [ bYD Dt M<m><Bi>] _ AM(B)]

Jfim B[ Jim [JB |2 L[]
=1 =1 i=1

Entonces las variables M (By),--- , M(B,) son independientes.

A continuacién construiremos a las medidas aleatorias de Poisson.

Proposicién 1.2.3 Sea (E, &, p) un espacio de medida o-finita. Entonces existe una
medida aleatoria de Poisson en (E,E, 1) con intensidad p.

Demostracion. La demostracion de la existencia lo haremos en dos casos: cuando
u(E) < ooy el caso u(E) = oo.
Supongamos que pu(F) < oo, definamos

p(B) = uB) para Be¢€.

n(E)’

Sean (&,,n > 1) variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
ley p y N una variable aleatoria de Poisson con pardmetro u(E) independiente de
(&n,m > 1). Definamos la siguiente medida aleatoria

M(dz) = Z de, ().



1.2. CONSTRUCCION DE MEDIDAS ALEATORIAS DE POISSON Y
22 PROCESOS PUNTUALES DE POISSON.

Probemos que M es una medida aleatoria de Poisson con intensidad ,

- Z_:]P (Z: Lig,eBy = k) M(ﬁ)J —w(E)
(VB () B Y
JZ:; (k) n(E)k (1 M(E)) 41
= “(B)ke—u(E) N w(B)\ F w(E)i*
& ; <1 u(E)) (j— k)!
— LB)keﬂL(B)
k! '

Por lo tanto M (B) es una variable aleatoria de Poisson con pardmetro p(B). Fal-
ta probar la independencia para conjuntos disjuntos. Sean B y B’ dos conjuntos
disjuntos en &£, definamos al proceso

Xt = €Nt7

donde (N, t > 0) es un proceso Poisson con intensidad p(E) el cual es independiente
de (&,,n > 1) y & son independientes con ley p. Sea (F)i>o la filtracion natural de
X;. Consideremos los procesos de conteo

NP =card{i < N, : & € B}

NP =card{i <N, : & € B'}.

/ . , . .
Los procesos NP y NP son (F;)-procesos de Poisson ademds son independientes,
como By B’ son ajenos, estos no saltan simultdneamente. Observemos que

M(B)=N{ 'y M(B)=N{,

en consecuencia, M (B) y M(B’) son independientes.



CAPITULO 1. CONSTRUCCION DE MEDIDAS ALEATORIAS DE POISSON
Y SUBORDINADORES. 23

Ahora, supongamos que p(E) = oco. Como u es o-finita, Entonces existen Fj,
Es,--- € & disjuntos tal que U;>1E; = E'y u(E;) < oo para toda ¢ > 1. Definamos
la medida p; como

pi(+) == p(- N Ey),
asi, u; es una medida finita. Sean (N;,7 > 1) medidas aleatorias de Poisson en (E, £)
con intensidad p; respectivamente. Definamos

M(B) =Y N(B)

por la propiedad de superposicién, {M(B), B € £} es una medida aleatoria de Pois-
son con intensidad pu.

[l

Proposicién 1.2.4 (Propiedad de divisibilidad) Sean M una medida aleatoria
de Poisson en (E,E) con intensidad p y (B;,1 > 1) una sucesion de conjuntos disjun-
tos en €. Entonces las restricciones (M|p,,i > 1) son medidas aleatorias de Poisson
con intensidades (u(- N B;),i > 1) respectivamente.

Demostracion. Usando el hecho de que M es una medida aleatoria de Poisson,
para F' € &, tal que u(F) < oo

en consecuencia

p(B; N F>k€—,u(BmF).

P (M,(F) = k) = P(M(B;n F)) = 22

También, si Ay, A, -+, A, son conjuntos disjuntos en &, entonces

(M

Bi(A1)7 T 7M|BZ<AH)) = (M(BZ mAl)? T 7M(BZ N An))7

son independientes, ya que {4, N Bi}?zl son disjuntos y M es medida aleatoria de

Poisson.
OJ

Ahora, vamos a introducir la integral de una funcién medible f con respecto a
una medida aleatoria de Poisson M. Como en el caso de la integral de Lebesgue,
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empecemos con f simple, y para generalizar usamos el hecho de la existencia de
funciones simples f,, tal que f, 7 f. Sea f : F — R, una funcién medible simple,
es decir,

fl@) =Y cilizeny,
=1

donde ¢; > 0 y (B;) es una particién de E. Entonces, definimos la integral de f con
respecto a la medida aleatoria de Poisson como sigue,

oo

<M, f>= /Ef(:v)M(dm) = ¢ M(B)).

1=1

Asi, para cualquier funcién medible f : E — R4, sea (f,),>0 una sucesién de
funciones simples no decrecientes tal que f,, ' f uniformemente, definimos la integral
de f de la siguiente manera,

<M, f>=lim <M, f, >:/Ef(x)M(d:v)

n—oo

En general, para cualquier funcién f : E — R, usamos el hecho de que f = f. — f_,
donde f_ y fi son funciones no negativas y corresponden a la parte negativa y
positiva de la funcién f. Tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.5 (Férmula de Campbell) Sean f: E — R, una funcion me-
dible y M una medida aleatoria de Poisson con intensidad p. Entonces

E [e=</>] = exp {_ /E (1- e_f(x))u(dx)} |

Demostraciéon. Analogamente como en el caso anterior, tratemos primero el caso
u(E) < oo. De la construcciéon de medidas aleatorias de Poisson, recordemos que
M(dz) = 32N 6, (), es una medida aleatoria de Poisson, con N que tiene ley Pois-
son de parametro u(E), & v.a.iid con ley p(-) = u(-)/u(E) y (N, ;) independientes.
Entonces, tenemos

N

<f o= [ e =Y [ f@icdn) =3 £6)

i=1
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Asi,

E exp{—<M,f>}] = E

NEm

i=1

exp {— > f(&)

i=1

P(N = k)

= Y Elexp{-f(&)}* WE)® e

Por lo tanto, si u(£) < oo,

E [o<}/>] —exp{— [E (1 —e_f(’”)),u(dx)}.

Ahora, veamos el caso u(E) = oo. Sea (B,,n > 1) una sucesién disjunta de
conjuntos en & tal que pu(B,) < oo para cada n > 1y U,>1 B, = E. Definamos

y

de esta manera, p(E,) < oo y por la propiedad de divisibilidad, M ™ es una me-
dida aleatoria de Poisson con intensidad u(- N E,,). Entonces si f > 0 medible, por
definicién

< MO f > /E f(2) L, (2) M (dx),

y para cada n > 1 tenemos,

E [e‘<M(n>’f>] = exp {—/(1 — e_f(“”))]lEn,u(dx)}.
B
Observemos que £, M E, asi, f(z)lg, /" fy (1—e /@)1y A (1—e /@), Usando

teorema de convergencia monoétona, tenemos

lim < M™, f >= lim f( Vg, (x)M(dx) /f =< M, f >,
n—00 n—00
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En consecuencia,

Elexp{— < M, f >}]

lo cual prueba lo deseado.

(1—e N1y p(dr) = /(1 — e @) u(dx).

lim eXp{ <MW f >}}
hm]E[exp{ <M® f>H

{_ [E(1 - ef(x))llEnu(dw)}
= o {- [(1- ).

O

Ahora, consideremos el espacio ([0,00) x E,B([0,00)) x £,A ® u), donde X es la
medida de Lebesgue en [0,00) y p es una medida o-finita en E. El siguiente resultado

nos dice que a lo mas ocurre un evento en la fibra {t} x E.

Lema 1.2.6 Sea M una medida aleatoria de Poisson en ([0,00) x E,B([0,00)) x

E,A® p) con intensidad \ @ p. Entonces para toda t > 0
M{t} xE)=041, cs.

Demostracién. Supongamos que p(FE) < oco. Seat € (0,1] =
la propiedad de estacionariedad vemos

Como M (B) tiene ley Poisson, resulta

Uz ( 2—7117 2’2] usando

1 —n —n

<2(27"u(E))’.
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Retomando la ecuacién anterior, tenemos

1

]P(M({t} x E) > 2, para alguna t € (0, 1]) <" (2_”M(E>>2 = 2—nﬂ(E)27

y como u(E) < oo, es claro
P(M({t} x F) > 2, para alguna t € (0,1]) = 0.

Supongamos ahora que t € [0,00) y u(E) < oo, observemos que [0,00) = U,>14,,
donde A, = [n,n+ 1), asi A, N A,, = 0 para m # n. Definamos la medida de
Lebesgue restringida a A,, como A, := A4, = A(-NA,) y M™ := M|4,, que es una
medida aleatoria de Poisson con intensidad A, ® p. De esta manera

A= Ay M=) M"

n>0 n>0

y por lo anterior, para cada n,
P(M”({t} x E) > 2, para alguna t € An> = 0.
En consecuencia

P(M({t} x E) > 2, para alguna t > 0)
=P (Upso {M({t} x E) > 2, para alguna t € A,})

< ZIP’(M"({t} x E) > 2, para alguna t € A,)
n>0

=0.
Finalmente, consideremos el caso pu(E) = oo. Existe una sucesién de conjuntos en &,

{Bn}nzp tal que U,>1B, = E'y u(B,) < co. Sea E,, como antes, E,, = U}_; By, de
esta forma p(F,) < oco. Definamos f, : [0,00) x E — R, de la siguiente manera,

fu(s,2) = Ly sy (s, ).

Entonces, usando el hecho que u(E,) < oo,

< M, f, >= / Ligupem,y (s, 2)M(ds @ do) = M({t} x E2) < 1, cs.
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Por otro lado f, /' f = lynxey ya que E, /' E, usando teorema de convergencia
monotona, tenemos

M{t} x B) =< M, f >
_ / L (5, ) M(ds ® do)

= lim 1{{t}><En}(37 l‘)M(dS X dLE)

n—oo

= lim M({t} x E,)

n—o0

<1.
Por 1ltimo observemos que

A={weQ: paratodat>0,< M, f><1}
:ﬂ{wEQ: para todat >0, < M, f, >< 1},

n>1
y cada uno de estos conjuntos tiene probabilidad igual a uno. Concluimos que
M{t} x E)=061, cs.
U

Dado el resultado anterior, si M ({t} x E) = 1, definimos A; € F, como el punto
en E tal que

M‘{t}xE = d(t.a0)-

Si M({t} x FE) =0, entonces definimos al punto A; = 0o y no se le asigna masa.

Definicién 1.2.7 El proceso definido por A = (A;,¢ > 0) es un proceso puntual de
Poisson con medida caracteristica pu.

Lema 1.2.8 Sea B € € tal que 0 < u(B) < oo y definamos
Ty = inf {t >0, A, € B}.

Entonces, Tp y Arp, son variables aleatorias independientes. La variable aleatoria
Tp se distribuye como una variable aleatoria exponencial de pardmetro pu(B) y la
distribucion de Ag estd dada por (- N B)/u(B).
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Demostracion. Consideremos A C B. Definamos

NA = Zﬂ{AseA} =card{s <t: A, € A}.

s<t
Observemos que Ty ATp\4 = T, y si Ar, € A entonces Ty < T\ 4, de esta manera
{Tp <t,Ar, €AY ={TuNTp\a <t,Ta <Tp\a}.
En consecuencia,
P(Tp <t A, € A) =P (TuATpa <t, Ta <Tp\a) -

Por otro lado, T4 es el primer tiempo de salto del proceso N4, entonces T4 tiene ley
exponencial con parametro p(A). Como A y B\ A son conjuntos disjuntos entonces
Ta y T\a son variables aleatorias exponenciales independientes de pardmetro p(A)
y u(B) — u(A) respectivamente. Tenemos

P(Tp < t,Ar, € A)
— ]P) (TA A\ TB\A S t; TA < TB\A>

= / ]P)(TA ANs<t, Th< S) M(B\A)B_M(B\A)S ds
0
t oo
= / P (T4 < s) ,u(B\A)e_“(B\A)S ds +/ P(Ty<t) ,u(B\A)e‘”(B\A)S ds
0 t
t
= / (1—e —u(4) Hp(B\A)e ™ (B\A)s 75 4 P(Ty<t)e —pu(B\A)s

(-5

(B w(A)
(1—6 E

Por lo tanto
A
IP’(TB < t, ATB c A) — (1 _ e‘“(B)t) M,

=
=

y esto concluye la prueba.
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1.3. Construccion de Subordinadores.

A continuacién, definamos al subordinador.

Definicién 1.3.1 Un subordinador, (oy,t > 0), es un proceso estocéstico que toma
valores en [0, 00) con trayectorias cadlag y tal que sus incrementos son independientes
y estacionarios.

Lema 1.3.2 FExiste una funcion ¢ : R, — R, tal que
E [67)\03] — et
para toda t, A > 0.
Demostracion. Para t = n, observemos que
on=01+ (03 —01)+ (03 —02)+ ...+ (0p — Op_1),

usando la propiedad de incrementos independientes y estacionarios, tenemos

E [6—)\071} —F [6—)\016—)\(02—01) . e—)\(an—an_l)} _ HE [e—/\(ai—az;l)} - F [e—Agl}n :

i=1

con oy = 0 casl seguramente.

Ahora tomemos t = p/q, de igual manera
E [6_)‘%/(1] =K [e_Agl/q}p_

Por otro lado,
o1 =01+ <O’

q

—U;>+...+<01—0g>,
q q

E [e ] = [e 1],

Sit >0, existe {t,,n > 1} C Q tal que t, | ¢, por la continuidad por la derecha,
oy = limy, |, 04, c.s. y como e — Mt por teorema de convergencia dominada,
tenemos

Qo

asi,

E [64“”} = E [lim e_’\"tn]
n—o0
o / —\o1 tn
= M El

= E [e"wlr.
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Esto es, para cualquier ¢t > 0 se satisface
E [e*’\‘”} =E [e*’\‘”]t.
Ahora, si definimos ¢ : R, — R tal que E(e™*?1) = ¢~¥™ para toda A > 0, tenemos
E [e”\"t] = ¢ N paratoda Ayt > 0.

O

Definicién 1.3.3 Sea 0, un subordinador y ¢ : R, — R una funcién. La funcién
se le llama el exponente de Laplace de un subordinador, si

E [e_’\‘”] =W paratoda Ayt >0,

El siguiente teorema determina de manera explicita al exponente de Laplace de
un subordinador.

Teorema 1.3.4 (De Finetti, Lévy, Khintchine) .

(i) Si 1 es el exponente de Laplace de un subordinador o = (o, t > 0) entonces
existe una unica pareja (k,d) de reales no negativos y una unica medida 11 en
(0,00) con [(1 A x)I(dx) < oo tal que para toda X > 0,

Y(A) =k +d\+ / (1 —e ) H(dx). (1.3.1)

(0,00)

(ii) Reciprocamente cualquier funcion v que puede expresarse en la forma
es el exponente de Laplace de un subordinador.

Demostracién. Tenemos que para toda ¢t > 0, E [6_’\‘”] = ¢~ Observemos que

1 — e~ ¥(@)/n
U(g) = lim ————— = lim n(1 — e ¥@/"),

n—00 l/n n—00
Por otro lado,

E[1- e_)‘gl/"] =1—-FE [e_)“’l/"} =1—ev@m
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Asi,
Y(g) = lm nE[1—e n]
n—o0
- alin | [
— gl —qz
qnh_g)lo ; e *nP (x < ol/n) dx
o0 —
= ¢ lim e F,(x)dz,
n—oo 0

donde F,(z) = nP (:z; < 01/n)- Por lo tanto,

¥la) = lim e F,(x)dz.
q n—o0 0

Por el teorema de continuidad extendida de transformadas de Laplace, (F,(z),n > 1)
converge conforme n se va a infinito hacia una medida definida en [0,00]. Y como
cada F;, decrece, el limite es, necesariamente, de la forma

F.(x) = ddo(dzx) + A(x)dz

con d > 0y A una funcién no decreciente.
Entonces,

l9) = lim e F,(x)dx
q n—oo 0

_ /0 " e (dsy(der) + A(x)d)
= d+ /(o,oo) e A(x)dx

_ 4+ /(o,oo> e—iw / A=A (w)dr + /(0700) =1 A (00)da
— d+ /(0700) /0 e~ dzd(—A(u)) — e_qqu(oo)‘
1 A(o0)

= d+ p /(o,oo)(l —e ™)d(—=A(u)) + Y

0
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En consecuencia,
va) = Ao +da+ [ (1= ma(=Aw)
= k+d 1—e 9)II(d
+dg + /0 (1 —e™™)I(dx),
con k = A(oo) y lI(dz) = d(—A(z)) en (0, c0).
Ahora, veamos que

1A x)I(dr) = xIl(dx) + II(1, oo
/(o,@“”) / (dr) + T1(1, 00)

— /01 /y1 I1(dz)dy + I1(1, 00)

= / (y, 1)dy + TI(1, co)

0

= /01 II(y, co)dy
= /01 A(y)dy < oo.

Esto concluye la prueba de la primera parte del teorema.

A continuacion, probemos la segunda parte del teorema. Tenemos que
PN\ =k +d\+ / (1—e) (dz).
(0,00)

Supongamos que d = 0. Tomemos II tal que f(o 00) (1A x)1(dr) < oco. Definamos
f:]0,00) x [0,00) = R4, como f(s,2) = x1{sc(0,q}-

Para B € B(]0,00)) x B([0, 00]), consideremos

M(B) = Z Lit,a0eB)
>0
la medida aleatoria de Poisson con intensidad A®[II 4 kdo] sobre E = [0, 00) X [0, 0o},
asi (A¢,t > 0) es un proceso puntual de Poisson con medida caracteristica IT + kdn.

Ahora definamos
To=mf{t: Ay =00}
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y para toda t < T,

=Y A,

0<s<t

Observemos que
/ f(s,x)M(ds ® dz) = / 21 se(0,03M (ds @ dx)
E E

/ 1‘]1{56 0,4} Zé(t/ At’ dS & d&:)

t'>0

_Z/x5t/A (ds ® dz)

t'<t

:ZAt/7

la ultima igualdad es por que da,) (ds ® dx) = 1siysolosis =1ty x=Ay.

Asi,
Y= /f(s,:c)M(ds ® dx).

De la férmula de Campbell; tenemos

E[e ] = E [e-<M9>] = exp {— / (1= e NN [+ kdso] (ds @ dx)} ,
pero
_/E(l_@—qf”)mz@[HJrk:é (ds ® dx)
/0 y / (1 een) ds © [M(d) + ki)
_ /0 /(Opo] (1= e™) (ds @ [TI(dz) + kds))
_ /(O,oo) (1— &) Ti(dx) — ¢ /(O’OO} (1— ) ko,

R /(0 . (1 _ equ) I(dx) — tk, (1.3.2)
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en consecuencia
E [em%] = e~ fioo (17110

Y

para toda t, g > 0.
Ahora, veamos que ¥; < oo c.s. para toda t < T,,. Observemos que para y > 0,
0<e¥V<lasi,1—e¥<1. Siy<l,

efyzl_erz(—y) 7
n=2

n!

con y 7, (_fj!)n > 0, lo cual implica que e™¥ > 1 — vy, es decir, y > 1 — e ¥, por lo
tanto
1—e¥<1Ay, para toda y > 0.

Usando lo anterior y que f(o Oo)(l A x)Il(dx) < oo, tenemos
/ (1—e ™) I(dz) < / (1A 2)I(dr) < oo.
(0,00) (0,00)
Asi, usando el hecho de que existe una constante C;, tal que (1—e™%)(1—e %)t < C,

1 —e %
—e ) II(dx) = — (1 — e ")I(dz
[, e = [ S e

(0,00
< C'q/ (1—e*)II(dz)
(0,00)

< (, (1A 2)(dr) < 0.
(0,00)
Concluimos que

/ (1 —e %) II(dz) < .
(0,00)

Por teorema de convergencia dominada, notemos lo siguiente

li E [e ] = im B [ Lz, o)

=P (3 < ).

Por otro lado, de (|1.3.2))

E [ 1{s,<00}] = exP {—t /( i (1—e) H(dx)}

,00)
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y
. R _ . R _
};lg(l) (1 — e %) II(dx) / (IIILI(I] (1—e ) Il(dz) =0,
(0,00) (0,00)
en consecuencia

Entonces, si d = 0 en la ecuacién (|1.3.1))

E [e—th] _ e—t(k+f(0’oo)(1—e—qx)H(dz)) — (@)

También, como ¥; = fE ml{se(ojt]}M(ds x dx), ¥y es no decreciente. Ademads,

Et—l—s — 2 = / xl{ue(t,t—&—s]}M(du X dl‘),
E

es independiente de la medida aleatoria Poisson M restringida a (0,¢] x (0, 00), por
lo que (X445 — X) es independiente de {3,,u < t}. Con lo que se concluye que ¥;
tiene incrementos independientes.

Veamos que YJ; tiene incrementos estacionarios.
E |:€—/\(Et+s—2t):| — E |:6—)\ fE xl{ue(tyt+s]}M(du><dx)

= E [ M)

_ efskfs J(1—e ) II(dw)

E [6—/\25] .

Entonces,

IR LS 3N

para todo ¢t > 0.
Ahora, tomemos d > 0 y definamos
2D = at+ ¥,
De esta manera
E [efqﬁid)} —F [efthqut} _ efw(q)’

con

blq) = k+dg + / (1 — =) Ti(da),

(0,00)
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esto concluye la prueba.

Como consecuencia del resultado anterior, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.3.5 Para toda t > 0,

o, = dt + Z Ag, c.s.

0<s<t

donde A = (Ag, s > 0) es un proceso de Poisson puntual con valores en (0, 00| y medi-
da caracteristica I1+kdoo. El tiempo de vida de o estd dado por ¢ = inf {t : A, = oo}

Existe un teorema mas general que el teorema (|1.3.4), aplicados a ciertos tipos
de procesos, llamados procesos de Lévy.

Definicién 1.3.6 (Procesos de Lévy) Diremos que un proceso estocéstico, (X, t >
0), que toma valores en R es un proceso de Lévy si

1. Las trayectorias de X; son cadlag.

2. Los incrementos de X son independientes, es decir, para todo 0 < t5 < t; <
- <t, <ooconn > 1, las variables aleatorias

(th — X, Xty — Xty o0 Xy, — th_l) ,
son independientes.

3. Para todo s,t > 0, la ley del proceso (X;is — X;, s > 0) es igual a la de
(X5, 8 >0).

Teorema 1.3.7 (Formula de Lévy-Khintchine) Sea X; un proceso de Lévy en
R. Para todo t > 0, X; es infinitamente divisible y la funcion caracteristica de X;
estd dada por

E [¢M] = e "N para toda X € R (1.3.3)
donde ¥ : R — C se puede expresar como
2)\2
T(\) = — ia) + 02
+ / (1 — e + Azl y<1y) II(dz), (1.3.4)
T€R

cona € R, 0 >0 yII una medida sobre R\{0} y es tal que fR\{O} LA||z||*TI(dz) < oo
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La demostracién se puede consultar en [[21], Teorema 8.1].

En el teorema anterior, a recibe el nombre de coeficiente lineal, o el coeficiente
Gaussiano y II es la medida de Lévy de X. La tercia (a,o,II) caracteriza a X y lo
llamaremos como la tripleta caracteristica de Lévy-Khintchine.

En este trabajo estaremos interesados en un tipo especial de proceso de Lévy, a
saber, procesos de Lévy espectralmente negativos (SNLP) con trayectorias de varia-
cién acotada, intuitivamente son aquellos procesos que solamente saltan hacia abajo.

Definicién 1.3.8 (SNLP) Se dice que un proceso de Lévy en R, (X, ¢ > 0), es
un proceso de Lévy espectralmente negativo si su medida de Lévy, II, es tal que
I1(0, 00) = 0.

Una condicién necesaria y suficiente para que el proceso X tenga trayectorias de
variacién acotada es que [[7], Lema 2.12]

c=0y / (LA |z)II(dz) < oo.
(_0070)

Como consecuencia, si X es un proceso de Lévy con trayectorias de variacién
acotada con tripleta caracteristica de Lévy-Khintchine (a, 0,II), la ecuacién (1.3.4))
se reduce a

U(A) = —id\ + / (1 — ™) (dz),

donde la constante d € R esta definida como

d:=a-— / xIl(dzx).
lz|]<1

También en este caso, X se puede escribir de la siguiente manera
Xy=at+o} -0, t>0,

donde 0" y o, son subordinadores independientes, en particular si X es un proceso
de Lévy espectralmente negativo con trayectorias de variaciéon acotada, entonces

Xt = at—at, (135)

con o; un subordinador sin deriva.
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Para procesos de Lévy espectralmente negativo con tripleta caracteristica (a, 0, IT),
en lugar de considerar la funcién caracteristica (1.3.4), es preferible trabajar con el
exponente de Laplace (),

1
P(A) = ZlogE [eM] = =W (i),
el cual es finito para toda A > 0. Asi, 1 se escribe como

Y(A) = a\ - /( ) (1= e + Azl (ay<n)) T(de),

mas aun, si anadimos la hipdtesis de que X; tiene trayectorias de variacion acotada,
entonces 1 se puede reescribir como sigue

Y(A) = aX — /( ) (1—eM) (dz), (1.3.6)

donde,
a:=a-— / xll(dz) > 0,
|z|<1

de lo contrario, v seria el exponente de Laplace de un subordinador decreciente.
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Capitulo 2

Funciones de Escala.

En este capitulo se estudia a las funciones de escala. Vamos a denotar por
(X;,t > 0) a un proceso de Lévy espectralmente negativo con trayectorias de varia-
cién acotada definido en un espacio de probabilidad (2, F, (F;)i>0, P), con tripleta
caracteristica de Lévy-Khintchine (a,0,II). Sabemos que el exponente de Laplace

esta dado por
E [¢fX] = e®),

para @ >0yt >0, donde
»(0) = ab — / (1 — %) I(d2),
(70070)

con

d:a—/ zI1(dz) > 0.
|z|<1
También usaremos las siguientes notaciones,

X, = inf X, X, = sup X,.

O<s<t 0<s<t

2.1. DMartingala Asociada a la Transformacion de
Esscher.

A continuacion introducimos una martingala que serd de apoyo para el desarrollo
de este trabajo. Para 8 > 0, definamos al proceso () = {&(5) : t > 0}, donde

E(B) = exp {BX: — (B}, t>0. (2.1.1)

41
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La ecuacién anterior también se le conoce como la transformada de Esscher.

Teorema 2.1.1 Para cada 5 > 0, el proceso E(B) es una P-martingala con respecto
a la filtracion natural (Fi)iso, es decir, F = 0(Xs; 0 < s <t).

Demostracién. Claramente {&;(5),t > 0} es adaptado a la filtracién (F;)s>¢. Como
X tiene incrementos independientes y estacionarios, tenemos

E[E14(8) | Fi] = E [£(B)e XX =003 F ]

— gt(ﬂ)E [eﬁ(XtJrs—Xt)e—w(/B)s]
_ E(BE [¢#] O
= 575(5)-

Por lo tanto & es martingala.
O

El hecho de que E [£(8)] = 1, para toda t, ¢ > 0, el proceso se puede usar para
definir una nueva medida de probabilidad, dP?/dP, sobre la o-algebra JF;, es decir,
puede ser utilizado para llevar acabo un cambio de medida en (X, P,), de la siguiente
manera

dP; &(B)

T

dP, |, ~ &(B)

=exp{B(X; —z) —Y(B)t}, t>0. (2.1.2)

Teorema 2.1.2 Sea 3 > 0. Entonces el proceso (X,P?) es un proceso de Lévy es-
pectralmente negativo con exponente de Laplace, 1g(0), dado por
)

Vs(0) == v(0 + B) — v(B),
para toda 6 > —[3.

La demostracién se puede consultar en [[7], Corolario 3.10].

La transformada de Esscher también es valido con tiempos de paro.

Corolario 2.1.3 Bajo las condiciones del teorema (2.1.3), si T es un (F);>o-tiempo
de paro, entonces

dP?
W . - 57'(5)7 en {T < 00}7

dicho de otra manera, para todo A € F,, tenemos

PP(A, 7 < o00) =E []]-(A,T<OO)ST(B)}
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Demostracién. Por definicién, si A € F,, entonces AN {1 <t} € F;, asi

PY(AN{r <t})=E
=k
=k
=k

Elpantr<en]

E [&1iantr<ay | F7]]
Liant<nE [€ ]| Fr]]
Liangr<epyér] s

o

en la ultima igualdad, es porque &; es martingala. Tomando el limite cuando ¢ se va

a infinito y por el teorema de convergencia mondtona, se obtiene el resultado.
O

2.2. Distribucién del Minimo y Maximo.

Veamos algunos hechos importantes acerca de la ley del supremo e infimo del
proceso X, que nos sera util mas adelante.

Lema 2.2.1 (Lema de Dualidad) Para cada t > 0 fija, definamos el proceso in-
vertido en el tiempo
{ X — X : 0< s <t}

y el proceso dual,
{=Xs: 0<s<t}.

Entonces los dos procesos tienen la misma ley bajo P.

La prueba se puede ver en [[7], Lema 3.4].

Lema 2.2.2 Para cada t > 0 fija, se tiene que los vectores
(Ytayt - Xt) Yy (Xt - X, —Xt)
son igquales en ley.

Demostracion. Definamos )?S =Xy —Xg_g—para0 < s <ty Xt = Info<s<t )?S.
Usando la propiedad cadlag de la trayectoria de X, deducimos que

(X0 X - X) = (%, - X, -X,)
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casi seguramente. Usando el Lema de Dualidad tenemos que {)?5 1 0<s< t} es
igual en ley a {X,: 0 < s <t} bajo IP. Por lo tanto,

(X0 X = Xi) 2 (X — X, —X,).
O

Definicién 2.2.3 Definimos a la funcién ®(g), como la raiz mas grande de la ecua-
cién () = g, es decir

O(q) =sup{A >0 : ¥(\) =q}, para toda g > 0. (2.2.1)
Recordemos que, para x > 0, el tiempo de paro 7,7, estd definido como

S =Mf{t>0: X; >z},

que también es llamado el primer tiempo de pasada.
Teorema 2.2.4 Para cualquier proceso de Lévy espectralmente negativo, con q > 0,

E [e’qu; Th< oo] = %7 (2.2.2)

donde ®(q) estd dado por .

Demostracion. Fijemos ¢ > 0, usando que X es espectralmente negativo, X + =z
en 7,7 < ooy E[&(P(q))] =1, tenemos

E [e‘I’(Q)thqt ‘ .FT;-} =K [H(T;Zt)eq)(q)Xtiqt | JT_'T;_:| + E [H(T;<t)€<1>(q)thqt } -Fﬁ,—;':|
— _ _7_+
= Loy @ 4 1 4 P @DTIVE [eé(qxxt Xpmat=r) FT;]
= Loy PN 4 Ay e E [eq’(qxxt*&;*q“ﬁ >]

— H(szt)eq’(q)Xt—qt + ]L(T;r<t)e<1>(Q)w—qT$

_ +
_ eq)(q)Xt/\T;F Q(t/\Tz)

Y

donde en la penultima igualdad usamos el corolario [2.1.3, Tomando esperanza, del
lado izquierdo tenemos

E [E [eé(q)Xt—qt | fﬁ]] —F [eé(q)Xt—qt] 7
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y del lado derecho
E [eé(q)XtA,; —q(t/\n?)] .

Por lo tanto
1—F [ed)(q)Xt—qt] _E [G‘P(Q)th;—q(mi)} ‘

L ()X, 4 —q(thrd
Ahora, observemos que X, + < w, lo cual implica que e (@)X, —atAT) < e®@z

aplicando teorema de convergencia dominada cuando ¢ tiende a infinito, obtenemos
E [@N@%qﬁ-’] —1,

por lo tanto
E [e—qﬂ — %@z

O

A partir del resultado anterior, podemos decir como es la distribucién del supremo
del proceso X . En lo siguiente, una variable aleatoria exponencial que tiene parametro
cero, se entiende como un valor que es infinito casi seguramente.

Corolario 2.2.5 Supongamos que ¢ > 0 y sea e, una variable aleatoria exponen-
ctal con pardmetro q que es independiente de X. Entonces X, tiene distribucion
exponencial con parametro ®(q).

Demostracién. Primero supongamos que ¢ > 0, entonces

P(X,, >z)=P(r} <e;) =E [e_q“j]l +

T <OO:| .

Por lo tanto, por ([2.2.2))
P(X., > z) = e *@2,
En otras palabras, qu tiene distribucion exponencial con parametro ®(¢q) para ¢ > 0.
Para el caso ¢ = 0, tomamos el limite cuando ¢ tiende a cero en el caso anterior.
Notemos que e, es igual en distribucién a %el, asi, gracias a la monotonia de X, la
continuidad de ®(q) y el teorema de convergencia mondtona,

]P)(yoo > .T) = lim P(yqﬂel > x) = lim €_®(Q)$ — 6—@(0):5.
ql0 ql0

Esto concluye la prueba.
O

Para estudiar la ley del infimo, necesitamos introducir la siguiente martingala,
conocida como la martingala de Kella- Whitt.
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Teorema 2.2.6 Sea X un proceso de Lévy espectralmente negativo con trayectorias
de variacion acotada. Para cada 6 >0 y x > 0, el proceso

t ~ ~ —
My = zp(@)/ eI Ve=X)gs 4 1 — e 0XNVe=X) _ (X, vz), t>0
0
es una P-martingala respecto a F.

La demostracién se puede consular en la pagina 98 de ([7]).

La ley del infimo del proceso X no es tan simple como la del supremo, en el
siguiente resultado vemos como es su transformada de Laplace.

Teorema 2.2.7 Supongamos que e, es una variable aleatoria con distribucion expo-
nencial de parametro g > 0 independiente del proceso X. Entonces para toda 6 > 0,

ox, ] _ 40— 2(q)
Bl ] = Sonm - g (223)

El caso 0 = ®(q), se entiende como limite, es decir, la expresion del lado
derecho es q/®(q)' (D(q)).

Demostracién. Tratemos primero el caso 0, ¢ > 0y 0 # ¢(q). Sabemos que por
dualidad X, — X, L —X,. Consideremos la martingala de Kella-Whitt,

t _ — —
M, = (0) / e fXemXods 41 — 70X g,
0

y observemos que E[M;] = 0. Sea e, una variable aleatoria con ley exponencial de
parametro ¢ > 0 independiente del proceso X, entonces

E[Me,] =v(0)E { /0 ! e_a(Xs_Xs)ds] +1-E [e—mw—xeﬂ} —0E [X.,]. (224)

utilizando el hecho que qu tiene distribucién exponencial con pardmetro ®(q),

E X = 5
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por otro lado,

E |:/eq e—B(YS—Xs) :| E |:/oo/ qe —que —0(Xs—Xs) dS dU:|
0 o Jo
=K {/ / qge e XS_XS)duds]
0

:EE/ qge” e —0(Xs— Xs)dsl
q LJo

— EE _6_0(Y€q _Xeq):|

q
1 -

=-E eaﬁeq] )

q L

donde en la tultima igualdad se utilizé el Lema [2.2.2] Esto implica que la ecuacién
(2.2.4]) es equivalente a

0= @E [e —eq] +1-F [e@eq} @?q)’
esto es,
0) - ox 0 —2(q)
() el -5

Por lo tanto,

E [ee&q} _ 90 —-2%(q)
®(q) (1(0) — q)
Para el caso 8§ = ®(q) y ¢ > 0, obtenemos el resultado a partir del caso 6 # ®(q),
tomando el limite cuando 6 tiende a ®(q).

O
Observacién 2.2.8 Sabemos que, si ) (0+) < 0, entonces ®(0) > 0, asi,
, q
lim —— =0,
a0 ®(q)
también, si iﬂ'(O—i-) > 0, entonces ®(q) — 0, cuando ¢ — 0, en consecuencia,
, q /
lim —— = ¢ (0+4).
g~V O
Por lo tanto, st hacemos que q tienda a cero en la ecuacion , tenemos que
0 i ¢’(o+) <0
E [e/%e —{ 2.2.5
= Voo sivon =0 (229
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2.3. Construccion de Funciones de Escala.

Definicién 2.3.1 Para un proceso de Lévy espectralmente negativo, X, con expo-
nente de Laplace ¢, definimos una familia de funciones indexadas por ¢ > 0,

W@ R — [0, 00),

de la siguiente manera. Para cada ¢ > 0 definimos a W@ como la tUnica funcién
continua por la derecha tal que, para x > 0, su transformada de Laplace estd dada
por

S @ (g x:—l
[ = g 820

y W(Q)(x) =0 para = < 0. Si ¢ = 0 escribiremos simplemente W en vez de W,

A las funciones W@ se les conoce con el nombre funciones q-escala y la existencia
de dichas funciones se dard en el siguiente teorema.

Las funciones g-escala es la herramienta principal para el estudio de las identida-
des correspondientes al problema del cruce de barrera. A continuacion veamos que
dichas funciones g-escala existen.

Teorema 2.3.2 Para todo proceso de Lévy espectralmente negativo con trayectorias
de variacion acotada, las funciones q-escala existen para toda q > 0.

Demostracién. Supongamos primero que ¢'(04+) > 0 y ¢ = 0. Definamos a W (z)
como

W) = P (X > 0)

Observemos que para toda z < 0, X < 0, asi, P, (X, > 0) =0, es decir, W(z) =0
si z < 0. W(x) es cadlag, ya que P(—X__ < z) es cadlag, pues es una funcién
distribucidn, en consecuencia, W(x) es cadlag y no decreciente.
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Ahora veamos que su transformada de Laplace es precisamente 1/1(3).

/OOO e PTW (z) dx—/ w0+ e PP, ( X <z)dzx

(=X € dy)dx

/ / 5””de ~ X, €dy)

)/ e P, (—X . € dy)

E [eﬁﬁw} :

0
1
U0+
1

~ Be(0+)

Por otro lado, recordemos que si ¢'(0+) > 0

 [orxe] = YOO8

Asi,
1

/000 e PPW (x)dx = 20

Ahora tratemos el caso cuando g > 0y ¢'(0+) < 0. Definamos
w@ .— eé(Q)qu)(q)(x),

donde Wy () juega el papel de W para el proceso (X, P®@) y su exponente de Laplace

S}

Va(g)(A) = V(A + @(q)) — ¢,

con 1 el exponente de Laplace del proceso (X, P). Observemos que iy, (0+) =
' (P(q)) > 0, asi, Wy(g estd bien definida. Calculemos la transformada de Laplace

para 5 > ®(q),
| e = [T ey @i
0 0

:/ e~ (B—®(a xW o) (x)dx
0
1

" Yo (8 — 2(q))
1

G
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Esto completa la demostracién para el caso ¢ > 0y ¢/(04) < 0. Notemos que, para
el caso ¢ > 0y ¥'(0+) > 0, la justificacién anterior es valida, ya que en este caso
también se tiene ¢g ) (0+) > 0.

Falta por analizar el caso ¢ = 0 y ¥'(0+) = 0. Como Wg) es no decreciente y
continua por la derecha, podemos pensarlo como una funcién de distribuciéon de una
medida, abusando de la notacién llamémoslo Wg (g (dz) a la medida inducida por
Wa (g (2). Usando integracién por partes, tenemos

/ e_mW@(q)(m)dx:/ 6_6“"/ W) (dy)dx
0 0 0

_ / / e AWy (dy)
0 y
1 [~

== / e P W) (dy).
B Jo

Esto es,

) B
B Wi (dz) = .
Amf v (d2) = 7

Como ¢'(0+) = 0, entonces ®(0) = 0, lo cual implica

L o) (9) = im (45 + ©(0)) — ) = ¥(9).

Asi,

en consecuencia

, _ B
lim e PP, dr) = ———.
a0 J10,00) (I)(q)( ) ¢(ﬁ)

Por el teorema de continuidad extendida de transformadas de Laplace, existe una
medida W* tal que W*[0, z] = limgyo Waeq) () ¥

By () — D
/[O’Oo)e W*(dx) o6

Por lo tanto la distribucién que es continua por la derecha, W (x) := W*|0, z|, satis-

face - .
— Bz dr — —
[ e =
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para > 0 y esto concluye la construccion.
OJ

Una consecuencia inmediata de la definicién anterior es el siguiente resultado.

Corolario 2.3.3 Para toda x > 0,

P (—Xeq € dx) = %W(Q)(drﬁ) — WD (z)dz. (2.3.1)

(q

Demostracién. Usamos el hecho

o] :q)%(e—@( ?) - [erpx, e

Q)((0) —q)
Tenemos
¢0-2(q) ¢ 1 ¢
() ((0) —q)  P(q)v(O) —q »(0)—q
_i e W D () dr — e W D (£ dr
—q)(q)/ WOa)do —g [ =Wy
— q)— ez (@) (dx) — q/e_emW(Q)(a?)d:E
e ( W@ (dz) — qW(q)(:L')dx) :
Esto es

/ eP(-X, €dr) = / et (ﬁw@(das) - qW(q)(a:)dx) .

Por lo tanto, concluimos

_ ~ 1 W@ (g — @
IP’( X, € dx) @(q)W (dx) — qW'9(x)dx.
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2.4. Aplicaciones de Funciones de Escala.
Recordemos que para toda a € R,
i=mf{t>0:X;>a} y 7, =Wf{t>0: X, <a}.

Para cada g > 0, definamos la funcién Z@ de la siguiente manera,
Z9D(z) =1+ q/ W@ (y)dy.
0

El siguiente teorema, es el resultado principal de este capitulo, en el cual se pretende
presentar una versién mas general en el sentido de la definicién del tiempo de ruina,
To -

Teorema 2.4.1 (One-and two-sided exit formulae) .

(i) Para toda v € R y q >0,

E, [e—%* 1 {TO_@O}} = Z@(z) — gpg—(‘])wﬂﬂ(m), (2.4.1)

si ¢ = 0, entonces q/P(q) se considera como el limite cuando q tiende a cero,
en este caso tenemos

_ [ 1= (0H)W(z) siy'(04+) >0

P, (m5 < 00) —{ 1 §i 90 (04) < 0. (2.4.2)
(i1) Para toda v < a yq >0,
W@ (z)
—qra _

E, [ ] W@ (2.4.3)

! ()( )

_ W (x
—q7, B — 7@ () _ 7@
E, [e 1 <Ta+}] 20() = 290 g (2.4.4)
Demostracion.

(i) Usando el hecho de que la variable aleatoria e, es independiente del proceso,
tenemos

Ple, >71,) =E [e_qTO_ ﬂ{rg<oo}] :
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Asi, usando el corolario anterior

E, e_qT(;]l{TO_<oo} = ]P):L‘(ep > TO_)
= Px(iep < 0)
= 1_P<_Xep S.T)

9yt Rt
:1—ww()($)+9/0 W@ (y)dy

= 7@ (g) - %W(Q)(x).

Esto completa la demostraciéon para el caso ¢ > 0. Si ¢ = 0, tomemos el limite cuando
q tiende a cero en el caso ¢ > 0. Si ¢/(0+) > 0,

, qa
lqlﬁ)lw = ¢’ (0+),

ya que ®(0) = 0. Si ¢'(0+) < 0, entonces ®(0) # 0, en consecuencia

, q
lim —— =0,
a0 B(q)

y por otro lado Z(®) = 1, por lo tanto,

_ [ 1=y (0H)W(z), siy'(04+)>0

Pulro < o0) = { 1, si 1 (0+) < 0.

(#7) Probemos la ecuacién (2.4.3)). Primero veamos el caso cuando ¢ = 0y ¢'(04) > 0.
Para esto, tenemos que

(2.4.5)

1
W)= g (e 2 0.

Calculemos P, (X > 0) para x € [0, q]

— Egg []]-{TJ<TJ}IP>IE (Koo > 0}-F7-‘j')] +Em |:IL{T(;<T;L}P$ (Xoo > 0|‘Fﬂ:r)i|

=P (Xoo 2 OBy [Ty | 4 Bo [ Lty B (X0 2 0] 7).
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observemos que el segundo término de la igualdad anterior es cero, pues en el evento
{7'0_ <7t }, el infimo del proceso es menor que cero, ya que al ser el proceso de
variacion acotada XT(; < 0. En consecuencia

P, (X >0) =P, (X, >0)E, [1{7;%,}} =P, (X, > 0P, (rf <75 ),

esto es P (X >0) W( )
P, (1} <75) = o= = 0
(<) = x50 Wi

Ahora veamos el caso ¢ > 0. Para ello usaremos la transformada de Esscher. Dado
que X 1 = ay g, (0+) > 0.

—qrd _ ®(q)(X_4—)—qra —®(q)(a—x)
Ex [6 a :H_{T;<TO_}:| —Ex [6 a 1{7j<7—0_}] e q

—e~ PP (1 + < 1)

_W(q)(:p)
- WW@(a)’

donde en la tercera igualdad se aplicé el caso anterior pero con la ley pr@, Asi,
tenemos que para q > 0,

- W@ ()
E, [ | = W@ (2.4.6)

Finalmente, veamos el caso, ¢ = 0 y ¢/(0+) < 0. Para esto, tomamos el limite g | 0
en el caso anterior, es decir, en la ecuacién (2.4.6)), del lado izquierdo, usando teorema
de convergencia monotona, tenemos

’ — 7'; _ J— -
l;g)lEx [e q II‘{TO_>T;_}:| =E, |:1{T(;>T(j_}:| =P, (7';r <, ) .

Por otro lado, por el teorema de continuidad extendida para transformadas de La-
place, sabemos que limite W(x) existe cuando ¢ | 0, mas atin

lim W@ (z) = W (z),
q{0
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por lo tanto, para ¢ =0y ¢'(0+) <0

P, (7‘;r <Ty ) =
Esto concluye la prueba para la ecuacion .
Por 1ltimo, probemos la ecuacion . Observemos que
Eo |07 U cag) = B |77 L oy | B 70 Lz
asi,
Eo (670 1 ety | = Be €770 Ui cog| = B |67 1] (2.4.7)

Usando la propiedad de Markov fuerte en 7,7 y nuevamente el hecho de que X+ =a,
Vemos

E, |:€qu(; ]1(7—,j'<7—0_):| =[E, _Ex |:€—q‘r(; ]1(7';'<7'0_) ‘ FT;_]:|

- Ew _Ex |:€—q’r;'—q(70_ e )]]‘(T;<7'0_) ‘ ‘FT;_]}

por lo tanto
—qT, — T; —qTy
K, [e e ﬂ(r;«g)} = E, [6 ! ]l(nf«a)] Eq [e " ]1<Ta<oo>} :
Regresando a la ecuacién ([2.4.7)), tenemos que para g > 0,

—qT, —qT, —qT, - 7';"
o [6 " ﬂ(r&«i)] = o [6 " IL(TJ<<>O)} — K [6 " ﬂ(n;<oo)} E, [6 ! 11@«5)}

(D (g
= 7@ (g) - %W(Q)(l’) _ g/(q_)gai (Z(Q)(a) _ _%W(q)(@)

Concluimos, para g > 0,

E, |e9% Ly ooty = 20(2) ~ 29(a)
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Para el caso ¢ = 0, tomemos el limite cuando ¢ tiende a cero en la ecuacién anterior,
entonces por el teorema de convergencia monotona,

l;’gl E, [e_qT(; 1(70*<Tj)} =P, (ry <7.),

y del lado derecho, por el teorema de continuidad extendida para transformadas de
Laplace,

lim (Z(q) (z) — Z9(a)

W@)\ . W(z)
ql0 )_ B

W (a) W(a)

La cual termina la prueba.
O

Otra de las cosas que nos va interesar en el siguiente capitulo es lo que a conti-
nuacion se menciona.

Observaciéon 2.4.2 De la ecuacion , tomando el limite cuando a tiende a
infinito y usando teorema de convergencia dominada, obtenemos

lim E, [e_qTO_ IL(

a—0o0

):| - ]Efa: |:€_q7—0_]]_(

Ty <rd Ty <oo):|

ast, combinando lo anterior con la ecuacion , tenemos

@D (q
e (Z(” (@) - Vi(q)((a)) W<q><x>) = 79@) = W)

Por lo tanto ( )( )
Z\9(x q
Ii = ) 2.4.
e W@ (z) — ®(q) (248)

Definicién 2.4.3 Definimos al operador de Dickson-Hipp, 7., de la siguiente mane-
ra,

Tof(x) = /0 T ey + 2)dy,

para toda r de tal manera que la integral converja.

Teorema 2.4.4 FEl operador de Dickson-Hipp cumple la siguiente identidad,

1
d%ﬁw(q) (z) = (—1)l(l!)7?+1W(Q)(x), [=0,1,--- (2.4.9)
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La demostracién se puede consultar en la pagina 393 de ([16]).

Lema 2.4.5 Sea ¢ > 0 y c € R tal que |1(c)| < co. Entonces
W@ (z) = eW =¥ (1), (2.4.10)
para toda x > 0.

Demostracion. Tenemos que

1

* Bey@) _
A e W e)dr = rmy Ty

por otro lado,

/ " e O () = / " = =0 ()
0 0

1
"B ) —q+9(c)
1
() —q

Comparando las transformadas de la Laplace, concluimos que

W@ (z) = ecmWC(q’w(c))(x).

0
Un resultado mas general que (2.4.4) es el siguiente.
Teorema 2.4.6 Sea r > 0. Entonces para toda x € R y q > 1(r) V0,
E, [e%”xm‘ 1o < oo] (2.4.11)
. q—(r) (@)
="+ (q—Y(r e”/ e TPW D (2)dz — ——L WD (),
( (r)) i (2) 3(g) —r ()
Yy, para 0 <z < b,
E, {e_qTOHXTo o <7 | =€+ (¢ —w(r) e”/ e W9 (2)dz (2.4.12)
0

D (k- vy [ W)
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Demostracién. Como r > 0, entonces [(r)| < oo, asi, haciendo el cambio de
medida bajo la transformacion de Esscher y la ecuacién (2.4.1)), para toda > 0

—qr, +rX __ _ —qr_+r(X_— +x)
E, {e 0 05T, <oo}:Ele Tme 7o, < 00

—qT_, —H"XT,

=R [e 2T, < oo] .

donde p = ¢ — ¥(r) > 0. Asi

Ex e*qT(;+TXT()—;T()_ < OO:| — T (Z(p)(x) _ p W(p) (17)) .
Por otro lado observemos que,

D, (p) =sup{X >0 : ¥,(\) = p}
=sup{A >0 : (A +7) —2(r) =q—¢(r)}
=sup{0 >0 : ¢(0)=q}—r
=0(q) — .

Usando que W, (z) = W00 (2) = e=me W @) (z),
ZW(z) =1 —|—p/m e WD (2)dz,
0
en consecuencia,
E, {eqTO_MXTO_ 1Ty < oo]

o (1 (g ¥(r)) /Ox eJ”ZW(q)(Z)dz . ?I)(:];ﬁirzerzw(q)(x)) ’
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que es precisamente lo que queriamos probar.

Para la ecuacién (2.4.12]), observemos que

Ao X~ +
E, {e 057y < T

—qTy +7“X_r_

_ fq7'07+7"X_r_ _
:Ex{e 0;7'0<oo}—Ex{e 0;7'b+<70}

—qry +rX _ P _ —qTy +rX _ _
:Ez[e 0 TO;TO<OO:|—Ex|:6 qu;TbJ“<7'O]IEb[e ¢ 057, < 00

="+ (qg—Y(r))e” /I e WD (2)dz
0

g (s [ wron)

Esto termina la prueba.

Notemos que,

E. {eqTOMXTo_ Ty < oo} =e"" 4+ (¢ —Y(r)) e (/000 e W9 (2)dz — /OO e‘”W(‘Z)(z)dz)
_q_—w(mw(q) (z)

®(q) —r
g o) e (g - [ e
G
— e [ e - Lo
— ()~ ) (TW) + s W)

—qry +rX _
E, |e 057y <00
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De manera analoga,

—qTy +rX _

—qT, +7'X
=FE, [e O Ty < o0

—qTy +7’X

por otro lado, condicionando sobre ]—"Tb+ y haciendo céalculos similares a los anteriores

—qry +rX __ ot _ —qry +rX - _
Ex[e ’ 0Tb<T0:|:E$[6qu;T;<TO]Eb|:€ ’ 70;7'0<oo}

o W(q) ([E) —qTO_—l—rXT,‘ _
_—W(‘J)a)) b 03Ty < OO .

Entonces, usando ([2.4.13)), tenemos

—qrg +rX_— o +
E, le 05Ty < T,

W@ (7)
T W)

1
(q) —r

—qry +rX - _
=E, [e 07 <00

— () — ) <ﬁW(q)(w) n

W@ (z)
W@ (b)

_ <7;W

Esto es, para toda 7 > ®(q),

E, {e o < Tb:| (2.4.14)

W (x)
W (b)

— 00 = ) (TWO) - o T )

Las ecuaciones (2.4.14)) y (2.4.13)) seran de gran ayuda en el siguiente capitulo.




Capitulo 3

Modelo de Riesgo de Seguros con
Implementacion Tipo Parisino.

Recordemos que X = (X;,t > 0) denota al proceso de Lévy espectralmente
negativo de variaciéon acotada, lo cual se puede escribir como

Xt = CLt—O't, (301)

con o un subordinador sin deriva.

También, recordemos que la funcién g-escala, W@ es la tnica funcién continua
no decreciente con transformada de Laplace

R _ 1
/Oe W9 (z)dz oD =q

donde ®(q) =sup{A > 0: ¥(\) = ¢}. También definimos

para 0 > ®(q),

ZW(z) =1 +q/ WD (2)dz, para z € R.
0
h=mf{t>0: X; >z} yr, =if{t>0: X; <z},
para toda x € R.

En los textos clasicos de teoria de riesgo, se define el tiempo de ruina para un
modelo de riesgo, X;, como sigue

7, =inf{t >0, X; <0}.

61
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En este trabajo se considera el tiempo de ruina, de tal manera que permita al pro-
ceso pasar un tiempo aleatorio por debajo del nivel cero antes de declarar la ruina,
esperando la recuperacién de la compania.

A continuacién, definimos el tiempo de ruina parisino. Usaremos la convencion inf () =
00.

Consideremos, (ek)x>1, una sucesién de variables aleatorias positivas, independientes
e idénticamente distribuidas. Sea

To1 =79 =mf{t>0: X; <0},
el primer tiempo en que el proceso Xy, entra en (—o0,0) y
Tgtlzinf{t>7(;1 : Xt>0},

que es el primer tiempo, después de 7, en que el proceso entra en (0, 00). Recur-
sivamente, definimos dos sucesiones de tiempos de paro (15, )k>1 ¥ (797 )k>1 de la
siguiente manera, para k > 2,

T&k:inf{t>7'5fk_1 : Xt<0}
TJk:inf{t>T&k : Xt>0}.

Definicién 3.0.7 El tiempo de ruina parisino, 74, se define como sigue,
e kq
Td "= Ty k, + e,
donde
kq=1inf {k>1: T(;k%—elj <TOJ’F,€}.

Ver figura (3.1)).

Los siguientes resultados que presentaremos es una generalizacién de los proble-
mas de salida con dos barreras, esto es, cuando 7, el primer tiempo de pasada por
debajo del nivel cero, es sustituido por el tiempo de ruina parisino 7.

Teorema 3.0.8 Sea X; un proceso de Lévy espectralmente negativo con trayectorias
de variacion acotada. Entonces, para cualquier x < by q >0
H{ (x)

E, [e_qT;; Tb+ < Tyl = —S——,
H{" (b)
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X

-50
I

0 20 40 60 80 100

tiempo

Figura 3.1: Ejemplo ilustrativo del tiempo de ruina tipo parisino. En este caso la
ruina ocurra en 7, + €3.

donde
W9 () —qTy —qr. R + :
H(q)(l') o w4 (0) |:1 — ]E() |:€ 47y ]EXT(; |:€ 4Ty y To < ed:| 3 To < Ty :|:| , Sl Z 0
d =
Eq [Q_QTJ; 70 < ed} , six<0.

Demostraciéon. Supongamos que x > 0, tenemos

—art —art ot
E, [e s f < Td] =E, [e T L e crty Ty < Td] + E, [e G0 ]1(71,*<70’)]

w (@)
_ (2) L E, [e—quﬂ(

.t
T(;<Tb+)’ Ty < Td] :

Veamos que pasa con el segundo término de la expresion anterior, primero notemos
que

_ 7.+ i _ (7_+_7.+)_ 7.+
Ee |67 Ly <ri) Ly <r) |7m*} =B [6 BT s ety Lt <o L <e) \FTJ]

—or gt
=0 Lt ey Ly <ty Bo [e o ]1<T;<Td>]
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y
Er [0 Lot o Uiy <ty | P | =B |70 70700 Ly 1o oy | P
= L B [T T | F
—e 170 ]1(7(;<TJ)EXT(; [e_qTJ]l(To*@d)] '
Entonces
E. [0 L s 7 <

[t ey
e EI (& 4Ty 1(7J<ed)1(707<7;):| EO |:€ qTy, 1(7-;<Td)i|

1A o
(r5 <mh) |f70— | ] Eo [e m ]1(7;<Td)]

En consecuencia

E, |e ™ ; < Td] (3.0.2)

W(q)<x) —qTy —qrg - —qr;}
~ W@(b) +E, [6 By [6 o ﬂ(T;<ed)] iTo < Tbﬂ Eo [6 o ﬂ(r,j«d)]

Tomando = = 0 en la expresion anterior, tenemos
e
E, [e T Tb+ < Td:|

W(q)(o) _
_ —qT
= W(q)(b) +Eo |:6 0 ]EXT(;

ot _ —art
[6 o ﬂ(fg<ed)] To < le_] Eo [6 o ]l(rb*<m)] :
Esto implica

- W(q)(o)
o W@ (b)

Eo e_qu+;7_b+ < Tdi| [1 —Eg [e‘qTO_EXTa [e‘ngr H(T(;L<ed)i| 1Ty < T;H

es decir,

Eo [e_qT;;TbJr < Td] = , (3.0.3)
H,
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sustituyendo esto en la ecuacién (3.0.2)), tenemos

E, [e 7% ; h < Td] (3.0.4)

W@ (z) E, [e‘qTO_]EXTO_ |:€_q7—6~_;7'6~_ < ed} 1Ty < 7';—]
~wae) " HY (1)

Ahora, observemos que, usando la propiedad de Markov fuerte, tenemos la siguiente
igualdad,

—qrt —qTn —q(rf -7~
Eo |e™% Loy oty Linp np] = Bo |77 Lot Bo |70 "0 0oy | P ||

=E, [e‘qTO_]EXT(; [e_‘”gr; T < ed} 1Ty < Tlﬂ . (3.0.5)
Por otro lado, para 0 < x < b,
_qrt
IE'O |:€ 7 ]]‘(T(;<T;)]]‘(T8L<Td):|
—agrT —arT
= Eo [6 "0 Ly <r) Vg <r Ly ;*)} + o [6 " ﬂwg«bﬂ(ﬁm)1<TJ>T;>}

_ 7_+ _ T+
— EO |:6 970 ]]'(T(T<Td):[]_(7_07<7_;)i| + EO |:€ q7o ]'(7—07<7—;>)]]-(T(T<Td):[]_(7_07>7_;)j| . (306)

Analicemos el primer termino de la expresién anterior condicionando con ]-"TO—,

—qrt [ _ To —q(r T —77
Eo [6 " 1<ré<m>1<ra<r;>} =Eo |67 Ly ooy Bo [6 B |7n{”

[ iy —qrT
=B e L ot Bix [e " IL(ro*<ni>”

- . B
=Eo|e” Ex _ [e q70;75r<ed};70 <7';_].
L 0

En seguida, examinemos el segundo termino de la ecuacién (3.0.6) condicionando
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sobre F_+

1

E, [e—%* I, 1

T(;<Tl)+) (7'0+<Td) (TJ>T;)i|

- Tz+ — 7'+—7'Z+
=E, [e q 1(70*>T;)]E0 [e a(7g )I[(T(;<T;r)]l(7_0+77_;r<7_d7,r;) |./_"T;r”
- T; — T+
= Ko [‘3 ! 1(75»;)} E, [6 e ]1<75<T:>1<ro+<m>]
WI0) o T [ —grt
= Wq(x) Em -Ez |:€ 470 1(T6<T:)1(T6~_<Td) |.F7_O—i|j|
)

o= gl —m5)
= Wagg) e (¢ Lo < B [6 Tty <ray) VTJH
Wq<0) —qTy —qr
- Wa ilf) T _6 7o ]]'(707<TJ)EXT07 [6 7o ]]'(TJ<Td):|:| :

Después de los calculos anteriores, tenemos

+ - +
- _ - —arg . R
Bo {77 1(7&<TJ>]1<TJ<TCZ>} =Eo [6 T Ex [e T < ed} 7o < Tﬂf}

W0 -
( )]E [e_‘”o Ex _ [e‘qTSF;TJ’ < Td] Ty < T;_] .
70

T Wa@)

Comparando esta expresion con ([3.0.5]), obtenemos

g gt _
Eo[e Mo Ky [e qTO;TJ—<€d};TO <7'b+}
7o

g gt -
:Eo[e ToEy [e qT0;76“<6d};TO <Tgﬂ
70

Wq(o) —qT, —qr” —
S
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En consecuencia,

o —art _
E, [e Mo Ky [e qTO;T(T<ed] i 7o <7'b+]

7o

= Wi B [ 1B [ <l <]
ey [ B [ <o <]

= ey [0 [ B [ < <]
e [+~ Ba [ [ < e <]
— @)~ W o)

es decir,

W@
—q7y —qry .+ e +| _ @ o ﬂ (@)
E, [e 0 EXT(; [e 07 < ed] Ty < T } = H,;" () W@ () H (). (3.0.7)

Regresando a la ecuacion (3.0.4), tenemos

W@ () 1 (H(q) (z) — W(q)(x) H(Q)(b))

WG " gOE W (p)

P
E. [e oot < Td] =

lo cual prueba el caso 0 < z < b.

Para z < 0, condicionamos sobre 7, y aplicamos la propiedad de Markov fuerte,

tenemos

P P P
E, |e qu;Tb”L<Td] :]Ex[e qTO;TJ<ed]EO[e qu;T;“<Td],

de esta manera, usando la ecuaciéon (3.0.3),

H(‘I)
B, |7 n) <] = %@

HY (b)

Lo cual completa la demostracion.
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Observaciéon 3.0.9 Si e; = 0, en otras palabras, es la variable aleatoria con dis-
tribucion degenerada en el cero, asi el tiempo de ruina es precisamente T, , que

corresponde al caso de ruina cldsico. De la definicion de H(gx), tenemos que

(9)
@ — W)
Hd (.Z') - W(q) <0>7
para x > 0, la cual implica

W(Q)(x)

gt gt _
E,|e qb,7b+<rd} :Ex[e qb,Tb+<T0 :—W(Q)(b)7

para x € [0, .

Ahora, veamos el caso cuando el proceso alcanza la ruina antes de que alcanza un
nivel b > 0 dado.

Teorema 3.0.10 Para el proceso de Lévy espectralmente negativo con trayectorias
de variacion acotada y x < b,

E, [e 7 7y < 7] = P (x) — PL(b), (3.0.8)

donde

WD (¢ g Cven o .
Péq)(:v) _ _—W(cng()? []Eo [e a7 EXT(; [e 1 ey < Tﬂ ;T < Tj” , six >0
E, [e7%; ea < 75 six <0.

Demostraciéon. Supongamos que x > 0, entonces

—qT, _ —(qT, —qT,
B, [e d]l(m«:)} =E, [6 ”(Tg«;)ﬂ(m«;)} +Es [e d1(76>7;)]1(Td<T§L)] -
Notemos que el segundo término es cero, veamos que pasa con el primer termino.

—qr, o —q7 —q(1a—75 )
Ex |:6 q d]‘(T6<TJ)1(Td<TJ):| _EZ‘ |:€ q 0 H(T(;<T:)EI |:€ q\7d 0 ]]‘(TdfToi<Tb+*Toi) “FTJ:|:|

—E, [e*qra Loy < Bx [e’qfd]l(Td<T;)H (3.0.9)
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Para la expresion, ]EXT(; [e*‘mﬂ(mq } hay dos casos, o pasa {ed <7 } 0 pasa

{eqa > 75}, asi,

]EXT(; [e_qul(TfKTzf)] :]EXT(; [6_q7d1(7d<ﬁ,+)1(6d<70+)} +EXTO* [e_quﬂ(Td<Tb+)l(ed>T )]
:]EXTJ |:€_qu:[]‘(8(1<7'0+):| —I— ]EXTJ |:@_q7—d]]_(Td<Tb+):H_(ed>TJr):| .

Por otra parte,

1

EXTJ |:6_qu1]_( (6d>7-(3‘>)i|

—grt Ca(r—rt
:EX - [6 o 1(€d>7'o+)EXTO* [6 Ao )]l(Td*TJ<T;r*TJ)‘ ‘FTJ”

7o
—grt —ar
:EXTO_ |:6 7o l(ed>7’gL)] EO |:6 e d]l(Td<TgL)] :
Juntando ambas identidades,vemos
Ex [e—mﬂ(mm] (3.0.10)
—qe —qri
- EXT(; [6 ! dﬂ(ed<75r)] + EXT(; [6 o 1(€d>7+)} Eo [6 " dﬂ(Td<Tb )}

sustituyendo esto en la ecuacién (3.0.9)), obtenemos

Td<7'b+)

E, [e—mﬂ( 1

(Td<Tb+)i|
=E, [e_qTO ]1(7- <T+)EX [e_qedﬂ(edﬁﬂr)ﬂ

—qT, —qr" —qT,
+E, [6 o ]1(7 <T+)EX [6 o ]1(6d>T )” Eo [6 ! dH(Td<Tb+)] )

T <7'b)

Es decir,
E, [e 7y < 7] (3.0.11)
=E, |:€_qq—0_1]'(7'7<7’+)IEX.F0 [6 q dI]‘ (ea<tyh) :|i|
+E, |:€—q’r0 1 (1o <T+)EX [ ed>7' :H Eo |:€_qm]]‘(7d<'rb+) :
Tomando x = 0, en la ecuaciéon _, tenemos
Eo [e" 714 < 7' (3.0.12)

] i T R |

—qT, —qr" —qT,
+Eo [e T L Bx [e e ﬂ(emoﬂﬂ Ko [e ! dﬂ(ma:)] )
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esto implica,
iy —qT, —qr
Eo [e™7 7y < 7] [1 —Eo [e T Ly < Bx [e " IL<ed>To*>m

= Eo |7 L et B [Ty |-

En consecuencia,

Eg [e*qu;Td < Tlﬂ
IE:O [6_(17—0_ 1(7-07 <Tb+)]EX7—O_ [e_qed]l(ed<7'g)]:|
1 —Eg |:€qu(; ]]'(T(;<T;)EX - [eiq‘rgr]l(ed>7'0+)}]
7o

AR T S B st |
70

. W (@) (0)
T w@ () o —agrT
w o) 1 — Ko [e 0 gy <rhyBx [6 o ﬂ(edw)”
_ PP
H (b)
Por lo tanto @
P;”(b
Eo e 1q <7} ] = — d( )< >’
H," (b)

sustituyendo (3.0.13) en la ecuacion (3.0.11]), tenemos

E, [e*qT"l;Td < Tlﬂ
:Ex |:6qu0 1(7(;<TJ)EXTO— [eiqedl(ed<7€):|]

P (b)

—E, [6 47 1(TJ<T;F)EXTO_ [6 o 1(ed>"'gr)H

A continuacién, mostraremos que

W@ (x) @

7o

Eq [e_qTo_l(qu;)EX - [6_qed1(ed<70+)H = P(x) — WT)(b)Pd (b).

Usando las mismas ideas que en el desarrollo de (3.0.6)), tenemos que

Eo [ L5 < Lraers] =Eo [T Lz o [0,

:EO |:€7q7-0 1(7_0—<Tb+)EXTO_ [eiqedﬂ(ed<7_g-):|i| y

Td7T07<TO+7T07) |

(3.0.13)

(3.0.14)
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y por otro lado,
]EO |:€_qu1]'(7'07<le)]]‘@¢<7'0+£|
=Eo [e_ml(ﬂaﬁﬂ(m«ﬁ1(T&<Tz+)] +Eo [e_qmﬂ(fgdﬁﬂ(m<f§)1(f§>r§)}

=Eo [eiqmﬂ(m<n§r)1(n)‘<ﬁ)} +Eo [eiqmH(TJUJ’)1(m<To+)]l(TJ>TJ)} ’

pero
Eo [ rycnty Ly <ry| = Bo [ €777 Ly copyBo [0 oo [ F] |
= E, [e*qﬂ Loy < B _ [e’qu]l(quOﬂH . (3.0.16)
De la propiedad de Markov, vemos
Eo [e_qu:H'(T(;<T;)]]‘(Td<’r(;r)1]‘(7'07>7'z+)i|
]l(Td<TJr)_ }
L)

_eiqed]]'(ed<7'g')i| ]

Ty <‘rb+)

= EO _e_QT;:I]'(TJ>Tj)Ex [G_quﬂ(

(Td<7'8L

=Eo | ¥ 1 >r;>] B, [eﬂmﬂ(

To <Tb+)

~—

=Eo | L, :>] E. [efqﬂﬂw«:)EX

WO©) .- »
- W(Q)(x)Ex [6 o ]1(76<TJ)EXTO— [6 ! d1(€d<‘ro+)H

donde en la pentultima igualdad, usamos un calculo similar al de (3.0.16)) para probar
la igualdad y en la ultima se usa la expresion de la férmula de salida con dos barreras.

7o

Por lo tanto,

Eo |:€7qu]1(7—()_<7—;')1(7¢<73'):| =Eo |:€qu0 ]1(7—0_<T;')EXTO— [eiqu]l(Td<Ta_)]:|

W@0) 1 g ge
+W(Q)(g;)Ex _6 o H(TJ<T;)EXT(; [6 ! dﬂ(€d<7'(;r):|:| )

Comparando esta expresion con (3.0.15]), tenemos
Ko [67% Lirg <rnyBx [efqed%dco*)_ ]

=Eo |00 Ly o Bx ¢ e |

W(‘I)(O) . Cve
W () [6 70 Ly arnEx [‘3 ! dﬂ(e(m;)” )

_I_
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y en consecuencia

E, [e“”ﬂ Ex _ [e‘qed; eq < T(ﬂ 1Ty < TZ;L]
7o

_ w (@ ()

Il'—5’0 |:6qu0 ]l(TO_<T;—)EXTO_ [eiqedl(ed<73'):|:|

S T S
W(q)@) @

Sustituyendo la expresién anterior en (3.0.14{), obtenemos

W(q)<x) P(Q)( )

W@ (b) d

= Pi(@) -

E, [e‘q”; Ty < Tlﬂ :chq) (z) —

Fi2(b)

—qT, —qr"
_Ex |:€ o ]1(7—0_<le—)IEXTO_ |:€ o l(ed>7—6~')i|i|

Luego, usando (|3.0.7)),

W(q)(x) @
- W(‘Y)(b) Pd (b)
)

(g T (9)
_ <Hc(lq)(x) . %(q)( )Hc(lq)<b)) Py ((b)

E, [e™7 14 < 7] :Péq) (x)

(0)
:Péq)(@ . Hc(lq)(x)P(q)(b)_

Concluimos, que para toda 0 < x < b,

E, [e <)) = Péq)(w)
Ahora, supongamos que x < 0, asi
E, [e*q”; Tq < Tlﬂ
= ECE [e_qul(Td<T;)1(ed<TJ)i| + Ez |:€_q7d1(7d<7;)1(Tgr<ed):|

=B, [eiq‘rd]l(ed<7'6~_)i| +E, [Ex [eiquﬂ(Td<T;_)]l(To+<ed) ‘]:T(TiH ’
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pero

— T+ —q\ T, 7T+

=B, [ LB [ DL [P
gt —or

=E, [6 o 1(7J<€d)] Eo [6 ! d]l(Td<Tb+)] )

Entonces, usando la definicién de chq) (x)y H ((iq) (x) para z < 0, asi como la ecuacién
(3.0.13]), obtenemos

E, [e*q”; Ty < Tlﬂ
—qT, —qr” —qr,
=E, [6 ! dﬂ(ed<7'0+):| +E, [6 o IL(7'o+<eaz)] Eo [6 ! d]l(Td<Tb+):| ?

_ Hc(tQ) (@) H

— Py .
_Pd () Hc(lq)(b)Pd (b)

Por lo tanto, para x < 0,

_ HY (z
E. [ 73 < 777] = P0(a) — 2t plo )
H{ (b)

Esto concluye la demostracion.
Observaciéon 3.0.11 Andlogamente, como en la observacion anterior, si suponemos

que la variable aleatoria eq tiene distribucion degenerada en cero, entonces para toda
x > 0, tenemos

0)
& _W(‘Z)(O) (q)
<>(1 W) “)))
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en COTLS@CU(E’HCiCL,

H(Q)
E, [ 1y < 7,7 ] = Py (2) — =422 (“7)) P(b)

, W@ (x) _grt. o+ q W (z)
=290 gy B [ < (Z( - W<q><0>)

, W@ (z) W@ () . W@ (z) _
= 79 () TRI0) - @) (Z( '(b) — W(q)(())) pues Tq = Ty
_ 20() 20 <b>W<q>(x) (3.0.17)

que es precisamente la expresion al considerar 7 .



Capitulo

Aplicaciones.

A continuacién veamos dos ejemplos, primero cuando las variables aleatorias de

demora efl, son exponenciales y posteriormente cuando son Erlang mixto.

4.1. Caso Exponencial.

Supongamos que e4 es una variable aleatoria con ley exponencial de pardametro f3.
Entonces, usando ([2.2.2)), tenemos que para x < 0

E, [e’qﬁ; T < ed] = 2lath)z, (4.1.1)
Recordemos que 7, esta definido de la siguiente manera

Tt = [ e+ oy
0
Caracterizaremos a H, G(lQ)(x) y PCEQ) (x). Por el Teorema y 1} tenemos que

wia g PHBX - '
Héq)(x): W<q)%§§ [I—Eo [e 7 e 05T, <T;H, siz>0
e‘b(thB)a?’ Si v < O

Por otro lado, en el capitulo en la ecuacion ([2.4.14)), vimos que

W@ (z)
%740 (b)

1)
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De aqui, por definicién de T,

g P@HHX W (0)
Eo [e o e 0T < T ] =(¢+8—q (771»(q+/3>W(q)(0) - WT@)E(%B)W@ (z)
1w q>(0)
(9)
W@ (o
i E a0, (112)
En la segunda igualdad de la expresion anterior, se debe a que
> 1 1
gF W) = / e~ @B (D (Ndy = —_——
De esta forma,
gy X W (0)
EO |:€ 7o o ) < T;] =1- BW%(QJFB)W(Q)(:U)
Por lo tanto,
(@) BToraW'(x), siz>0
Hy"(x) = { (q+q@) siz<0 (4.1.3)

Ahora, analicemos el caso para P . Condicionando sobre F_ +, Vemos
E, [e_qed; 7'6“ < ed} =E, [e_qTJEO [e_qed] ;7‘5r < ed}
=E, [e‘qﬁ; T < ed] Eo [e7%] ,
de esta manera,
E, [e’qed; eq < TJ} =E, [e’qed] —E, [e’qed; T < ed}
s _grt -
= _E, [e qTO;T+<€:|]E e 9¢d
B+q o < ca] B[]
__ B e P
g f+q

—i _ »2(¢t+B)x
B+g (1 e ) .
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En consecuencia, sustituyendo esta expresion en la definicién de Péq)(x) tenemos

WD (z) —ar D(g+8)X .
P(q)(z) _ /gﬁq W@ (0) W@ o) Fo [ o (1 —e ) T, < T+] , siz>0
d S(1- q)(quﬁ)x) ’

At six < 0.
Pero, de (3.0.17) y (4.1.2)
Eo [e‘qTO_ (1 _ X ) T, < T;i|
W@ (0) W@ (0)
— 79(0) — () _ _ ()
= 290) ~ 3 290~ (1= B M ot WO (0)
W@ (0)

= _W(Q)(x) (Z(q)(x) - 57:}(q+5)W(Q) (33)) :
Por lo tanto,

Pl (2) = % (Z(Q) () — ﬁ'ﬁp(ﬁﬁ)W(q)(x)) , six>0

d % (1 - eq’(q+5)“’) , six < 0.
Como Z@(x) = 1 para toda z < 0, entonces para toda x € R,
g
P (z) = Tio (79() - BP (@) . (4.1.4)

Con esto, hemos caracterizado a PCEQ) y H C(ﬂ) cuando la variable aleatoria de de-
mora tiene ley exponencial de pardmetro .

4.2. Caso Erlang Mixto.

Otro ejemplo que consideraremos, es cuando la variable aleatoria e; tiene ley
Erlang mixto, es decir tiene por ley

T

flx) = Z ¢ifi(@),

=1
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donde, para cada i, ¢; es no negativo tal que Y .¢; = 1y fi(z) es la ley de una
variable aleatoria Gamma con pardametros (i, 3), explicitamente,

(Bz)™
(i —1)
De esta manera, su transformada de Laplace, que denotaremos por f (s), es

f(8)=C< 0 ) (4.2.1)

B+s

filx) = e

con
'
= E 2"
n=1

Recordemos la formula de Bruno, que es una generalizacion de la regla de la cadena
para derivadas de orden superior. Para dos funciones f y ¢ diferenciables, se tiene
que

d@n Zf z) . ( (1)(9),g(2)(9), .. 7g(n*i+1)<9))7

donde

n' xl k‘l x2 k‘Q xn7i+1 k‘n,i+1
Bz',n(xlv"'afn—i+1)22k1!k2!-- Knip1! <1'> <5> S\t D) ’

con la suma extendida sobre toda sucesion ky, - - -k, ;.1 de enteros no negativos tal
que k1—|—k'2+"'+k'n7i+1 :z'yk1+2k2+~~-+(n—i+1)kn,i+1 :nydeﬁnimos
By = 1 para toda z;.

También, en el Capitulo [2], mencionamos la propiedad del operador de Dickson-Hipp,

jfﬂz D (z) = (_1)l(l)!7gl+1W(q)(x)7 1=0,1, - (4.2.2)

Antes de Clasiﬁcar las expresiones H C(lq) y Pd(q), veamos el siguiente corolario. Deno-
taremos por ', la suma Z;:n 1a G
Corolario 4.2.1 Siey es una variable aleatoria con ley Erlang mizta y transformada
de Laplace , entonces
r—1
+
E, [e_qTO Te < ed] = ZC" (x’e‘b(‘”m ) , x <0, (4.2.3)

=0
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Y
E, [e7%; e, < 77| = ; (2e®lath)r z <0, 4.2.4
i) = () - S 424
d d _ 7”—16 o r—1 B n=j
onae CZ - Zn:i nVin, Xi = Z] i Vznzn =j+1 Cp /BJrq Yy
ﬂn n n—i
Demostracion. Por la propiedad de independencia, tenemos
E, [e_qTO+;7'5r < ed} = E, [e‘qTJg(TOJF)} ,
donde
. r—1 . (ﬁy)n
9(y) =Plea>y) = Fly) = Y Co=e™™
> !
Entonces,
E [e q70+;7' <ed}
I ~1
:Ex —qT(T 6 (BTO ) —/BTO
- r—1
:E:p e~ 970 (ﬁTO) 757'0 < 00
n=0 TL'
r‘fl- n
= CHFIE [( o )e —(a+A)7” Ty < oo]
n=0 ’
SO [ e < o
— n! da =gt B
r—1 n dn
— +
=y C —( )”d—nIEJU [6_‘”0 Ty < 00 , (4.2.5)
n=0 : « a=q+p

donde en la tdltima igualdad es por el teorema de convergencia dominada. Pero,

. + ’ /7
sabemos que si x < 0, F, [e‘qTO Ty < oo} = ¢*®@, Ademas, usando la férmula de
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Bruno, con f(z) =¢€"y g(a) = ®(a)x,
dr -
do™

Asi retomando (4.2.5) para x < 0,

r—1 6” dn
+ —
E, [equo ;T(;r < ed] = Cn—‘(—l)n ~E, [e*aro 7—0+ < oo}
—~ "l do —
r—1
Val Bn n d a)x

St
n=0 s a a=q+p
r—1 ﬂ

_ = Ze (a+B)x Zan(((I) (q+6),
n=0

r—1 n

a+ﬁ)xzzc iBz’,n (((I)(l)(Q‘i‘ﬁ), o

n=0 =0
r—1 r—1

a+ﬁ)xzzc 6" " B;, ((<I>(1)(q +8),...

=0 n=1t
r—1 r—1

S D) P A

=0 n=1t

Ahora, demostraremos la otra expresién, es decir,

E, [e ™ eq< 7] =C ( ) ZX@ rePath)my,
para x < 0. (Aqui C(k) =3 _,c,2", con Y . ¢, =1)
Recordemos que la ley de una variable aleatoria Erlang mixto es:

flz)=cfilx)+...+ e fr(x),

e (S Z @B, ((2(a)z)', ..., (D(a)z)" )

=0
= Z e®@ryip; ((@(1)((1), ce <I>(”_i+1)(oz)) .
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donde

_ po—pa(Br)
filw) = pe? i— 1)

es decir, f;(z) es la ley de una variable aleatoria Gamma(i,3). Si {e;};>1 es una
sucesién de variables aleatorias independientes exp(f) y definamos

i
€i,8 = E :6j>
Jj=1

, . . L
asi, e; 3 es una variable aleatoria con ley f;(x). Entonces, como eg = > ._, €; 3 tenemos
lo siguiente,

E, [e7% ey < 7]

T
J— —(g€én . +
= g c B, [e nbie, g < 7'0}
n=1
T

= Z e [Ey [e7%8] — K, [e7%8 e, > 7] ]

n=1
T n—1
= ch E, [e79s] — ZEz [e70msie;5 < 7 < ej+175}] . (4.2.6)
n=1 7=0

La ultima igualdad se debe a que IL(TJ@”,;;) = Z;:& ]l(ej’5<70+<ej+l’ﬂ) con eg g = 0.
Por otro lado, para j =0,1,2,...,n—1

E, [e7"% ej5 < 70 < ejy1]
=E, |E, |:efqen,5; €8 < T(;r < ejJrlﬁ"FTg':H

[ + +
=E, e E, [ef""(e”vﬁﬂo )|fTO+] vejp < Ty < ej+175]

— Ea: _6_ng—Em [e_qen—j,ﬁ} 1€5,8 < 7’5'_ < 6j+1”8j| (427)
=B, [ 0] B, [e—qnf; € <15 < €j+1,5]

B\ +
- B+q E, [e_qTO jejp < Tg < €j+1,5} - (4.2.8)

Donde (4.2.7) se debe a la pérdida de la memoria ;1 5—7," ~ exp(8), asi e, s— 75 ~
en—jp, bajo el evento e; 5 < 75 < ;11 5.
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Regresando a (4.2.6) y usando (4.2.8)), tenemos que

E, [ eq < 74 ]

r B n—1
= oo |Byp [e79] =Y B [ e < T < 6j+1,5]]
n=1 L 7=0
r B ﬁ n n—1 5 n—j
—qrt
= ch (m) — Z (m) Ex [e a7 1€5.8 < Tdi_ < €j+175}]
n=1 L 7=0
I n—1 n—j
=c(5hs) - SeX (5ha) Elias < <] 629
n=1 7=0

Observemos que 1 ) asi

€j,5<Tq <€jt1,8) H(T(T<€j+1,5) - l(em>70+
E, [e‘qTJ; ejp < T < ej+175}
=E, [e’qTJ;TOJr < ej+1“3i| - E, [e’qﬁ;em > 7. (4.2.10)
Ahora, veamos quien es E, [e*qﬁ; T < ekﬁ] donde ey, 3 ~Gammal(a, 5), 1 <k <.
Notemos que e g es una Erlang que tiene por ley
g(z) = afi(z) + ...+ ¢ folz),

donde f; ~Gammal(i, 3), con ¢; = 0sii # k y ¢, = 1. Entonces,

[y

Zj<x>:: Zin(ﬁl? 64ﬂx7 T >’07
= n!
donde por definicién C,, = 327_ , ¢;, la cual en este caso resulta ser
C"_{l n=01,... k-1 (4.2.11)

Asi, por el resultado anterior

r—1 k—1

E, eqT;; < ekﬁ] _ Z& (xi6<1>(q+ﬁ):c) _ Z& (l,ieé(q-i-ﬁ)ac) ,

=0 1=0
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ya que para i > k, C,, = 0. Denotaremos a £F = D LT n= Zﬁ: Vin-
Por lo tanto,

ot ot
E; [eT057) <ejrip] —Eg |e0 ;70 <ejg

r—1 r—1
_ Z fzjﬂ (xiefb(q—‘rﬁ)m) _ Z 5@3 (xiecb(q+ﬂ)a:)
i=0 i=0

= Z ip®la+P)z £J+1 gzj)
— Z io® (¢+8)x §]+1 &7)
_ Z v, z ¢° q+5)z) .

Sustituyendo esto en la expresion (4.2.10) tenemos que

J

+
E, |:€qT0 1€5,8 < 7'6’_ < €j+l,,3] Z $Z€¢(q+’6 )
=0

De esta manera, usando (4.2.9)),

E, {eqed;ed < TJ]
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() B8 Lo (5w
<(35) B (%)”” e
_ (ﬁi) Z(; (2 c®ar))

Por lo tanto

Ey

1

<] =0 () - zxz RO

lo que queriamos probar.

O
Con esto, tenemos las herramientas necesarias para completar el objetivo. Sea
brii = qla—y — (;) (=D (r), con i>I.
Proposicién 4.2.2 Si ey tiene transformada de Laplace , entonces
1.
r—1 l .
Hf;])( ) = Zl o Ui ( <I>—(t]1-&-5 W(q)(x)> , slz 20 (4.2.12)
Z;:()l G (2le®@rPr) si < 0.
donde
0= (=17 Z Gi Do q5) .-
2.
x0—C( 52
W‘(q(>€+)q) W(z) +C <6+q> )+ Z G (TH;W we (9:)) , 220
Fi (@) =
C (%) -2 (zlePlatOr) | r <0.

(4.2.13)
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donde

r—1
—1)(1)! Z Xi ba(g+8),1,i
i=l

Demostracion. Para x < 0, recordemos que

H?(z) = E, |:6q70+;7'0+ < ed}

Péq) () =E, [eqe‘i; eq < T(ﬂ ,

asi, por el corolario anterior,

—1
Rl =C (mq) Z (e
=0

Entonces se tiene el resultado para x < 0. Veamos el caso x > 0. Usando nuevamente
el corolario anterior, tenemos

r—1 .
vt TN, | aa+X,
Ex_ |5 7ir < ea _;g(@%) e )
asi como,
L O(g+B)X
E qed; < = % ( _> T )
e <) =0 (F20) - S ()

=0

de esta manera, reescribiendo H C(lq) (x), tenemos
W(Q) i
el 1o oo S () e <
W) |
W (z)

x U o—qry +R(¢+B)X - n
~ W@(0) 1_;9“30 {<X> ¢ "3 <Tw]

H(z) = 1- &,
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1O = W0 | S g (x,.) e ™ || (29)
d W(CI)(O) i=0 - To 170 z ’ o

de igual manera,

r—1

(@) i -
@, W) 4 —gry +B(@HAX
PV (z) = W@(0) ZOXJEO {(XTO) € 05Ty < Ty

W (@) _
— )(x)c<5_ﬁ|_q>E0 [e_qTO;’TO_<T;:|.

(4.2.15)

W (a (0)

Notemos que en las expresiones anteriores, aparece la esperanza
,[: —
—q7, +<I>(q+,3)XT_ o +
Eo {(XT()) e 05Ty < T, |-

Sii =0, de la ecuacién (2.4.14)), sabemos que

—qTy +T‘XT_

o ¢ i < r2 | = 1= WO 00) -

si i > 1, usando (4.2.2))

Sustituyendo la ecuacién anterior en (4.2.14)), tenemos

(@) [ r—1 i g
HO () V@) |y S CGE, [( XTO—> L T+H
L =0

= 1 — GolEo
= i B (g+B)X
. —aTo TGHO)X ~ +
W(q) (0) Zz:; CzEO |:<X7-0> € 0 aTO < Tx :|] )

—qry +R(a+AX —
[e ’ 0Ty < TS

) L
)
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pero, usando que & = 1

W@ gy +9(g
W<q> W (z) “ Eﬁ&imw(q)@)
_W(z) (@) Tolars) V@ ()
=5 qiz:;lJrg W@ (x)
y
.7}
)(0)

ZQEO [<XT0 )1 . qT(;+¢)(q+ﬂ)XT0_ < T;H
(1) — W@(0) ' v
- W(q 0) DG W(q @) Zbé(qw),l,z’( D' (D' T4V (@)
i=1 =0
r—1 7
- ZQ ( ba ()1 (=1 (D)ITEH! W(Q)(m)>
=1 l

®(q+0)

=0

-1

Z (bebqu DD Talgy W qW)

en consecuencia, usando que §Ob¢(q+5) 00(—1) =7

Hf(lq) ({L‘) :/87:1’(Q+5) + Z Cz Z b@ (g+8), lz l—H( )'Tl++ﬁ)W(q)( )
i=1 =

r—1 r—1
= Z Z Giba(g+8).1i( )l+1(l)!7:1£?_q1+5)w(q) (z)
=0 =l
r—1
(1 Zczbcp 0+8)1i Tagr s W@ ()
l:O

Por lo tanto, para x > 0

@(q+p)

HC(IQ) (x) = S (Tl+1 W(q)(:v)> :
=0
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Asi, concluimos que, si eg4 tiene transformada da Laplace (4.2.1]), entonces

r—1 1+1 .
HO (p) = 20 V) (T (a+8) W“”(ﬂf)) , stz >0 (42.17)
> G (zie®latP)ry six < 0.

Para Pa(lq) (x), con z > 0, recordemos que

r—1
T Z. o +P(¢+B)X
chq)@) _ Eo))zszol —qro +2(q+8) 7T <T;}
=0
@ () )
- C e~ - iTo < T, |-
@(0) " \B+q 0 }

Usando las mismas ideas que en el caso de H, (gq),

. —q1, +P X _
ZXZEO |:(X7-0 )ze q7y +@(g+06) To ’7_0_ < 7_;_:|
1=0
To +P Xy ; Ty +P X _
= XOEO[equr(CHﬁ) T :|+ZXZEO|: 7-0 , —q7y +2(q+8) 70;7_0_<7_;

- (1 —WOO) (@ + ) — q)

W (o) S i b ! Tl+1 W@
+ W@ () sz; <I>(q+,3),l,i{ 1) Bt B) (x)}

7&)(q+5)W(q) ($)

7:1’(q+5)W(q ( )

W@ (0) i
~ ; |7 @
* W(q)(g;);%;b@(qw),m{ DU Tl oW (x)}.
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Entonces, sustituyendo las esperanzas en P(Q)( )

Fy(z) = pv(mig;xo“X057$@+6ﬂ44”($)

r—1 7
+ inqu»mm,z,i{ DI Tai W q)(x)}

W@ (ﬁ N q) {Z(‘”(O) - VW;Z)) E.S«%Z(Q) (I)]

)

)¢

o5

B W(q)<(f);q> C(ﬂiq) Z20()

+ Xi ) bagrp)i {(— )l Tltllw W (:B)}

x
0

~ (
@(

Trabajemos con el ultimo término de la suma. Intercambiando indices obtenemos
que

lezbw AT WO @) |
=0 =
r—1 r—1

:lzgz;xib@(qm,z,i{ D Ta W ()}
zjz:;( )11 lebé(w {Tl W q)(x)}
- Z G T W)}

donde ¢ = (1)1 Y12 xibags )i

Asi, para todo x > 0

— B r—1
(@ _ X0 € <5+‘1> q s q 1yl
P = g W@ +C ( i q) 29+ 326 (T W@}
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Por lo tanto, cuando ey es Erlang mixto,

r—1
xo—C' iq
reElwo@) + ¢ () 206 + 36 (T, WO @), w20
plo (z) = . 1=0
C (%q) =) xi (afe®@try | r <0
1=0
(4.2.18)
Esto concluye la prueba.
OJ

4.3. Transformada de Laplace del Tiempo de Rui-
na.
En esta seccién estudiaremos la transformada de Laplace del tiempo de ruina

parisino,
Oq(x) :=E, |e T 175 < 0] .
q

Observemos que, por teorema de convergencia mondtona,

¢g(x) = lim E, [e*q”; T < Tlﬂ ,

b—o00
pero,
H(Q)
R e S (Pf)(:c) — ‘ﬁq)@)Péq)(b))
b—o0 b—o0 Hd (b)
(9) (@) P éq)(b)
:Pd (:13) _Hd (QT) lim T
b—o0 Hd (b)
=P (x) — Hy (z)0,,
donde

(q)

v Pd(q)(x)'
v Hy' ()
Corolario 4.3.1 La transformada de Laplace del tiempo de ruina parisino, puede
ser expresado como

0= (4.3.1)

¢g(z) = P\ (2) — HP (2)a,, (4.3.2)

con o, como en )
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Por definicién, Pf) (0)=0y H, L(iq)(O) = 1, en consecuencia
#4(0) = P,(0) = 0y, (0) = —0,,

Lo anterior implica lo siguiente, la probabilidad de ruina parisino cuando el pro-
ceso empieza en cero, es

]Po(Td < OO) = ¢0(O) = —0p.
Observemos que el objeto a conocer en la transformada de Laplace del tiempo de

ruina parisino, es o,. A continuacién, analicemos los casos cuando la variable aleato-
ria que representa la demora, ey, es cero, es exponencial y cuando es Erlang mixto.

Supongamos que ey = 0, recordemos que para este caso

(@) (9)
@ _ V() @y _ @ W)
también, en el capitulo en la ecuacién ([2.4.8)), vimos que
7(q)
lim 2-@) __4 (4.3.3)

z—o00 W (@) (.1') (I)(q) ’
de ahi, obtenemos que

Fi (@)

2@ (g) — W@

Y w(a)(0)
= Mim W ()

w(@)(0)

Z(q)(x)
=1i (9) _
Jim W) W@(z)

q

=WD0)—— — 1,
D3

y por lo tanto, si e; = 0, la transformada de Laplace del tiempo de ruina parisino, es

W (@) () W(Q)(:L*) q .
W) T e

¢q() = Z9(2)
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es decir,

Para el caso exponencial, antes observemos lo siguiente. Por definicion

EWOw) _ [ 0
0

d
W@ (2) W)

en COHSGCHGHCi&,

TWD(z) /°° y ! W@ (z + y) 0
o ( ’

.
—11° W)

recordemos que la funcién escala W@ satisface W@ (z) = e*@*1W (x), donde W (x)
es una funcién no decreciente continua por la derecha y acotada. Reescribiendo la
expresion anterior, tenemos

7;W(q) (aj) - /OO —ry e(b(q)(x‘i’y)W(x + y) d
w@(z) e®@* W () Y
_ / ¥ a4 Y)
0 W(z)

de esta manera

7;ZW(Q) (Q}) B /Oo yl—le—(r—¢(¢1))y W(x -+ y) dy
0

(-1 W)

para toda r > ®(g). Tomando limite ambos lados cuando z tiende a infinito y usando
el teorema de convergencia dominada, obtenemos

(—1)! Jim W ()

/OO yl_le_(r_(b(qny
0 (l—1)!

(=)

lim

TIW @ (1) o0 yl—le=(r=®(@)y Wiz +y)
_— = [ d 4.3.4
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para toda r > ®(q).

Ahora, supongamos que e; es una variable aleatoria exponencial con media 1/8,

usando (4.1.3)), (4.1.4), (4.3.3) y (4.3.4), tenemos

()

Oq

— lim 2t
z—00 BTaq+p) W@ (2)
L Z0@)/WO )~ BTagen WO ) WO ()
= 1m
B+qeme TagrpW @ (2) /W@ (z)

_ 1 ¢/®(q) — B/(®(g+5) — P(q))
Ptq  1/(2(g+f) - (q))

_ 1 (q(‘b(wrﬁ)—@(q»—ﬁ)
B+q ®(q)

_ 9%+ 8) = (B+9)%(9)

®(q)(B + q)

_ g %g+P)

B+q @(q)

—1

Por lo tanto
q P(qg+p)

= Fiq o

Corolario 4.3.2 Supongamos que ¥'(0+) > 0. Entonces

B e o] 4 (2a+8)
9q(0) = Eo [e77%; 74 < 00] =1 ﬁ+q( <I>(q))

)
P(ry <o0)=1-— @Z)’(O—I—)%.
Demostracién. De la expresion (4.3.5)), tenemos

g %(g+P)
B+q @(q)

$q(0) = —0, =1

(4.3.5)
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en consecuencia

0T ool =1 — 1 ®(q+B)
Bo 7 < 00] =1 5+q( o (q) >

por otro lado

—0g=1—1lim q (g + f)
710 CI)(q ﬁ—i—q

=1- (0+)

Por lo tanto
d
P(1y < 00) = —0g = 1 — ' (0+)——=

O

Por ultimo, tratemos el caso cuando ey es Erlang mixto, es decir, cuando ey tiene

transformada de Laplace (4.2.1]). Usando los resultados de la proposicion (4.2.2]),

0—C +q r—
PO e I )+ C(#5) 29@) + 35 6 (Tat W9 @)

:E*)IE-O (@)  z—oo r—1 1+1
Hy" (z) =0 Ui (T P(q+8) )(x>)
x0—C(5) 70 (o 1, (Tl s WO @)
woo T C <ﬁi+q> W+ is G < e
=1
x1—>Holo 1 ququﬁ)wwx)
1=0 Gl W@ (z)

Yo C(ﬂ ) el +1
W) +C(5+q> By im0 G <<I>(q+',8) ())
1=0 V1 \ ®(q+B)—®(q)

en la ultima igualdad se uso (4.3.3) y (4.3.4). Por lo tanto

Y

xo—C(5) 1 1 s
B —W<q>(o+)q +C <B+q) (q) +2210 G ( q+5)f<1>(q)>

o1 19 1 +1
1=0 "l (<I>(q+_ﬁ)—<1>(q)>
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4.4. Métodos Numéricos.

4

En esta parte mencionaremos algunos métodos sobre como “ calcular ” las fun-
ciones g-escala. En la mayoria de las veces, no se tendrd una expresion cerrada para
W@ (x), ya que dichas funciones estdn definidas via su transformada de Laplace.
Pero no esta del todo mal, ya que podemos recurrir a métodos numéricos para apro-
ximarlas.

Se omitiran los detalles de dichos resultados ya que no es de nuestro interés, pero
se podran leer en las referencias que se mencionaran.

Uno de los métodos es la integral de inversion de Bromwhic. El teorema 2.2 en
[1], concluye que W@ () puede ser expresada de la siguiente manera,

(q) GC.T elux
donde ¢ es una constante que satisface ¢ > ®(q), asi, el problema se reduce a aproxi-
mar la integral. El factor e®® es un detalle a considerar, ya que esto puede hacer que
el error de aproximacion de la integral aumente, pues dicho factor puede ser muy
grande, asi que conviene tomar una ¢ > 0 muy pequena.

De esta manera, este método es razonable si ¢ = 0y ®(0) = 0, es decir, el proceso
en cuestién, X;, debe ser un proceso de tal manera que su exponente caracteristico
satisfaga, ¢’(0+) > 0.

Por otro lado, recordemos que estamos trabajando con un proceso de riesgo, esto
es X; deriva a +o0o, entonces ¢'(04+) > 0 y en consecuencia ®(0) = 0. En este caso,
tenemos que W (z) no crece de manera exponencial, de hecho crece de manera lineal
cuando x tiende a infinito, ya que W es una medida de renovacién. En general, para
q > 0, usaremos la relacion

W@ (z) = e‘b(q)qu,(q)(:v).

Teorema 4.4.1 (Integral de Inversién de Bromwhic) Sea f una funcion real
valuada y f su transformada de Laplace. Entonces

1 c+iT e
t)=—1 ? d
fO) = g dim, | e f(=)dz
0 .
1 ct+ioco .
ft) = 2—m/ e f(z)d= (4.4.1)
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Para leer la demostracién, consultar [[1], teorema 2.2].

Asi, si tenemos una funcion explicita, g(z), que es analitica en la regién Re(z) > 0
y que es igual a la transformada de Laplace de f(z)

/OOO e * f(x)dxr = g(z), Re(z) >0,

el problema es calcular f(z). El teorema anterior nos dice que

1
@) = — / g(2)edz, @ >0,
c+HiR

2mi
el hecho de que estemos interesados en f(x) para valores positivos de x, la ecuacién

anterior se puede reescribir como sigue

f(z) = 2 /000 Re [g(c + iu)] cos(uz)du, x > 0. (4.4.2)

™

Nuestro objetivo ahora es calcular la integral numéricamente. Una forma es a partir
de la regla de trapezoide, esto es, si h es una funcién acotada en un intervalo [a, b]
cuyo conjunto de discontinuidades tiene medida cero, entonces

/abh(:r)d:vz b;@“ (h(@;h(b) +mz:1h<a+k:b;la)>, (4.4.3)

k=1

con m suficientemente grande.

Otra manera, es observar que la integral anterior es una integral oscilatoria, en
general no es facil de evaluarla, ya que la funcién coseno puede causar problemas
cuando su periodo es demasiado pequeno, por decir 27/x, cuando = es muy grande.

Para hacer la aproximacién una forma es usar el método de Filon para integrales
oscilatorios, sobre un intervalo finito [a, b], de la forma

F.G(x) ::/ G(u) cos(ux)du.

La idea es similar al método de Simpson. Se aproxima la funcién G(u) por una in-
terpolacion de Lagrange de un polinomio de orden dos y que es multiplicado por
cos(ux) en el intervalo [a, b]. Debido al hecho de que el producto de funciones trigo-
nométricas y polinomios pueden ser integrados explicitamente, se tiene una formula
explicita para la aproximacion.
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El algoritmo para este método es de la siguiente manera. Tomar N, un ntmero
entero, y definimos h = (b —a)/(2N), u, = a+nhy g, = G(u,) con 0 < n < 2N.
Consideremos el vector de particién u = [ug, u1, . . . , ugn| y su correspondiente imagen
bajo G, g = [g0, ¢1, - - -, gon|. Para k € {1,2} definimos

N-1
Cr(g u,z) = Z GoN-+1 COS(TU2N 1) (4.4.4)

n=0

Para cada subintervalo [ugy, ug,42] aproximamos a G(u) por un polinomio de La-
grange de grado dos, obteniendo

N-1 1

G(U; N) = §ﬂ{u2n§u<u2n+2} [92n+1 + ﬁ(g2n+2 - QQn)(U - U2n+1)

1
+ W(QQn—&-? — 2¢gon41 + 9%)(“ - U2n+1)2] .

Multiplicando por la funcién cos(uz) e integrando sobre el intervalo [a, b] obtenemos

FuG(a: N) = / " s V) cos(uz)du (4.4.5)
_hA(h) (G(b) sin(bz) — Gla) sin(az)
+Mwmﬂ@@mﬂy—%@@n%ww—emn%m@)
+ hC(ha)Cr (g, u, ),

donde
Aw)= 2 2000 _ 2einle) (4.4.6)
B@ﬁ:2[1+2f@y——$%?w], (4.4.7)
O(z) = {S”;g‘” - Coigx)} . (4.4.8)

Para mas detalles y referencias asi como leer de otros métodos, consultar [[6] y [19]].
Regresando al problema original, tenemos que la transformada de Laplace de W (z)
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asi, por la ecuacion 1’ resta calcular la parte real de W(c—i— iu) con u € R. Para
esto, notemos que ¥(c + iu) = Re(v(c + iu)) + iIm(¢)(c + iu)), entonces

. 1 _ Re(y(c +iu))
R (w(c—i-iu)) Re(v(c+iu))? + Im(¢(c + iu))?’

y usando ([1.3.6)), es decir,

Y(A) = aX — /( ) (1—eM) H(dz),

donde,
a:=a-— / xll(dx) > 0,
lz|<1
obtenemos
Re(y(c+iu)) = ac — /( ) (1 — e cos(ux)) I1(dx),
—00,0
y

Im(Y(c+iu)) = au + /(_ ) e sin(ux)II(dx).

Ejemplo 4.4.2 Consideremos al proceso X = (X;,t > 0), como un proceso Poisson
compuesto,

N¢
Xp=at—Y &, (4.4.9)
i=1

donde NV, es un proceso Poisson con intensidad p y (£);>; una sucesién de varia-
bles aleatorias positivas independientes de N con ley F'. Supongamos que F' es la
distribucién de una ley exponencial con parametro .
Entonces,

E [eAXt] _ ()

Y

con

W(A) = aX — p+ ———. (4.4.10)
Recordemos que la funcién escala, W (z), es tal que

/0 e (1) d ﬁ (44.11)
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Tomemos a = 1, f =2y pu= 1. En este caso, 1/¢()) se puede invertir facilmente, a
saber, usando fracciones parciales

1 A+
V(A A2+ AB — A
p Iz

R CE R CE )

I T p (u—ﬂ)x>
/Oe (5—M+M—5e dx.

_ 5 B e
W(z) g + e ﬁe . (4.4.12)
Aproximemos W usando los dos métodos que se describieron, (4.4.3) y (4.4.5) to-
mando en cuenta . Llamemos método uno a la ecuacion (4.4.3) y método dos
a la ecuacién (4.4.5)).

Obteniendo asi que

Aproximacion de W(x)

0]
©
[{e}
©
x
=z <«
A
— W(x)
N .
N - ---- método1l
------ método 2
o |
- T T T T T T I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 4.1: Gréfica de la aproximacién de la funcién escala con ¢ = 1072, Para el
método 1 se tom6 m = 30000 y para el método 2 se tomé N = 30000.

Podemos observar que el método dos aproxima mejor la funcién de interés, la des-
ventaja es que es computacionalmente mas costoso comparado con el método uno.
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Exponente de Laplace Funcién Integrando
N
N
o -
=
g
©
o |
= g °
> < 4 b
_,
S -
|
o~ -
N
d -
|
o
T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20 25 30
A X

Figura 4.2: Graficas correspondientes al proceso de Poisson compuesto (4.4.9)).

En la figura (4.2)) mostramos las graficas de () y la de funcién integrando f(u) =
Re(1/v¢(c + iu)) cos(uz), con x = 2.8.

Ejemplo 4.4.3 Consideremos un proceso de Lévy meromorfo que pertenece a la
familia theta, introducidos en [[2], [3]]. Los procesos de Lévy meromorfos son tal que
la medida de Lévy, II(dx) = m(x)dx, esencialmente, son una mezcla de distribuciones
exponenciales, y en el caso de un proceso espectralmente negativo resulta ser

) = Lacoy D bme™™”, (4.4.13)

donde los coeficientes b,,, p,,, son positivos. Usando la férmula de Lévy-Khintchine,
se tiene que el exponente de Laplace esta dado por

1
=0’ +puz+z Z (4.4.14)

¥(z) =5 v pm+z

y tiene las siguientes propiedades (ver [[5]]),

1. 9(z) tiene polos simples en los puntos {—pm,} -_,
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2. Para ¢ > 0, ¥(2) — ¢ tiene una infinidad de raices simples negativos, {—(,(q)}.

3. Si (u(q) estdn indexados de tal manera que es una sucesion creciente en n.
Entonces, se tiene la siguiente desigualdad

0< Cl(q) < pp < CQ(Q) < p2<.... (4415)

También, tenemos el siguiente resultado [[4], Proposicién 1].

Proposicién 4.4.4 Sea X un proceso meromorfo espectralmente negativo. Entonces
para toda ¢ > 0
@(q [ Cnx

W@ (z) = Z ey T > 0. (4.4.16)

En el caso que el proceso pertenece a la familia theta con pardmetro A = 3/2, el
exponente de Laplace se escribe como

Y(z) = 502z2 + puz — cy/a + z/B coth <7T\/Oé + z/ﬁ) + cv/acoth (mv/a), (4.4.17)

y es un caso particular de los procesos meromorfos con

2
by = %cﬁmQ’\_l Y pm=P0(a+m?). (4.4.18)

En la ecuacion (4.4.17)), tomemos
c=0, pu=15 c¢=54, a=05 y [=0.35. (4.4.19)

Estos pardmetros definen un proceso X, espectralmente negativo con trayectorias de
variacién acotada, con E [X;] = 5 y también, esta eleccién corresponde a un modelo
de riesgo, donde la media de los reclamos es 3.33 por unidad de tiempo.

En este ejemplo, aproximamos la funcién de escala W (x), usando los métodos
presentados anteriormente, para el caso de un @-proceso con A = 3/2 y parémetros
(4.4.19), comparando con los valores de W (x) obtenidos de la ecuacién
figura . Como antes, llamemos método uno a la ecuacién y metodo dos
a la ecuacion (4.4.5)).
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Aproximacion de W(x)
3
=
Y
% © |
=
=t
o | — W()
---- método 1
8 4 4 e - método 2
© /4
010 015 110 1[5 210 215 310

Figura 4.3: Grafica de la aproximacién de la funcién escala para el proceso de Lévy
meromorfo con ¢ = 1072. Se tomé m = M = 30000 para el método uno y dos

correspondientemente.
Exponente de Laplace Funcion Integrando
O —
S g
o o
O —
—l
AN
o
o | o
(¢}
5 o | = 8 -
> © = o
N
o | o
< ? -
o |
« 3
S
O —
I I I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20
A X

Figura 4.4: Graficas correspondientes al proceso de Lévy meromorfo.
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Observemos nuevamente, que el método dos aproxima mejor que el método uno. En
la figura (4.4)) mostramos las graficas de () y la de funcién integrando f(u) =
Re(1/v(c + iu)) cos(uz), con x = 2.9.

Ejemplo 4.4.5 Sea X; es un proceso de Poisson compuesto con deriva, donde la
tasa de llegada de los reclamos es 1/3 y el monto de los reclamos sigue una ley
exponencial con media 9 y con una prima de 4 por unidad de tiempo. En este caso
se puede calcular explicitamente la probabilidad de ruina clédsica, obteniendo que
P(r <oo)=3/4conT=inf{t>0: X; <0}

Calcularemos la probabilidad de ruina tipo parisino para diferentes valores de
T deterministas, para ello se realizaron 10, 000 repeticiones del procesos observando
en un intervalo de tiempo de 0 a 300 unidades. Los resultados se observan en el
cuadro . En el se observa que como era de esperarse la probabilidad de ruina
disminuye al aumentar el capital inicial, asi como permitir que el proceso pase mas
tiempo por debajo del nivel cero. Es importante notar que la probabilidad disminuye
considerablemente sin tener que esperar que el proceso pase por debajo del nivel cero
mucho tiempo, la probabilidad disminuye un poco mas de la mitad con permitir 10
unidades de tiempo por debajo de cero.

Capital T=0 T=5 T=7 T=10
0 0.750  0.478 0.422  0.358
10 0.561 0.353 0.313  0.265
20 0.427 0.273 0.238 0.204
50 0.191 0.119 0.103  0.086

Cuadro 4.1: Estimacién de la probabilidad de ruina tipo parisino

En la figura (4.5)) se muestra dos ejemplos de las simulaciones del proceso, en la
primera, (a), se observa como el proceso se va a la ruina con la definicién de ruina
clasico pero no con el tipo parisino y en la segundo ocurre la ruina tipo parisino.
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o
0
—
o
O —
—
X
o |
s}
o +44
| T T T T T
0 20 40 60 80 100
tiempo
(a) No ocurre ruina tipo parisino
o |
@

¢
=

|
0 20 40 60 80 100

tiempo
(b) Ocurre ruina tipo parisino

Figura 4.5: Simulaciones
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Ejemplo 4.4.6 Para fines ilustrativos, supondremos nuevamente que X; es un pro-
ceso Poisson compuesto,
Ny
Xt =at — Z 52'7
i=1

donde N; es un proceso Poisson con intensidad pu, & son variables aleatorias inde-
pendientes con ley exp(\), en este caso, recordemos que

N S

W)= —(1+ 5 (- ~O-e)),

También, la probabilidad de ruina tipo parisino es,
P(1y < 00) = Py(z) — Ha(z)oy.

Supongamos que la variable aleatoria de demora, ey, es tal que eq4 L exp(f), en
consecuencia
o(8)

og = w’(0+)7 — 1.

Calculando H; y P, obtenemos

Hy(r) = BTaW(z), Pa(z)=1— Hy(x).
donde,

1% 1 2 1 —(A— —1)
Wix) = 1 - - pa ),
TomW () ( +a)\—,u) aaA—,u(I)(B)—i-)\—/m—le

Tomemos p=1/3, A\=1/9,a=4y f=1/5,1/7y 1/10. En las siguientes tablas se
muestran los resultados obtenidos, la ultima columna son las probabilidades teori-
cas, la columna T (S) representa la probabilidad de ruina tipo parisino con tiempo
de demora determinista obtenida a través de simulaciones, la columna exp(1/5) (A)
representa las probabilidades de ruina tipo parisino con tiempo de demora exp(1/5)
obtenidas a partir de la aproximacion de W utilizando el método uno, la colum-
na exp(1/5) (S) representa las probabilidades tipo parisino con tiempo de demora
exp(1/5) obtenidas a través de simulacion. Para la simulacién, se realizaron 10,000
repeticiones del procesos observando en un intervalo de tiempo de 0 a 300 unidades.
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Capital T =5 (9)

exp(1/5) (5)

exp(1/5) (A) exp(1/5)

0 0.478 0.523 0.574 0.567
10 0.353 0.397 0.433 0.429
20 0.273 0.297 0.327 0.325
50 0.119 0.126 0.148 0.141

Cuadro 4.2: Probabilidades de ruina tipo parisino con demora exp(1/5)

Capital T =10 (5)

exp(1/10) (5)

exp(1/10) (A) exp(1/10)

0 0.358 0.421 0.492 0.486
10 0.265 0.323 0.370 0.368
20 0.204 0.244 0.278 0.279
20 0.086 0.104 0.116 0.121

Cuadro 4.3: Probabilidades de ruina tipo parisino con demora exp(1/10)

Capital T=0(S) T=0
0 0.750 0.75
10 0.561 0.56
20 0.427 0.4303151
20 0.191 0.1870142

Cuadro 4.4: Probabilidades de ruina clésica (estimadas via simuladas y tedricas).

La segunda tabla, es con tiempo de demora exp(1/10) y tiempo determinista 7' = 10.

Observemos que los valores aproximados ya sea por simulaciéon o por el método
uno son muy cercanos al valor tedrico. Como se esperaba a mayor capital inicial la
probabilidad de ruina disminuye. Por otro lado la probabilidad de ruina tipo parisino
es menor que la ruina clasica.



Conclusiones

= La probabilidad de no arruinarse aumenta considerablemente al considerar la
definicién de ruina tipo parisino, comparado con la de ruina clasica. En los
ejemplos, pudimos observar que si permitimos que la compania aseguradora siga
funcionado por un tiempo no muy grande, esto hace disminuir la probabilidad
de ruina, lo cual es interés para una compania aseguradora.

= Con la nueva definicién de ruina, el modelo es mas razonable y real, y a pesar de
que las identidades para la probabilidad de ruina parecen ser mas complicadas,
estas se pueden calcular computacionalmente.

= También, presentamos las expresiones de la transformada de Laplace para el
tiempo de ruina tipo parisino, asi como la de la variable aleatoria que representa
el tiempo en que el proceso alcanza una barrera positiva, y de ahi obtenemos
los tiempos esperados, tanto el de la ruina como el de alcanzar un cierto capital
positivo.

» Cabe mencionar que, el hecho de que las identidades estén en términos de
funciones g-escala, hace mas complicado la obtencién de los calculos explicitos,
ya que, como se mencion6 anteriormente, no es una tarea facil, en muchos casos,
encontrar expresiones explicitas para dichas funciones g-escala, pero no esta del
todo mal, ya que estas funciones siempre se pueden aproximar.
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