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Introduccion

La Teoria de Matrices Aleatorias tiene sus inicios en 1928 con los trabajos de Wishart [71] en el
contexto de estadistica matematica. Sin embargo, fue hacia finales de los afios cincuenta y principios
de los sesenta que esta area recibié un impulso importante, debido a los trabajos en fisica de Wigner
[72, 74, 75, 76], Dyson [20, 21] y Mehta [50], entre otros. El interés en el area surgi6 gracias al estudio
de las lineas de resonancia de los nicleos pesados, asi como de algunos otros sistemas cuanticos donde
el hamiltoniano es desconocido y dificil o imposible de determinar con exactitud. Este desconocimiento
acerca los detalles de las interacciones de los sistemas motivé la idea de prescindir de ellos y realizar
una descripcién estocastica considerando conjuntos de matrices, denominados ensambles, con entradas
aleatorias y que obedecen ciertas restricciones derivadas de la simetria. En 1962 Dyson [20] presenté

una clasificacion general de estos conjuntos de matrices de acuerdo con dichas simetrias.

Entre los objetos de estudio mas importantes en matrices aleatorias estan los llamados ensambles
de matrices: sucesiones de matrices de dimensién creciente dotadas de una medida de probabilidad.
Algunos aspectos de interés sobre los elementos de estos conjuntos son: su distribucion espectral, la
correlacion de sus valores propios y las separaciones entre ellos, asi como al estudio de otras de sus
estadisticas relevantes, en particular la obtenciéon de resultados limites para cuando la dimensién de

las matrices crece a infinito.

En este trabajo estamos interesados en una clase particular de ensambles de matrices aleatorias,
aquellos formados por matrices con distribucion de Haar. Las matrices de estos ensambles pertenecen
a los grupos compactos clasicos: O(n) ortogonal, I/ (n) unitario y Sp(n) simpléctico y su distribucién de
probabilidad matricial es la correspondiente medida de Haar normalizada definida sobre cada grupo.

Una de las razones por las que estudiar matrices aleatorias de Haar resulta de interés es la amplia
variedad de aplicaciones donde sus eigenvalores o sus entradas desempefian un papel relevante. Como
ejemplos - y lejos de ser extensivos - pueden mencionarse aplicaciones en mecanica cuantica [50], teoria
de numeros [45, 46], telecomunicaciones [62] y teoria de operadores [6, 26]. Algunas de estas aplica-
ciones involucran el uso de pruebas estadisticas [18] o aproximaciones numéricas, lo que hace patente

la necesidad de contar con métodos para generar matrices aleatorias con distribucién de Haar.



De igual importancia es de interés contar con resultados teéricos acerca de la distribucién espectral
limite para ensambles de matrices aleatorias de Haar, en forma andloga a los que han sido estudiados
para otros tipos de matrices aleatorias. Entre ellos destacan tres resultados clasicos y pioneros para los
ensambles de matrices hermitianas con entradas gaussianas independientes: (1) La Ley del Semicircu-
lo, probada por Wigner [73] en 1955, que establece que la distribucién espectral empirica de matrices
de los Ensambles gaussianos converge a la ley de semicirculo; (2) La Ley de Marchenko-Pastur [49],
probada en 1967, que describe la convergencia de la distribucién espectral empirica de matrices de co-
varianza, y (3) el trabajo de Tracy y Widom [67] en 1994, sobre la convergencia del maximo eigenvalor
de matrices gaussianas hacia cierta distribucién, que se conoce ahora como Ley de Tracy-Widom.

La relacién entre matrices con entradas gaussianas e independientes y matrices con distribucion de
Haar es un tema de interés que tiene sus origenes en el trabajo de Borel [7] de 1906. En ese trabajo
Borel demuestra el resultado que ahora es conocido como Teorema de Poincaré, el cual tiene como con-
secuencia que si I'y, = (745)1<i,j<n tiene distribuciéon de Haar, entonces su primera entrada reescalada
por y/n converge débilmente a una ley gaussiana estdndar cuando n crece a infinito. Desde entonces
se han probado varios resultados que ponen de manifiesto la similitud en el comportamiento de am-
bos tipos de matrices cuando sus dimensiones son suficientemente grandes, a continuacién. Entre los
que podemos mencionar algunos de la década de los 90’s: Diaconis y Shahshahani [16] y Rains [57]
estudiaron esta similitud en el comportamiento de la esperanza de las trazas, mientras que Johanson
[41] estudi6 la razén de convergencia de la distribucion de las trazas. En 2002 D’Aristotile, Diaconis y
Newman [11] probaron que la combinacién lineal de entradas de matrices aleatorias de Haar también
converge en distribucién a una ley gaussiana. Estos resultados motivaron el estudio de aproximaciones
mas generales para matrices aleatorias con distribucién de Haar via matrices aleatorias gaussianas,
asi como la posible extensién de resultados que se han probado para matrices gaussianas al caso de
matrices de Haar.

E1 objetivo principal de esta tesina es presentar una revisién detallada de articulos de investigacion
recientes acerca de generacién y aproximaciéon de matrices aleatorias con distribucién de Haar. Estos
articulos también incluyen resultados sobre la distribucién espectral asintética de bloques de matrices
aleatorias con distribucién de Haar cuyas demostraciones se basan en las aproximaciones.

En particular, se presenta una exposicion detallada de resultados recientes acerca de dos enfoques
de aproximacion general de matrices aleatorias de Haar por medio de matrices con entradas gaussianas
independientes. El primero consiste en estudiar el comportamiento de la distancia variacional entre las
distribuciones matriciales correspondientes, cuando la dimension crece. Por otra parte, el segundo se
basa en el comportamiento asintético de la maxima diferencia entre las entradas de ambas matrices.

La estructura de esta tesina es la siguiente: en el Capitulo 1 se hace una breve revision de al-

gunos conceptos elementales y resultados clasicos sobre los llamados ensambles gaussianos: Ensamble



Gaussiano Ortogonal (GOE), Ensamble Gaussiano Unitario (GUE) y Ensamble GaussianoSimplécti-
co (GSE). Los elementos de estos ensambles son matrices hermitianas con entradas independientes
(reales, complejas, o cuaternios, respectivamente) y con distribuciéon gaussiana, cuya distribucién con-
junta posee la propiedad de invarianza bajo la accién por conjugacion de elementos del grupo de ma-
trices ortogonales, unitarias y simplécticas, respectivamente. Asi mismo, presentamos definiciones y
resultados que seran de utilidad a lo largo del trabajo.

En el Capitulo 2 se exponen algunos métodos para generar matrices aleatorias con distribucion de
Haar sobre los tres grupos compactos clasicos. La idea fundamental detras de estos métodos es obtener
la descomposiciéon QR de una matriz con entradas independientes con ley gaussiana y observar que
Q tiene distribucion de Haar. Existen diferentes métodos para obtener dicha factorizacién, pero en
este trabajo nos concentramos en dos de ellos: el Proceso de Ortonormalizacién de Gram-Schmidt y el
Método de Reflexiones Householder. El primero debido a que serd de especial importancia en una de
las aproximaciones y el segundo por que debido a su eficiencia computacional es el mas utilizado en la
practica.

El Capitulo 3 se inicia exponiendo un problema planteado por Diaconis [17] acerca de encontrar
el maximo orden para las dimensiones del bloque superior izquierdo de una matriz aleatoria de Haar
de tal manera que su distribucién conjunta se aproxime en algun sentido a la distribucién conjunta
de una matriz aleatoria, del mismo tamarfo, con entradas i.i.d. con distribucién gaussiana estandar,
cuando la dimensién de las matrices tiende a infinito. Después se enuncian dos Teoremas obtenidos
por Jiang [38] en 2006, que da una respuesta al problema antes mencionado. Las demostraciones de
ambos resultados se exponen clara y detalladamente en este capitulo. Posteriormente se estudia otro
enfoque para estudiar la “cercania” que existe entre bloques de matrices aleatorias de Haar y matrices
con entradas i.i.d. con ley gaussiana del tamafio del bloque, cuando la dimensién es suficientemente
grande. La idea consiste en estudiar el comportamiento limite del maximo de la norma de las diferen-
cias entre sus entradas. En 2006 Jiang [37] prueba que en el caso ortogonal dicho maximo converge a
cero en probabilidad, bajo ciertas condiciones sobre el orden del tamaiio del bloque. En 2010 Jiang [40]
generaliz6 su resultado a los casos unitario y simpléctico. El objetivo central de la ultima seccion del
Capitulo 4 es presentar esta generalizacion asi como su demostracion.

En el Capitulo 4 se estudian algunas implicaciones relevantes de las aproximaciones antes men-
cionadas. Especificamente, estas implicaciones se refieren a la distribucién limite espectral de bloques
de matrices de Haar.

Con el objeto de hacer la lectura de este trabajo fluida y a la vez auto contenida, se presentan tres
apéndices, donde se exponen resultados que se usan a lo largo del trabajo, pero que pueden ser estudia-
dos de manera independiente de los resultados principales. El primero contiene resultados acerca de

la distribucién espectral de matrices del tipo Z’Z donde Z es una matriz con entradas independientes



e idénticamente distribuidas, el segundo se refiere a resultados que dan cotas o aproximaciones para
la cola de variables aleatorias con distribucién gaussiana estandar y finalmente el tercero contiene

resultados de propiedades varias de caracter técnico usadas en el trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de este trabajo se consideraran las siguientes convenciones y notacion:

Conjuntos y nameros
= R, C denota el conjunto de nameros reales y complejos respectivamente.
= H denota al conjunto de cuaterniones, también llamados cuaternios, es decir
H = {21+ ize + jrs + kxy : z; € Ri = 1,2,3,4}
donde i, j, k satisfacen que i = j2 = k? = ijk = —1.
» g denotarda a R, C o H, para § = 1,2 y 4 respectivamente.

Grupos

= Los grupos que seran de interés en este trabajo, asi como la notacién que se seguira de aqui en

adelante, se recuerdan en la siguiente definicion.
Definicion 1. Los grupos compactos clasicos de matrices son:

¢ El grupo Ortogonal de dimensién n, es el grupo formado por todas las matrices reales ortogo-

nales y de dimensién n x n, es decir
O(n) := {0 € R™*"|0'0 =1}.

e El grupo Unitario de dimensién n, es el grupo formado por todas las matrices complejas

unitarias y de dimensién n x n, es decir

U(n) = {U e C"U*U =T}
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e El grupo Simpléctico de dimensién n, es el grupo formado por todas las matrices cuaternié-

nicas unitarias y de dimensién n x n, es decir
Sp(n) :=={S € H"*"|S*S =1}.

= Cuando se quiera hacer referencia a cualquiera de estos grupos (indistintamente) se usara la
notacién Gg(n), esto es
Gs(n) ={G € ]FZX"|G*G =1},

donde $ puede ser 1,2, o 4.

Probabilidad
= X £Y seusard para denotar igualdad en distribucién.
= N(u,o0) denota una distribucién gaussiana de media py varianza o,

= NIF3(0,1) denota a la distribucién gaussiana estandar sobre el campo FF3, esto es si Z ~ NFg(0, 1),

entonces
SE sif=1;
Z = &itika/ /3, sif=2;

§1+i62+j53+k£4/2’ sif = 4.

donde {&;}}_, son variables aleatorias independientes con distribucién normal estandar.

1.1. Ensambles Gaussianos

1.1.1. Ensambles Hermitianos

Estos ensambles estan formados por matrices Hermitianas (o Hermiticas) cuyas entradas son vari-
ables aleatorias en FF3, independientes y con distribucién gaussiana NIFg(0,1) para § = 1,2 y 4, re-
spectivamente. Las matrices de estos ensambles se caracterizan por el hecho de que su distribucién

conjunta matricial resulta invariante bajo multiplicacién por matrices unitarias apropiadas.

Definiciéon 2. Una matriz aleatoria simétrica Z,, = (z;j)1<i j<n pertenece al Ensamble Gaussiano

Ortogonal, al que denotaremos por GOE(n) si sus entradas son independientes y con distribucién

1

2 23
JRerisal me’(p{‘z}’

cuando ¢ = j y cuando ¢ # j respectivamente.
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Una forma para construir matrices del GOE(n) es considerar matrices Y de tamano n x n de en-

tradas independientes y con distribucién gaussiana NI (0, 1) y definir
1 t
Z, = §(Y +Y"Y),

asi Z eGOE(n).

De la definicion anterior resulta facil calcular explicitamente la funcién de densidad de probabilidad

conjunta de Z, con respecto a la medida de Lebesgue es

n 1 22

P(Z) = H—exp (—”>
i1 V2 2
n 22
= Al H exp —é]

ij=1

[ Lo )

i<i<j<n

1
= Alexp {—2 tr(ZQ)} ,
donde Al denota una constante de normalizacién apropiada y tr(-) al operador traza.

Definiciéon 3. Una matriz aleatoria Hermitiana Z,, = (z;;)1<i j<» pertenece al Ensamble Gaussiano
Unitario, al que denotaremos por GUE(n) si sus entradas z;; = z,; + iy;; son independientes y con

distribucién
N(0,%/vz) 'y N(0,Y/2) +iN(0,1/2),

para i = j (note que estos elementos son reales) y cuando i # j respectivamente.

Tal como en el caso del GOE(n), una forma de obtener matrices del GUE(n) es considerar matrices
Y de tamarfio n x n con entradas i.i.d. y con distribucién NTF5(0,1) = N(0,1/v2) + iN(0,1/v2) y luego
definir

Z, = %(Y+Y*).

En este caso la funcién de densidad de probabilidad conjunta de Z,, sera

P(Z) = ﬁexp(_xii) 1T EGXP{—2|ZU|}
i=1 1<i<j<n
= Ai H exp{—|zij|2}
inj=1

= Alexp{—tr(Z%)},

3

donde A? denota una constante de normalizacién adecuada.
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Definicion 4. Una matriz Hermitiana Z, de tamafio n x n pertenece al Ensamble Gaussiano Sim-
pléctico, que se denotara por GSE(n), si sus entradas son variables aleatorias cuaterniénicas inde-
pendientes cuyas entradas de la diagonal tienen distribucién N(0,1/2), mientras que aquellas fuera
de la diagonal son de la forma z;; + jw;;, donde z;; = u;; + ivi; y wi; = uj; + iv;; tienen distribucién

N(0,1/2v2) +iN(0,1/2v2).
Tal como en los casos anteriores, es facil ver que
P(Z) = Ajexp{-2tr(Z2%},

donde A% denota una constante de normalizacion.

1.1.2. Ensambles de Ginibre

A mediados de la década de los 60’s Jean Ginibre [28] introdujo tres ensambles de matrices aleato-
rias, que ahora se denominan “Ensambles de Ginibre” y se denotan por GinOE(n), GinUE(n) y GinSE(n),
respectivamente. Los elementos de estos ensambles se caracterizan por tener entradas independientes

y con distribucién gaussiana estandar NIF s, para 5 = 1,2 y 4 respectivamente.

Sin pérdida de generalidad, considere el caso unitario. Sea Z € GinUE(n), su distribucién conjunta

esta dada por

1 1 -
P2) = —z [T ew{-lP} = —zew -3 |l
ij=1 1,5=1
1 *
= s exp{—tr(Z2*2)}.
7-(-’”

Lema 1.1. La distribucién conjunta de elementos de GinUE (n) es invariante bajo multiplicacion, izquier-

da y derecha de elementos del grupo U(n), i.e. para toda Z € GinUE(n) se cumple que
Uzizviz, (1.1)
para cualesquiera U,V € U(n).
Demostracion. Para probar la invarianza por la izquierda hay que mostrar que
P(Z) = P(UZ), para toda U € U(n),

y que el Jacobiano del mapeo

7+ UZ, (1.2)

. .2z 2 .
visto como una transformacién en C" , es igual a uno.
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En efecto, se tiene que

1
P(UZ) = exp{—trZ"U"UZ} = —5 exp{—tr Z"Z} = P(Z)
7T7

mn?

con lo que (1.1) queda probado.

Por otra parte, el mapeo (1.2) es isomorfo a

X=@fu.

1

2

con lo que X es una matriz unitaria de tamafio n? x n? y por tanto su determinante es igual a 1y se

obtiene el resultado que se queria.

Analogamente se prueba el caso la invarianza bajo multiplicacién por la derecha y se tiene el resultado.

1.2. Resultados Asintoticos sobre el Espectro

En esta seccién se enuncian algunos resultados clasicos en teoria de matrices aleatorias.

Definicién 5. Sea Z,, una matriz aleatoria de tamafio n x n con eigenvalores \;. Se dice que F7z, esla
distribucién espectral empirica de Z, si es aquella medida de probabilidad aleatoria que asigna igual

masa a cada uno de sus eigenvalores.

Note que si Ay, -, A\, son los n eigenvalores de Z,,, la definicion anterior corresponde a la distribu-
cion
n

Fa,(ay) = = SO 1RO < 2,900 < g

i=1

para cualesquiera z,y € IR.

Por otra parte, en el caso de que todos los \; son reales (e.g. si Z pertenece al GOE), la funcién de
distribucién espectral empirica correspondera a la funcion de distribuciéon (unidimensional)

m

Fz, (z) = %Z N\ <z},

i=1

para todo = € R.

Es de interés estudiar la convergencia de la sucesién de distribuciones espectrales empiricas {Fyz }

correspondientes a sucesiones de matrices aleatorias {Z, } cuya dimension crece a infinito.



10 Preliminares

La distribucién limite

F = lim Fg,,

n— oo

que puede ser degenerada en el sentido de que su masa total sea menor que 1 (cuando algunos de los

eigenvalores tienden a +o00), se denomina Distribucion espectral limite de la sucesion {Z,}.

1.2.1. Ley del Circulo

Este resultado se refiere a la convergencia de la distribucion espectral de matrices aleatorias nor-

malizadas hacia la distribucién uniforme sobre el disco unitario en el plano complejo.

Formalmente, sea A,, = (a;;) una matriz aleatoria de tamafio n x n con entradas i.i.d. de esperanza
cero y varianza o2 < oo y considere

M <<y,

los eigenvalores de la matriz Z, = ——=A,,. Desde 1950 se conjetur6é que la distribucién espectral
ov/n

empirica de Z,, es decir

n

Py (s,1) = %# [k < nlRO) < 5,300 < £} (1.3)

converge a la distribucién uniforme sobre el circulo unitario.

Entre los primeros trabajos donde se realizaron progresos para probar esta conjetura podemos men-
cionar el trabajo de Mehta [50] en 1960, asi como el trabajo inédito de Silverstein citado en 1986 por
Hwang [35]. En ambos se traté el caso en el que las entradas de la matriz son variables aleatorias
complejas i.i.d. con distribucién normal estandar y la demostracién se basa en utilizar la expresion
explicita de la densidad conjunta de la eigenvalores complejos de la matriz aleatoria, es decir

cg Ay — Af2exp {—; ; )\k|2} ,
que fue calculada en 1965 por Ginibre [28].

El primer intento por probar que la conjetura es valida bajo condiciones mas generales fue hecho
en 1984 por Girko [29, 30]. En ese trabajo se muestra que el resultado es valido bajo las condiciones
de que las densidades tanto de la parte real como imaginaria de las entradas fuesen acotadas y con
momentos finitos hasta cierto orden. Sin embargo, sus pruebas presentan algunos pasos poco claros e
incluso han sido cuestionadas. De manera que el problema siguié considerandose abierto hasta 1997,
cuando Bai [2], siguiendo las ideas de Girko, presenta la primera demostracién rigurosa bajo estas
condiciones. También en 1997 Edelman [24] demostré la convergencia del valor esperado de la funcién

de distribucién empirica.
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En trabajos maés recientes como el de Pan y Zhou [54] en 2007 y Tao y Vu [66] en 2008 se ha eliminado

la condicién sobre las densidades y se ha debilitado la condicién sobre la existencia de momentos.

1.2.2. Ley de Tracy-Widom

Este resultado se refiere a la distribucion limite de los eigenvalores extremos de matrices aleatorias
y para enunciarlo es necesario introducir a la funcién ¢(z) definida como la solucién de la siguiente

ecuacion diferencial con condicion de frontera, conocida como ecuaciéon de Painléve II,

¢"(x) = wq(x)+2(x)’
(1.4)

q(z) = Ai(z), cuando x — +oo,

donde Ai(x) es la funcién de Airy.

El primer trabajo al respecto data de 1994 y se debe a Tracy y Widom [67, 68, 69], quienes es-
tablecieron el siguiente Teorema sobre la convergencia en distribucién para el méaximo eigenvalor de
matrices aleatorias en los ensambles gaussianos, Ortogonal, Unitario y Simpléctico hacia ciertas leyes

limite, que ahora son llamadas distribuciones de Tracy Widom.

Teorema 1.2. (Tracy-Widom 1994) Sea Z, una matriz aleatoria del ensamble gaussiano Hermitiano

GOE, (GUE, y GSE respectivamente) y Ay« Su eigenvalor mdximo entonces
n2/3()\méx —2)
converge en distribucion a la funcion Fg con § = 1,2, 4 respectivamente, donde

Fi(s)

exp {5 [ o) + (o~ ulaas |
Fy(s) — exp{—Loo(x—s)q(;v)Qdm}7 (1.5)

cosh <—; / h q(m)d:c) Fy(s)?

para s € Ry q(s) queda definida como la solucién de la ecuacion (1.4).

=

7N\

Sl

~——
!

En 2001 Johnstone [42] probé que el maximo eigenvalor de matrices de Wishart complejas converge
también a una de las distribuciones de Tracy Widom y mas tarde demostré el resultado analogo para

el caso real. Ambos resultados se resumen en el siguiente teorema.
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Teorema 1.3. (Johnstone) Sea W,, una matriz de Wishart real (compleja), defina
Hnp = (Vn_1+\/ﬁ)2

(Va=T+Vp) (nllwlﬁ)/

Jn,p
entonces
/\méx — Hn,p
O-’TL,])
converge en distribucion a la ley de Tracy-Widom Fj con § = 1 para el caso real y 3 = 2 para el caso

complejo.

1.3. Matrices de covarianza muestral

Recordemos la definicién de una matriz de covarianza muestral.

Definicion 6. Considere {z;,j,k = 1,2,---} un doble arreglo de variables aleatorias complejas inde-

pendientes e idénticamente distribuidas con media cero y varianza ¢2. Usando la siguiente notacién

Xj = (xlja' e axpj)ta

la matriz de covarianzas se define como

_ 1
donde x = - > i1 X

La definicion de matriz de covarianzas a veces se presenta como

que es equivalente para efectos de su distribucion espectral empirica con la anterior.

1.3.1. Ley de Marchenko-Pastur

Esta seccion se refiere al comportamiento asintético de la distribucién espectral de los eigenvalores
de matrices de covarianza muestral cuando la dimensién crece a infinito. Marchenko y Pastur [49]
fueron los primeros en establecer su convergencia, hacia la distribucién que mas tarde fue nombrada

en su honor, para un caso particular de matrices de covarianza.
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Teorema 1.4. (Marchenko-Pastur) Sean {x;;} variables aleatorias complejas, independientes e idénti-
camente distribuidas con media cero y varianza o?. Si B — ¢ € (0,00), entonces la distribucion espectral

empirica de S tiende a la ley de Marchenko-Pastur determinada por la distribucién

1

dz) =
M( :17) 2mcx

(b—2)(z — a)ljg(z)dr + min{0, 1 — 1/c}dg(dx), (1.6)
donde

a = o*(1-ve)
b = o*(1+c)?

1.3.2. Limite de los valores propios extremos

Teorema 1.5. (Jonsson) Sean {z;;} variables aleatorias complejas, independientes e idénticamente dis-
tribuidas con media cero y varianza o®. Suponga que B — y € (0,00) y que las x;; tienen cuarto momento

finito, entonces

—2yo? < lminf Ay (S — 0%(1 + »)I) < liminf A\pax (S — 0% (1 + y)I) < 2yo?

n— oo n—oo

Si definimos Ay, (S) como el (p — n + 1) eigenvalor méas pequefio de S cuando p > n, del Teorema

anterior se sigue inmediatamente el siguiente resultado.

Teorema 1.6. Bajo las hipdtesis del Teorema 1.5 se tienen las siguientes convergencias casi seguras,

i Ain(S) = o?(1— y)? (1.7)
y
lm Amax(S) = a2(1+y)? (1.8)

1.4. Matrices Aleatorias con Distribucion de Haar

La medida de Haar fue introducida en 1932 por Alfréd Haar [31] y puede interpretarse como una
medida que permite asignar un “volumen invariante “a los subconjuntos de grupos topoldgicos local-

mente compactos.

Definicion 7. Una medida p sobre un grupo topolégico localmente compacto X es llamada medida de

Haar si satisface las siguientes condiciones:
= 4(U) > 0 para todo B no vacio y abierto en B(X).

» u(zB) = p(B)paratodo Be B(X)yx e X.
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Note que la medida de Haar puede interpretarse como un anélogo de la medida de Lebesgue sobre
RR™ a cualquier grupo localmente compacto X, en el sentido de que esta definida sobre los Borelianos de
X, es regular e invariante bajo transformaciones (por la derecha 6 por la izquierda, lo que en general

sera distinto a menos que el grupo sea conmutativo).
El siguiente teorema, cuya prueba puede verse en [34], garantiza la existencia y unicidad (salvo
multiplicacién por escalares) de una medida de Haar sobre cualquier grupo topolégico compacto X'.

Teorema 1.7. Sea X un grupo topoldgico compacto, existe una medida de Haar sobre X. Mds atin, si
py v son medidas de Haar sobre X, entonces existe una constante positiva c tal que 1(B) = cv(B) para

todo B € B(X).

El resultado anterior garantiza la existencia y unicidad de 1a medida de Haar normalizada sobre los

tres grupos compactos clasicos Gs (6 = 1,2,4), lo que permite dar la siguiente definicién.

Definicién 8. Sea jig,(,) la medida de Haar normalizada en Gs(n) para § = 1,2,4. Se dice que una
matriz aleatoria I' € Gg(n) tiene distribucién de Haar sobre Gg(n) si su distribucién matricial coincide

con Lig, (n), €sto es

P(F € B) = :ugﬁ(n)(B)
para todo B € B(GGg(n)).

A continuacién se enuncian algunas propiedades relevantes de las matrices aleatorias de Haar en

O(n).

Proposicion 1.8. Sea T" una matriz aleatoria de Haar en O(n), para cualquier vector x de dimension

n se cumple que y = I'x sigue una distribucién uniforme sobre la esfera n-dimensional S™.
Demostracion. Sea U € O(n), entonces
L
Uy=UI'x=Tx =Yy,

lo cual prueba que la distribucién de y es invariante bajo transformaciones unitarias. Usando el hecho
de que esta propiedad caracteriza a la distribucién uniforme sobre la esfera n dimensional [60], con lo

que se sigue el resultado.

Proposicion 1.9. Si T es una mairiz aleatoria de Haar en O(n), entonces T'* también lo es.
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Demeostracion. Sea U € O(n), B en los Borelianos de O(n) y considere B* el conjunto de todos los

adjuntos de los elementos de B. Entonces
P(UT* € B) = P(T € B*U) = y,(B*) = P(T € B*) = P(T* € B),

lo cual implica que I'* tiene distribuciéon de Haar.

Proposicion 1.10. Si Z es una matriz aleatoria de tamario n X n con entradas i.i.d. con distribucion

gaussiana estdandar en IF g con 0 = 1 (2,4, respectivamente), entonces las matrices
W =Z(Z*Z2)""* y V =(22*)""*Z
tienen distribucion de Haar en O(n) (U(n), Sp(n), respectivamente).
Demeostracion. En efecto, para W tenemos que para cualquier U € O(n) se cumple que
UW = UZ(Z*Z)"/? = UZ(UZ*)UZ)"? £ Z(2*Z) /> = U

de lo cual se sigue que W tiene distribucién de Haar.
Analogamente se trata el caso de V.

Note que la dltima propiedad nos proporciona un método para generar matrices aleatorias con dis-

tribucién de Haar, otros métodos sobre este tema se discutirdan en el Capitulo siguiente.






Capitulo 2

Generacion de Matrices Aleatorias

de Haar

Las matrices aleatorias con distribucién de Haar en los grupos compactos clasicos han sido em-
pleadas como herramienta de modelacién en aplicaciones de diversas areas, lo cual aumenté el in-
terés por encontrar métodos eficientes para su generaciéon. Entre las primeras aportaciones de este tipo
puede mencionarse los trabajos de Wedderburn [70], Heiberger [32] y Stewart [64]. El primero, que
trata el tema de simulacién multivariada utilizando matrices aleatorias ortogonales, fue publicado en
1975. Heiberger, también motivado por el problema de simular datos de distribuciones multivariadas,
propone un algoritmo (que mas tarde fue corregido por Tanner y Thisted [65]) para generar matri-
ces aleatorias ortogonales. Por su parte, en 1980 y debido a su interés en calcular estimadores condi-
cionales, Stewart analiza la eficiencia numérica de utilizar el método de transformaciones Householder

para obtener la factorizacién QR como un método para generar matrices aleatorias de Haar sobre O(n).

Entre las aplicaciones mas recientes podemos mencionar el uso del polinomio caracteristico de ma-
trices aleatorias unitarias para modelar funciones L, que ha permitido mostrar evidencia a favor impor-
tantes conjeturas en teoria de ntimeros, asi como probar resultados de interés. Los ejemplos incluyen
resultados sobre el comportamiento estadistico de los ceros [52, 53, 58, 44], su distribucién [45, 46], y
momentos [10]. También es importante mencionar que a pesar de que existen aspectos sobre funciones
L para los que la teoria de matrices aleatorias no ha dado una respuesta contundente, en muchos de
ellos puede aprovecharse la generacion de matrices aleatorias como un método para obtener evidencia
numérica que puede ser util para formular posibles respuestas. Esto mismo sucede en otras dreas de

aplicacion.
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El propésito de este capitulo es presentar algunos métodos para generar matrices aleatorias con
distribucién de Haar sobre los grupos compactos clasicos Gs 8 = 1,2 y 4, discutiendo en detalle sus

ideas principales.

Adicionalmente al estudio de los métodos, en la ultima seccion del capitulo se da una breve in-
terpretacion algebraica para ellos; con la observaciéon de que todos ellos son casos particulares de un
método mas general para generar elementos de grupos compactos. Tal método se conoce como Algoritmo

del Subgrupo y fue propuesto en 1987 por Diaconis y Shahshahani [14].

2.1. Métodos de Generacion y la Descomposicion QR

Sin pérdida de generalidad se tratara el caso unitario. La pregunta es ;cémo generar una matriz
con distribucién de Haar sobre ¢/(n) ? Primero hay que recordar que una matriz U = (u;;) de tamarfio

n X n se dice unitaria si satisface la relacion U*U = UU* =1, es decir

n n
* —
Z UjpUkj = Z Ukiukj = 0ij
k=1 k=1

n n
. _
E UikUp; = E Uikl = 045,
k=1 k=1

donde U* = (uj;) denota la matriz adjunta de U, es decir u}; = ;.

Es claro que las columnas de U forman una base ortonormal de C". Un método para construir una
base de este tipo es partir de una matriz de vectores que forman una base arbitraria de C" y encontrar

su factorizaciéon QR.

Definicion 9. Sea A una matriz arbitaria, se dice que A tiene una descomposicion o factorizaciéon QR

si es posible escribirla como

A =QR,
donde Q es una matriz unitaria (ortogonal en su caso) y R es una matriz triangular superior.

A continuacién se exponen algunos métodos para generar matrices aleatorias con distribucién de
Haar. La idea principal de estos métodos es encontrar la factorizacion QR de una matriz aleatoria con

entradas i.i.d. con ley gaussiana estandar y surge de las siguientes observaciones:

= Sea Z una matriz aleatoria del GinUE, es claro que Z es de rango completo casi seguramente. Por

lo que c.s. es posible encontrar una unica factorizacion de tipo QR

Z = QR
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tal que los elementos de la diagonal de R sean positivos estrictamente.
= Por otra parte, para cualquier matriz unitaria deterministica H se cumple que

HZ £

Z,
debido a la invarianza bajo transformaciones unitarias de la distribucién de Z.

= De las observaciones anteriores se sigue que si H es una matriz unitaria entonces,

QR = Z £ HZ = H(QR) = (HQ)R.

Los extremos de la ultima cadena de igualdades sugieren que Q = HQ, es decir que la distribu-
cion de Q es invariante bajo transformaciones unitarias. Esta idea se enuncia de manera formal en el

siguiente Teorema, cuya prueba puede verse en [22].

Teorema 2.1. Sea Z € GinUE(n) y considere la tinica descomposicion QR de Z tal que los elementos de

la diagonal de R son estrictamente positivos, entonces Q tiene distribucion de Haar en U(n).

El uso de la factorizacién QR con propésitos numéricos esta ampliamente extendido, por lo que exis-
ten varios métodos para calcularla. Entre los que podemos mencionar el proceso de ortonormalizacion
de Gram-Schmidt, el método de transformaciones Householder, o el método de rotaciones de Givens. A

continuacién se describen con mayor detalle algunos de ellos.

2.1.1. Método de Gram-Schmidt

Este método consiste en generar una matriz aleatoria del ensamble GinU E(n) y aplicar el proceso
de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a sus vectores columna. La matriz formada por los vectores

resultantes sera una matriz unitaria con distribucién de Haar sobre U/ (n).

Método

» Sea Z = (z;j)1<i,j<n Una matriz aleatoria en GinUE(n), es decir las entradas de Z son variables

aleatorias i.i.d. con distribucién gaussiana estdndar NIF5(0, 1). Reescribimos Z por columnas como

7= (ZlaZQ)”' ,Zn),

esto es {z;}1<;j<, son los vectores columna de Z.
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= Se definen las siguientes cantidades:

Wi
w1 =12y, uy = —
[[wll
(2.1)
Jj—1 i W ‘
Wj:zj_zuk'(ukzj)a uJ:HWH J=2,n
k=1 J
= Se define la matriz
U: (u13u27"' )u’n)' (22)

Entonces afirmamos que la matriz U es unitaria y tiene distribucién de Haar sobre U/(n).

Antes de proceder a probar la dltima afirmacién, hay que hacer un par de observaciones.

Observaciones

= Para el caso simpléctico los elementos de H son de la forma h = oy + ias + jasg + kay y se define
h* como

h*:al—iag—jag—koz4€ﬂ,

del mismo modo paraa = (a;--- ,a,)' € H" yb = (b --- ,b,)" € H" se define
n
a*b = Za;‘bi.
=1

= Por la conmutatividad de los grupos ortogonal y unitario en tales casos el orden del producto no
tiene relevancia, sin embargo en el caso simpléctico el producto no es conmutativo y habra que

tener especial cuidado.

Ahora bien para ver que la matriz U definida en (2.2) tiene distribucién de Haar sobre U/(n) se
probara que cumple la propiedad de invarianza bajo multiplicaciones por la izquierda de elementos de

U(n).
Proposicion 2.2. Sea Z = (z;;)1<i,j<n en GinUE(n) cuya representacion por columnas es
7 = (zlvzzv e azn)'

Si U es la matriz definida en (2.2), entonces para toda V € U(n) las matrices Uy VU tienen la misma

distribucion.

Demostracion. Sea V € U(n), primero veamos que las matrices Z y VZ tienen la misma distribucién.

Para ello denotemos por &;; a las entradas de VZ, es decir

n

&ij = Z VikZkj-

k=1
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Resulta claro que las variables &;; siguen una distribucién gaussiana y calculando directamente se

obtiene
517 Z Vik E ij
§L]€ZJ Z |7)zk| E ijzkj Z |Uik|2 =
k=1
y
E[&;&sr] (Z vik»’«'kj) (Z ’Us_erTw>]
k=1 m=1
= Z Z VikVsm E[ijzmr] = 6]'7" Zvik’vgk = 5jr(sis-
k=1m=1 k=1

por lo que afirmamos que las variables &;; son i.i.d. con distribucién gaussiana NIF,(0, 1) y por tanto

1~

Z =VZ.

Ahora bien, la i-ésima columna de VU es precisamente Vu;, que puede escribirse como

— 97 Vg, -

Vu, — = (ukzj)
Vz; — 35— Vue - (ujz;)]|
Ve S Vi (Va)'Vay)
[Vzi — 3272, Vug - (Vug)* V) |

De la ultima expresion es claro que los vectores columna de VU son la ortonormalizacion de Gram-
Schmidt de los vectores columna de la matriz VZ. Como ya se ha probado que Z y VZ tienen la misma

distribucién se puede concluir que Uy VU también.
[

De este resultado y el hecho de que la invarianza izquierda basta para caracterizar a la medida de
Haar sobre un grupo compacto se concluye que la matriz U, obtenida a través del proceso de ortonor-

malizacién de Gram-Schmidt, tiene distribucién de Haar sobre U/(n).

Una de las desventajas de utilizar el Proceso de Ortonormalizacién de Gram-Schmidt es su inesta-
bilidad numérica debido a la acumulacién de errores por redondeo, razén por la que pocas veces es

implementado en la practica.

Con el fin de solucionar esta deficiencia, se han propuesto varios alternativas al algoritmo clasico de
Gram-Schmidt. Por ejemplo, en 1967 Rutishauser [59] propuso una modificacion que consiste en una

reorganizacion de los calculos. La idea es tratar a los vectores de forma simultanea y no secuencial, con
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lo que se evitan dificultades y que conduce a un algoritmo numérico robusto. Entre otras propuestas
notorias pueden mencionarse el Proceso de Gram-Schmidt Modificado y el Proceso de Gram-Schmidt
Iterativo, ambos numéricamente estables. Se han hecho diversos estudios y comparaciones, en térmi-

nos de eficiencia y exactitud, entre estas y otros métodos alternativos con el algoritmo clasico.

A pesar del desarrollo de las modificaciones para salvar el problema de inestabilidad, el uso del
Algoritmo de Ortonormalizacién de Gram-Schmidt para encontrar la descomposicién QR no se hizo muy
popular. Una de las razones es que por la misma época en que surgieron las modificaciones Businger
y Golum [8] propusieron una nueva forma para calcular la descomposicién. Su método consiste en el
uso de reflexiones Householder y mostro ser estable numéricamente, asi como eficiente en el sentido de

numero de operaciones que realiza. En la siguiente seccién se presentara este método con detalle.

2.1.2. Reflexiones Householder

Debido a su eficiencia y estabilidad numérica el método de Reflexiones Householder es uno de los
mas usados en la practica. Por simplicidad nos referiremos al caso ortogonal, los casos unitario y sim-

pléctico tienen un tratamiento analogo.

Definicion 10. Sea v € R" — {0}, la matriz definida de la siguiente forma

2
H=I- —vv!

vty

se denomina transformacién, reflexién, o matrix Householder, correspondiente al vector Householder
v. Note que la acccién de una reflexion Householder sobre un vector x € R™ consiste en reflejar x en el

hiperplano generado por {v}=.

De la definicién es facil ver que las matrices Householder son simétricas y ortogonales. La siguiente

propiedad resultara de importancia para obtener la descomposicién QR.

Proposiciéon 2.3. Para todo vector x = (x1, -+ ,z,)" en R" existe una reflexion Householder Hy que
satisface

H,x = req,

donde e; = (1,0,---,0)  y r = &[|x||3.

Demostracion. Se desea que Hyx pertenezca al subespacio generado por {e; }, de la definicién de reflex-
i6n Householder se tiene

2
Hyx =x — —vtxv,
t
viv



2.1 Métodos de Generacion y la Descomposicion QR 23

de acuerdo a esta dltima expresion, v debe pertenecer al subespacio generado por {e;,x}, esto es
vV =X+ e,
entonces

vix = x'x —+ axq

viv = x'x + 2ax; + o2

De lo anterior se sigue que

€1,

Hox — <1 Ly xtx + axy > 72avtx

xtx + 2ax1 + a2 viv
considerando a = +||x||» en esta dltima expresion, se tiene que

v =X £ [|x||2€1,

H,x = req,
tal como se queria demostrar.

Ahora veamos como obtener la descomposicién QR utilizando transformaciones de tipo Householder.

Método de Reflecciones Householder
= Considere una matriz Z € GinOE(n), cuyas columnas se denotaran por {z;}} ;.
» Sea H; la reflexion Householder que satisface que Hyz; = r1;e1, donde r1; = +||z;]|?. Entonces
1 Ti2 - Tin

0
H,Z =

0
= Se continuda este proceso ahora con la matriz T';.
= De esta forma se obtiene una sucesion de transformaciones Householder que satisfacen
H, . - -HH Z =R,
donde R es triangular superior por construccién. Asi que basta tomar
Q=HHy---H,1,

para obtener la descomposiciéon Z = QR con Q una matriz ortogonal y R triangular superior.



24 Generacion de Matrices Aleatorias de Haar

2.1.3. Observaciones sobre la Descomposicion QR

De acuerdo al material presentado en la seccién previa, después de elegir un método para encontrar
la descomposicion QR, generar una matriz aleatoria con distribucién de Haar seria una tarea directa.

Sin embargo, es necesario hacer ciertas observaciones al respecto.

En primer lugar, la descomposicién Z = QR no es unica si no se le piden condiciones extras. Para

verlo basta considerar una matriz diagonal D de la forma

et .. 0

D= = diag(eielv T ’eien),

entonces las matrices

Q=QDh y R =D'R
son también unitaria y triangular superior, respectivamente; y se tiene que
Z=QR =QR/,

con lo que tenemos una nueva descomposicion de Z.

Para tener una descomposicién unica es suficiente pedir que se cumpla la condicién de que los

elementos de la diagonal de R sean positivos. Esto puede lograrse definiendo la matriz diagonal

A:diag( T11 7 722 . Tnn )7
[raall” o2l (77|

y considerar las nuevas matrices

Q=QA y R=A'R,

que conforman la descomposicién tnica
Z=QR

con R triangular superior y Q unitaria y con distribucién de Haar sobre 1/(n).

La importancia de tener una descomposiciéon QR tnica radica en que se ha observado que si no se
pide tal condiciéon al implementar los métodos para generar matrices aleatorias con distribucién de
Haar que involucran esta descomposicién, las matrices que se obtienen como resultado no cumplen con
las propiedades que se esperan de una matriz con distribucion de Haar. Esto se debe a que existen

problemas numéricos con las funciones de descomposicién QR que introducen un sesgo provocando que
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las matrices @) resultantes casi no tengan valores propios cercanos a uno.

Con el fin de ilustrar este punto, se implement6 una rutina usando Mathematica 6.0, donde se re-
produjeron los experimentos hechos por Edelman y Rao [23] en 2005, los cuales consisten en generar
matrices aleatorias con entradas complejas independientes y con distribucién gaussiana Z, obtener una
descomposicién QR de Z, encontrar los angulos correspondientes a los eigenvalores de las matrices Q
resultantes y graficar su histograma. Bajo el supuesto de que las matrices Q tienen distribucién de
Haar sobre U/(n), la distribucién de los eigenvalores deberia ser uniforme, por lo que se espera que los
histogramas de los angulos correspondientes sea similar al de una densidad uniforme en —27 y 2.
Posteriormente se repite este proceso, ahora utilizando la descomposicién QR tnica de Z. La rutina

para el primer experimento es la siguiente:

Needs["Histograms ‘"]

RR := RandomReal [NormalDistribution [0, 11]]
RC := RR/Sqgrt[2] + Ix(RR/Sqrt[2])

RG[n_] := Table[RC, {n}, {n}];

n = 50;

m = 1000;

k = n#*m;

anglesvector = Table[0, {k}];
For[i =1, 1i <m + 1,
Z = RG[n];
U = QRDecomposition[Z][[1]11]1;
values = Eigenvalues|[U];
angles = Arg[values];
For[j =1, jJ <n + 1,
anglesvector[[j + (i - 1)*n]] = angles[[jl];
J++]
1++4]

Histogram[anglesvector];

Al ejecutar esta rutina se produjeron 10,000 matrices aleatorias con distribuciéon de Haar sobre
U(50) y se obtuvo el histograma de los angulos correspondientes a sus eigenvalores, mismo que se

presenta en la Figura 2.1.
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Distribucién de los eigenvalores

Probability
0.20

0.15

0.10

0.05

6 Degrees

Figura 2.1: Histograma de los angulos correspondientes a los eigenvalores de 10000 matrices de 50 x 50

generadas usando una descomposicién QR.

Por otra parte, el algoritmo modificado para obtener la descomposicién tinica se presenta a contin-

uacion.

Needs ["Histograms ‘"]

RR := RandomReal [NormalDistribution[O,
RC := RR/Sqgrt([2] + Ix(RR/Sqgrt([2])
RG[n_] := Table[RC, {n}, {n}];
n = 50;
m = 5000;
k = n#*m;
anglesvector = Table[0, {k}]1;
For[i =1, 1 <m + 1,
Z = RG[n];
U = QRDecomposition[Z][[1]11;
R = QRDecomposition[Z][[2]];
U = UxDiagonalMatrix[Sign[Diagonal[R]]];
values = Eigenvalues|[U];
angles = Arglvalues];
For[j =1, 7 <n + 1,
anglesvector[[j + (1 - 1)%n]] =
J++]
i++]

Histogram[anglesvector];

17]

angles[[3]];



2.2 Una Interpretacion Algebraica 27

Con este algoritmo se obtiene el histograma de la Figura 2.2.

Distribucién de los eigenvalores

Probability

0.15

0.10

0.05

6 Degrees

Figura 2.2: Histograma de los angulos correspondientes a los eigenvalores de 10000 matrices de 50 x 50

generadas usando la descomposicion QR unica.

Recientemente Mezzadri [51] present6 una revision de los métodos de generacion de matrices aleato-
rias en los grupos compactos clasicos. En su articulo Mezzadri expone una discusion del problema que
antes mencionamos y realiza experimentos similares a los de Edelman y Rao usando Phyton y otros

paquetes de programacion, notando que en todos los casos se observé el mismo comportamiento.

2.2. Una Interpretacion Algebraica

De acuerdo a lo que se ha discutido antes es posible generar matrices aleatorias en los grupos
compactos clasicos, O(n),U(n) y Sp(n) usando poco més que métodos de algebra lineal. A pesar de su
simplicidad, estos algoritmos son casos particulares de un método general para generar elementos de
grupos finitos. Tal método fue expuesto por primera vez en el trabajo de Diaconis y Shahshahani [27] y

fue denominado Algoritmo del Subgrupo.
Algoritmo del Subgrupo

La idea general de este algoritmo es la siguiente, dado G un grupo finito del que se desea generar
elementos g € G en forma aleatoria. Bajo el supuesto de que existe una cadena anidada de subgrupos

de G, es decir subgrupos G; C G tales que
GocGiCc---CcG.1CG. =G,

considere C; las clases laterales de GG; en G, respectivamente. Esto induce una representaciéon de G
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como

G:CT,1X~'~X01XCO,

de lo cual se sigue que cualquier elemento g € G tendra una dnica representacion de la forma

g = 9091 Gr—1, gi € C;.

Asi que para generar un elemento g € GG uniformemente, basta elegir uniformemente elementos g; en

C; y tomar el producto.

Ejemplo 1: El grupo de permutaciones de n elementos.

Para ilustrar el algoritmo del subgrupo considere el problema de generar permutaciones aleatorias

de n letras. Considere G = S,, y la cadena de sugbgrupos

S1CSC...CS,_1CSy, (2.3)

donde S,,_;,i = 1,--- ,n, representa el conjunto de todas las permutaciones de n elementos con los ¢
primeros elementos fijos. En este ejemplo se observa claramente que es posible que existan diferentes
cadenas de subgrupos, que induciran diferentes representaciones del mismo grupo, por ejemplo con-
sidere ahora la cadena

S1C--C85,-4CS8,_2C Sn, (2.4)

o incluso la cadena trivial

S1 C Sy, (2.5)

de hecho existen n! posibles elecciones de cadenas de subgrupos para este grupo, sin embargo el método

funciona independientemente de las posibles representaciones.

Ejemplo 2: El grupo de matrices Ortogonales.
Ahora tratemos el caso del grupo de matrices aleatorias ortogonales de tamarfio n X n,i.e. G = O(n);

para utilizar el Algoritmo del Subgrupo puede considerarse la cadena de subgrupos

o co@2)c---CcOnm-2)CcOn—-1)cCOn) (2.6)

donde O(n—1) es el subgrupo de elementos de O(n) fijando su primera columna como el vector canénico
e1. Asi, si deaseamos generar un elemento aleatorio con distribucién uniforme sobre O(n) de acuerdo al

Algoritmo del Subgrupo tomando la cadena (2.6), se tiene la representacion

O(n) = O(1) x ©@/oq) x - -- x O(M)/0(n-1),
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por lo que si sélo consideramos la parte superior de la cadena, es decir
O(n—1) C On)
bastara generar elementos aleatorios con distribucién uniforme sobre el cociente ©(n)/o(n—1) y sobre el

subgrupo O(n — 1).

Aqui es importante hacer un par de observaciones: en primer lugar el grupo O(n — 1) puede verse
como subgrupo de O(n) al fijar el vector candnico e;. Ademas los elementos del cociente ©(n)/o(n-1)
pueden definirse completamente diciendo a donde va e;, es decir podemos identificar este cociente con
$7~! la esfera unitaria de dimensién n — 1 y como dado cualquier vector x € $" ! podemos considerar

su reflexion Householder asociada, es decir,
I-2x'x,

entonces para todo v € $" la reflexién anterior con x definido como

e p—
1=V con c=+/(e; —v)(e; —v),

X =
c

transformara al vector e; en v. Con ésto se tiene definido como generar elementos aleatorios uniformes

en el cociente de O(n) en O(n — 1), asi que sélo resta generar un elemento aleatorio uniformemente

sobre O(n — 1), con lo que el problema se ha vuelto inductivo.






Capitulo 3

Aproximacion de Matrices

Aleatorias de Haar

En este capitulo discutiremos varios resultados sobre dos enfoques de aproximaciéon de matrices
aleatorias con distribucion de Haar sobre los grupos compactos clasicos matrices de entradas indepen-
diente y con distribucién gaussiana estandar.

La primera consiste en estudiar la “cercania” de estas matrices por medio de la distancia variacional
entre sus distribuciones conjuntas. Recordemos que dadas 1 y v medidas de probabilidad sobre (2, F),

la distancia variacional entre ellas, a la que dentaremos por p(u, V), se define como

p(p,v) =2 sup |[u(A) — v(A)],
AeF

en particular cuando (2, F) = (R", B(R")) y sabemos que x y v son absolutamente continuas con
respecto a la medida de Lebesgue y tienen densidades f(x) y g(x) respectivamenten, la distancia varia-

cional entre ellas queda dada por

) = [ 1760) = gllax (3.1

Por otra parte, el segundo enfoque de aproximacion se refiere en estudiar el comportamiento limite
del maximo de la norma de las diferencias entre sus entradas. Es decir, si consideramos I';, = (7;;)1<i,j<n
Y Z,, = (#ij)1<i,j<n matrices aleatorias, entonces sera de interés el comportamiento siguiente cantidad

e(myp) == _ md Yis — 251

cuando n tiende a infinito.
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Convenciones y notacion

En lo sucesivo seguiremos las siguientes convenciones y notacién

= Sea X una matriz aleatoria, denotaremos por £(X) a la distribucién conjunta de todas sus en-

tradas.

= Siempre que nos refiramos al bloque superior izquierdo de tamafio p x ¢ de una matriz dada,

estaremos considerando la matriz formada por sus primeras p filas y ¢ columnas.

s En particular con U,, denotaremos al bloque superior izquierdo de tamafio p, x g, de alguna

matriz aleatoria I';, = (;;) con distribucién de Haar sobre Gz(n), esto es

3.1. Sobre un Problema Planteado por Diaconis

El resultado que enunciamos a continuacién fue probado en 1992 Diaconis, Eaton y Lauritzen [15]

y constituye el punto inicial del problema de aproximacién que nos concierne.

Teorema 3.1. Sea T',, = (v;;) una matriz aleatoria con distribucion de Haar sobre O(n) con U, su
bloque superior izquierdo de tamarfio p, X qn, Z, una matriz aleatoria de tamafio p, X q,, con entradas

i.i.d. gaussianas estandar y sea
on = p(L(VnUy,), L(Zy)),

la distancia variacional entre las distribuciones de \/nU,, y Zy. Si p, = 0o(n®) ¥ ¢n = o(n®) con o = 3,
entonces

lim §,, = 0.

n—oo

El Teorema anterior tiene precedentes en las ideas propuestas en el trabajo de Borel [7] en 1906, de

las que se sigue la siguiente convergencia

[ t2
P(vny1 <z) » — expy—— o dt, z€R
(Vo <) \/%/W p{ 2}

cuando n — oo. Esto es, para n suficientemente grande la distribucion de cada entrada de la matriz T,,,
escalada por /n, se asemeja a la de una variable aleatoria gaussiana estandar.
Posteriormente, Stam [63] probé que si consideramos el vector v formado por las primeras m com-

ponentes de la primera columna de T',, escalada por /n, es decir

Y= \/ﬁ(’ylla o a’le)/
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y el vector

z = (2’117 te 7Zm1)/

de entradas i.i.d. gaussianas estandar, entonces la distancia variacional entre sus distribuciones tiende
a cero cuando n — oo, siempre que m = o(y/n). En 1987 Diaconis y Freedman [13] probaron que esta
convergencia sigue cumpliéndose bajo la condicién m = o(n). Esta convergencia nos asegura que para
n suficientemente grande las subcolumnas de la matriz T',, se comportan como vectores de entradas
gaussianas e independientes.

Siguiendo el orden de estas ideas, es natural preguntarnos por el comportamiento de la distribu-
cién de un bloque de la matriz I',,. Consideremos U,, el bloque de tamafio p, x ¢, de I',,. De acuerdo
a los resultados precedentes, es natural pensar que cuando n crece y se cumplen ciertas condiciones
sobre p, ¥ qn, la distribucién de /nU, sera cercana, en algin sentido, a la distribucién de una ma-
triz Z,, de tamario p, x ¢, con entradas i.i.d. con distribuciéon gaussiana estandar. El Teorema 3.1 dio
condiciones suficientes sobre el orden de p, y ¢, para la convergencia de la distancia variacional de las
distribuciones conjuntas de \/nU,, y Z,, tienda a cero cuando n crece a infinito.

Posteriormente, Diaconis [17] planteé formalmente el problema de encontrar el maximo orden de
las dimensiones del bloque, de tal forma que la distribucién conjunta de /nU,, se aproxime, en algtin
sentido (e.g. distancia variacional) a la distribucién conjunta de una matriz aleatoria Z, de tamaio
Pn X ¢, con entradas i.i.d. con distribucién gaussiana estandar, cuando » tiende a infinito.

Después de la publicaciéon del Teorema 3.1 surgieron diversas conjeturas sobre el maximo orden
de p, v g, para el que la convergencia ¢,, — 0 siguiera cumpliéndose. En 2003 Collins [9] probé que
pn = O(n3)y ¢, = O(n3) es suficiente para que la convergencia en distancia variacional sigue siendo
valida.

Finalmente, en 2006 Jiang [37] demostré que el resultado de Diaconis (3.1) es valido para a = %, es
decir para cuando los bloques son del tamarfo p,, x g, con p, = o(n%) Y qn = o(n%). Ademas probé que
estos 6rdenes son los maximos tales que la distancia variacional §,,, converge a cero cuando n — oo,
dando con ello una primera respuesta al problema propuesto por Diaconis. En la seccién siguiente se

expone detalladamente esta respuesta.

3.2. Solucién de Jiang

Los resultados que enunciamos a continuacion muestran que el méximo « para el cual se cumple el
Teorema 3.1 es % Es importante mencionar que se cumplen para matrices aleatorias con distribucién
de Haar en Gg(n) para 5 = 1,2, es decir en el grupo ortogonal y en el grupo unitario. Tambié hay que

decir que ambos casos fueron probados por Jiang [37, 39] el primero en 2006 y el segundo en 2009.



34 Aproximacion de Matrices Aleatorias de Haar

Las demostraciones siguen la misma idea y hacen uso de técnicas similares, por lo que sin perder

generalidad aqui presentamos el caso unitaro.

Teorema 3.2. Sea T',, una matriz aleatoria con distribucién de Haar en U(n) con U,, su bloque superior
izquierdo de tamarfio p, X qn., Z, una matriz aleatoria de tamafio p, X q,, con entradas gaussianas
independientes y sea d,, la distancia variacional entre las distribuciones conjuntas de las matrices v/nU,

y Z,, esto es

dn = p(L(vnU,,), L(Z,)).
Si pp, = o(\/n) ¥ gn = o(y/n), entonces §,, — 0, cuando n — co.

Teorema 3.3. Dados x,y > 0 para cada entero n considere

pn = [2v/n], an = [yv/n],

U, el bloque superior izquierdo de tamarfio p, X q,, de I',, una matriz ale atoria con distribucién de
Haar en U(n) y Z,, una matriz aleatoria de tamario p, X ¢, con entradas gaussianas e independientes,
entonces

lfminf §, > 2 (%) 1, (3.2)

n—oo

donde 6, = p(L(y/nU),L(Z)), y ®(z) es la funcién de distribucion de una variable aleatoria con distribu-

cion gaussiana estandar.

Antes de proseguir con las demostraciones de los teoremas anteriores, vale la pena hacer un analisis
intuitivo de estos resultados. Como mencionamos antes, el problema planteado por Diaconis se refiere
a encontrar el maximo orden de p, y ¢, para poder aproximar en algun sentido matrices aleatorias
de Haar a través de matrices con entradas i.i.d. con distribuciéon gaussianna. Los Teoremas 3.2 y 3.3
prueban para la aproximacion en el sentido de distancia variacional el orden maximo para p,, y ¢, es
o(y/n). Intuitivamente ;porqué tiene sentido esta idea?

Diaconis y Freedman [13] demostraron que la distribuciéon conjunta de las m = o(n) primeras en-
tradas de la primera columna de T',, podian aproximarse en el sentido de distancia variacional mediante
variables aleatorias i.i.d. con distribuciéon gaussiana estandar.

Si escribimos esta idea en términos del Teorema3.2, tenemos que si U, es el bloque superior izquier-
do, de tamario p, x 1, de ', y Z,, es una matriz del mismo tamafio pero con entradas i.i.d. gaussianas,
entonces la distancia variacional entre las distribuciones de /nU,, y Z,, tiende a cero cuando n — oo,
siempre que p,, = o(n).

Hay que notar que para cada n fijo las matrices /nU,, y Z,, tienen p,q, = o(n) entradas, informal-
mente ésto nos dice que o(n) entradas de I',, pueden ser aproximadas por variables aleatorias i.i.d. cond

ley gaussiana estandar. De modo que al considerar bloques de dimensién p,, = o(n®) y ¢, = o(n®), se
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esta pensando en aproximar p, g, = o(n?®), por lo que no es extrafio pensar que el maximo orden para
1
o es bR
Mas formalmente, la idea para probar estos resultados es la siguiente: sean f,(z) y g, (z) las fun-

ciones de densidad de /nU, y Z, respectivamente, entonces

:/ Ful@) — gn(a)| da
R2pPnan

= / (@) 1| gn(z)dz
R2pnan | 9n (x)
de aqui se probara que si tanto p,, como ¢,, son del orden de /n entonces el cociente ;—Eg converge en

distribucién a una ley lognormal cuando n — oo y converge a cero cuando p,, y ¢, son del orden o(\/n).
Para poder dar la demostraciéon formal de los Teoremas 3.2 y 3.3 es necesario que tengamos algunos

resultados previos, que expondremos a continuacién.

3.2.1. Resultados Auxiliares

El Lema siguiente nos proporciona la expresion explicita de la densidad conjunta de un bloque de

tamafio p x ¢ tomado de una matriz aleatoria con distribucién de Haar sobre Ga(n).

Lema 3.4. Sea I',, una matriz con distribucién de Haar en U(n), con U,, su bloque superior izquierdo
de tamafio p x q¢. Sip+q < nyq < p, entonces la funcion de densidad conjunta de las entradas de U,

estd dada por la siguiente expresion,

J(U) = Cpqdet(I—UU)""P" g 11(Amax(U*U)), (3.3)
donde
1 & (n—i—p)
=Pl || —. (3.4)
Chp.q Z]-;-[ (n—1)!

Demostracién El Teorema 5.1 en [9] muestra que la ecuacién (3.3) es valida para alguna constante

Cp,q > 0. Asi que sélo resta calcular el valor de dicha constante, para ello consideremos la funcién
g(A) = Cp g det(Iy — A)" P71 11(Amax(4)), (3.5)

donde A = (a;;)1<i,j<q €S una matriz positiva definida y A = diag(A1,--- , Ag), con \; los eigenvalores de

A. Notemos que para toda matriz unitaria W se cumple que

g(W*AW) = g(A).
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Por otra parte sabemos que la funcién de densidad conjunta de los eigenvalores de UU* esta dada

por la expresién

p qr ( )F ( ) H Af_q(l — )\i)nfpfq H (AL — /\j)21{0§)\1<~-<x\q§1}7 (36)
P)ta\q) ;5 1<i<j<q
donde I'y(p) = i 7 ,T(p—i+1). Asi que para obtener el valor de C, , integraremos (3.6) sobre
R?. Para ello apelamos al hecho de que para cualquier funcién simétrica h(Ai,-- -, \;) se cumple que
/ R(A1, -+, Ag)dAr -+ / / (A1, s Ag)dAL -+ - dAyg,
0<A < <A <1

asi como a la identidad conocida como Integral de Selbergcona =p—-g¢+1,6=n—-p—-qg+1lyvy=1,

esto es

1 1 1n
// / H)\p =" I 1N = MelPdhdrg---dA,
0 JO

1<j<k<n

1:[ l—|—2 —q+1+l)F(n—p—q+1+l)
Pl T(—¢g+1+n—qg+n+1) '

De esta forma obtenemos

lC ratpra=1) 4 ri+2)r(l+p—qg+1)I'(n+l—p—q+1)
q" T, (p)Ty(q) pn F'n—q+1+1)

_ Lo, (Al LEED i D(i+p—q) HM
gt " i Dlg—i+1) C Tp—i+1) T(n—q+1)

i=1

'n—p—i+1)
I'(n—q+1)

por lo tanto

y con esto la prueba esta completa.

Ahora que ya tenemos la densidad del bloque de la matriz aleatoria de Haar, podemos proceder
a calcular la distancia variacional entre la distribucién de este bloque escalado por \/n y la de una
matriz con entradas i.i.d. gaussianas. El siguiente resultado nos da una expresion para dicha distancia

variacional.
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Lema 3.5. Sean U,, y Z, matrices aleatorias de tamafio p, X q, definidas como en el Teorema 3.2 y tales
que ¢n < pn ¥ Pn + Gn < n. Si denotamos como §,, a la distancia variacional entre las distribuciones de

/nU, y Z,, entonces

on =FE[|K,L, —1]], 3.7
con
q Y
fon = % 1;[1 (n(i i —Z),})!’
(3.8)
q LA\
e
y donde Ay, --- , )\, son los eigenvalores de Z,Z,,.

Demostracion: Sean f,(z) y g,(x) las densidades de /nU,, y Z,, respectivamente. Note que podemos

utilizar el Lema anterior para obtener una expresién explicita de f,,(z) como

1) = ot ()

* n—p—q *
:%det I—XX 101 )\méx XX
np4 n (0.1] n

XX\ P
= Ga oy (I - > 10,1) (Amax (X*X))

npr4

donde f es la densidad de U,, tal como en (3.4). Por otra parte, es claro que
1 *
Por lo tanto

S = LU LZ) = [ [fale) = guo)] do

R2pPnan

fn() [ fn(Xs) H
= — 1| gn(z)dx = FE -1
/R2pnr1n gn (ZE) ( ) z gn(Xn)
i \ P—P—4
Cpa et (1 . %) 10,1 Amix(X*X))
= EZ -1 )

ﬁ exp {—tr(X*X)}

con X una matriz de tamaio p,, x ¢, de entradas i.i.d. con distribucién gaussiana estandar.

Para terminar la demostracion basta notar que

e (1= XX) T [H (1- i:’)] o

q
(X X) =\,
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con )\; son los eigenvalores de X*X. Utilizando estas dos igualdades obtenemos la igualdad (3.7).
|

Ahora que tenemos una expresion para la distancia variacional procederemos con la aproximacion
que buscamos. Primero observemos que el primer término de la expresién que se encuentra dentro de
la esperanza en (3,7) tiene una parte deterministica K,, y otra aleatoria L,,. Los Lemas siguientes nos

proporcionan aproximaciones para K, y L, cuando n suficientemente grande.

Lema 3.6. (Aproximacion de K,) Sean x > 0, y > 0, considere p = [a:n%], q = [yn %] y K, como en
(3.8). Para n suficientemente grande se cumple que

2 2 3 3 2,2
+ 2x°y + 2xy° + 3x 1
K, =exp {_p q2npq — Y 1342 Y +0 <> } . (3.9

Demostracion: Partimos directamente de la definicién de K,

1 (n_] q p—2 q p—1
K":W};[l(n—]— ._anHH n—i=Jj) :HH<1_

tomamos el logaritmo y obtenemos

= i+
log(Ky) =Y ) log (1 - ) . (3.10)

Por otra parte, de calcular el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién log(1 — =) sabemos que

2

10g(1—x)+x+% < a3, (3.11)

para zx suficientemente pequefio. Notemos que p ~ z/n y ¢, ~ y/n por hipétesis, de esto podemos

concluir que

1 p+q
im

n—roo n

:O’

por lo tanto podemos utilizar la desigualdad (3.11) para cada uno de los términos de la suma en (3.10).

De esta observacion y la desigualdad del triangulo concluimos que
1 q q
. . . N2 . -\ 3
log(K,) + H,Z > (i) + 5 Z (i+35)° < — Z (i+4)°, (3.12)

para n suficientemente grande.

Con el fin de reescribir la ultima desigualdad, consideremos las cantidades

Hn:%Z (i+j) y In:izl (i + 7)2.
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Siguiendo esta notacién y utilizando el hecho de que (i + ;) < (p+¢q)(i +j)? para0 < i < py
1 < j < g, la desigualdad (3.12) se escribe como
<
Vvn

para n suficientemente grande, donde C = C(z, y) es una constante positiva.

log(Ky) + Hy + I,| < —=1,, (3.13)

Ahora bien, calculando directamente tenemos que

1 - g%~ P~ palp—1)  palg+1)  palp+q)
anf = — ] — ) = = . 3.14
nz (i+7) n H—nZ] 2n + 2n 2n ( )
Jj=114=0 =0 Jj=1
Del mismo modo
1 q p—1
sz + 2ij + j2)
j=11i=0
_ g pp=DEp-1)  p et D¢+ 2 plp—1)alg+1)
2n2 6 2n2 6 2n2 2 2

pero apelando al hecho de que p = z/n+ O(1) y ¢ = y/n + O(1), concluimos que

223y + 2xy> + 32292 1
I, = o|—], 3.15
L) +0( o (3.15)
para n suficientemente grande.

Sustituimos (3.14) y (3.15) en la expresién (3.13), entonces

log(K,,) +

pa(p+q) 223y + 22y + 322y? 1 C
— < — .
on 12 0 NZYARE \/ﬁf’“ (3.16)

para n suficientemente grande. De esta dltima desigualdad podemos concluir el resultado deseado.
|

Lema 3.7. (Aproximacion de Ly,) Sean z > 0,y >0, p = [znz]y q = [yn %] Si L,, es como en el Lema

3.5, entonces e~ L,, converge débilmente a la ley de e’¢, donde

_ PPq+pg® | 2Py +ay? zy
Ap = + ) o o 0
on 6 2

y £ es una variable aleatoria gaussiana estdndar.

Demostracién: Nuestro objetivo es aproximar e %" L,,, pero primero notemos que

exp {Z i } <H (1 _ ?;))npq 1(0’,1](112?% i)

=1

Ai

exp{ —i—Zn p— qlog(l—)}l(On](max)\)
LT N

= Z)\1+ n*pf(I)log <17’l) 1(0,n](112?“§X )‘z)

=1 1

LTL

|M~Q
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De modo que si consideramos la funcién

Fa) = 4 (n—p—q)log(l— =) si0<z<n

—00 six >n,
tenemos que

In(Ln) =Y f(N) (8.17)
i=1

Utilizando la expansién en serie de Maclaurin de log(1 — ), concluimos que x € (0,n) existe { = ¢, €

(0,z) tal que

x x 2 x3 4 1

xr
g (1= ) ==~ 3r ~ae  T e

Luego,
) = (r th)x (n —12?”—2 q)z*  (n— gn—g 9)z° | gn(@% (3.18)
para todo = € (0,n) y donde g,,(z) = W. Ademas, es facil ver que
1
S |gn(z)] < Aot

para o € (0,1).
Por otra parte, Z;, Z satisface las hipétesis del Teorema 1.6, entonces existe una constante c¢(z,y) > 0

tal que
Améx (ZtL Zn) P

NG = c(z,y) (3.19)

cuando n — oco. Definimos los conjuntos

Q= {méx \; < Vn(c(z+y)+ 1)},

1<i<q
y por (3.19) se tiene que lim,,_, - P(£2,,) = 1. Méas atin, observemos que en cada conjunto 2,, se satisface

(3.18), por construcciéon. Como consecuencia podemos sustituir (3.18) en (3.17) sobre los conjuntos €2,,,

M=

In(L,) =

P+ (n—p—9A (n—p—gX
n 2n? 3n3

4
+gn(5)2§,]

1

_ p+q)z/\__(n—p—q)zq:/\z_(n—p—q)i/\3+gn(£)§:/\4
n ! 2n2 — ! 3n3 — ' n3 — !

i=1

—_— =

= Dy gm - Pz,
2D gy + O (22,0 (3.20)

para |g,| € [0,2) y n suficientemente grande. Notemos que tr((Z:Z,)*) es una variable aleatoria bien
definida y no depende del conjunto €2,,. Por el Lema A.2

r(ZeZ,)Y)  tr((Z52,)Y) — Eltr((Z5Z,)" °
t((;g)):t(( ))n3[t(( ))}+O(q)—>0
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en probabilidad cuando n — oco. Del mismo Lema, considerando 7 = % se siguen las siguientes conver-

gencias en probabilidad

(p+a), (p+q)® tr((Z;2,)%) azy(z+y)?
77 n -
5z n)?) = o2 = 5
(n—p—gq) . q' tr((Z;Z,)°)  wy(z® +y° + 3wy)?
AL VAV / n N
3n3 tr((Z2n)*) ~ 3n2 qt 3 ’

y finalmente

tr((Z;2,)") ¢ tr((Zy2n)")
n3 T nd q°

cuando n — oco. Por lo anterior se sigue que

(M= =0), gy T(ZaZ0)) | 2yt ay?
L D (252,)7) - T T

en probabilidad, cuando n — co. Considerando estas convergencias junto con la ecuacion (3.20) vemos

que si

PHa, o 1 .

Ry = P 0(2,2,) - S 0r((2,20)%), (3.21)
P*q+pq° _
entonces para probar el resultado que queremos basta probar que R,, — o converge débilmente
n
a una ley gaussiana con media cero y varianza 2. Para verificarlo, primero notemos que el Lema C.3
implica que
q p q p
tr( ) =2 Dzl D0 > Ll
j=1i=1 j=1i<i=1
q
+ Z Z |25 |zin|* + Z Zij kg 2kl Zil s
i=1 j<k=1 ik, j#l

luego E[tr((Z}Z,)%)] = pq(E[|z11]*])+qp(p—1)+pq(g—1) = pq(p+q). También sabemos que E[tr(Z} Z,)] =

pq, por lo tanto

B[R, = pq(pn+ a ;Dq(z;;L qQ) _ pq(];: Q)

Sea h; = tr(Z:Z,)" — E[tr(Z}Z,)"] para i = 1,2, entonces es suficiente verificar que

converge en distribucién a una ley gaussiana N (0, 02). Note que
var[hi] = varltr(Z}Z,)] = pq.

Por otro lado, del Lema A.3, ”‘"[hQ] converge débilmente a una constante positiva. Del Teorema 1.1 de
hy hz
Vvar(hy) J/var(hs)

[4] se sigue que < ) converge en distribucion a la ley gaussiana de media cero. Asi,
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W,, converge en distribucién a una ley gaussiana N(0,02) y al ser uniformemente integrable se tiene

que lim,,_,, E[W?2] = o2. Por otra parte

p+q
N2

var|W,| = Mvar[tr(zzzn)] -

n2

covltr(Z:Zy,), tr(Z* Z,,)?].

De lo anterior se sigue que
2,2

2 _ _ Ty
o° = nl;r{:o var[W,] = 1

y la prueba estas completa.

3.2.2. Pruebas de los Resultados Principales

Prueba del Teorema 3.3 Demostracion: Del Lema 3.5 tenemos que
0n = E[|KyLyn — 1]]

y de los Lemas 3.6 y 3.7 se sigue que K,,L,, converge débilmente a exp (—# + “"—Qyﬁ) cuando n — oo, el

Lema de Fatou nos permite concluir el resultado.

Prueba del Teorema 3.2 Demostracién: Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢, = p, para
todo n > 1. Sabemos que

Sp = E|K,L, — 1],

con K,, y L,, dados como en (3.8). Mas aun, del Lema 3.6 tenemos que

(3.22)

_Pa+pg’
2n ’

K, Nexp{

para n suficientemente grande. Por lo tanto para probar el resultado basta con demostrar la siguiente

convergencia en probabilidad

_ (®%q+pd?)

e L, 1, (3.23)

cuando n — oo.

Seguiremos la notacion y el esquema de la prueba del Lema 3.7 con x = y = 0. Para verificar (3.23)
2 2
p°q +pq

5 converge en probabilidad a cero, cuando n — co. Directamente
n

hay que demostrar que R,, —

de la definicién tenemos que

2 2 2 2 2 2
p°q+pq p+gq * 1 * 2\ P°q +pg p°q+pq
— = tr(X*X,) — —tr((Z*7Z, — ,
2n n (X Xn) 2n r((ZnZn)7) 2n 2n

Ry,
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p+gq
n
vergen a cero en probabilidad, cuando n — co. Pero ambos hechos se obtienen de la desigualdad de

_ (P’q+pq°) .
y ya se ha mostrado que E[R,] = 5.~ por lo tanto es suficiente probar que

1
h1 y —hs con-
n

Chebyshev y las siguientes convergencias, que ya se han probado

2
var {p—&-th] = lim 7(1)—&—(]2) Pq_ 0,
n n— oo n
h 17p*
var [2] ~ 12) — 0.
n n

De lo anterior se sigue (3.23). Utilizando ese hecho y (3.22) se tiene que que K,L, converge a 1 en
probabilidad, cuando n — oo y que E[K,,L,] = 1. De estas dos afirmaciones se sigue el resultado que

deseabamos probar.

3.3. Convergencia del Maximo de Diferencias de Entradas

El propésito de esta Seccion es exponer los resultados principales del trabajo de Jiang [38] en el que
expone una segunda respuesta al problema planteado por Diaconis, detallado anteriormente, acerca
de la aproximacién de matrices con distribucién de Haar por medio de matrices con entradas i.i.d. con
distribucién gaussiana. Este segundo enfoque consiste en considerar matrices I';, = (7;j)i<i j<n COD
distribucién de Haar sobre O(n), U(n) y Sp(n) generadas utilizando el proceso de ortonormalizacion
de Gram-Schmidt sobre matrices Z,, = (z;;)1<i j<n del correspondiente ensamble de Ginibre (GinOE,
GinUE y GinSE respectivamente) y estudiar el comportamiento del maximo de las diferencias entre
sus correspondientes entradas, es decir

en(m) := s Vs =z,

donde m depende de n, cuando n crece a infinito.
Debemos mencionar que tanto los resultados principales de esta seccién, como sus demostraciones

provienen del trabajo de Jiang, pero las pruebas se presentan con mayor detalle.

3.3.1. Resultado Principal

Teorema 3.8. Para cada n > 2 existen matrices T'y, = (Vij)1<ij<n ¥ Zn = (2ij)1<i,j<n, CUYas entradas

son variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad y tales que

1) Las entradas de Z,, son variables aleatorias i.i.d. con distribucion

it) La matriz T, tienen distribucién de Haar sobre Gg(n).NF3(0,1).
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Para 1 <m < n sea

en(m) = max Vi — zijl,

XN, 1) >

entonces

7L’V‘2 32
Pen(m) >rs+1t) < dme= "5 + mnyxg(n, s)e_ﬂT

Bn

t2 2
3 1+ 77— )
ammotn) (14 g0 )
para todor € (0,%),s>0,t >0,y 1 <m <%, donde
L e
Xﬁ(”?‘s) - 17 5 = 2
8ns? +1, =4

y [ toma los valores 1,2,4 de acuerdo al grupo Gg(n) al que pertenece la matriz T',,.

n
logn

Corolario 1. Considere las hipétesis del teorema anterior. Si m,, = o( ), entonces €,(m,) — 0 en

probabilidad cuando n tiende a infinito.

3.3.2. Resultados Auxiliares

Antes de proceder a la demostracién del Teorema 3.8 es necesario dar algunos Lemas previos, asi
como introducir la siguiente notacién: Dado x = (z1,--- ,z,)" un vector con entradas en 3, de aqui en
adelante usaremos |||x||| para denotar al maximo de los valores absolutos de las entradas de x, es decir

Il = mx [z

Los siguientes lemas establecen resultados sobre la distribucién de columnas y entradas de matrices

aleatorias con distribucién de Haar.

Lema 3.9. Sea T';, = (71, - ,7n) una matriz aleatoria con distribucién de Haar sobre O(n) (8 = 1),

U(n) (B =2) o Sp(n) (8 =4), cualquier fila o columna de T',, tiene la misma distribucién que

. Hxl, (6115, &n1)" para B =1,

)

e

] Hxl I (&1 +i&12, -+, &n1 + i&n2)! para f =2,

v

3N

. Hxlﬂ (€11 + &2 + jéas + k€ia, - -+ En1 + ibna + €13 + k1) para = 4,

donde {&,4}1<p< 1<q<4 SOn variables aleatorias independientes y con distribucién gaussiana NFz(0,1)

y ||X1'[3||2 = Zlgpgn,lgqgﬂ g}%q: para B = 1a 274
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Demostracién Sin pérdida de generalidad se probara el resultado para las columnas «;, las filas re-
quiere un tratamiento analogo.

Los casos ortogonal y unitario (8 = 1,2 respectivamente) se siguen inmediatamente de la Proposicion
1.8, notando que v; = I'e;.

Ahora probemos el caso simpléctico, para ello considere Y = (yi, - ,y») una matriz de n x n, cuyas
entradas (y;;)1<i,j<n sonii.d. y tienen la misma distribucién que &1 +i&12+ 5§13+ k14. Se aplica proceso

de ortonormalizacién de Gram-Schmidt, por lo que se define

w1
W1 =Y1, u =
[
(3.24)
Jj—1 —
WjZYj_Zuk'(uZYj)v uj:||wj-|| j=2,---,n.
k=1 J
Observe que uju; = (uju;)*, pero
*
W, = o,
[[wil
y por otra parte
(Wju,)" = (W; u->* —
‘w,)* = ;) =u
! [[w;ll liwsll”
consecuentemente u;u; = dij para cualesquiera 1 < 4,5 < n, por lo que la matriz / = (u;---,u,)

pertenece al conjunto Sp(n).

Ahora sea S € Sp(n) y considere Y = SY asi como sus respectivos y;, w;,; y U correspondientes al

proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt. Se probara por induccion que
u; = Su;,

parai=1,--- ,n.

Primero note que
ﬁl = Sl.117
ahora suponga que dado 2 < ¢ < n, se cumple que ©i; = Su; para todo 2 < j < i — 1y veamos que

1; = Su,. En efecto, usando la hipétesis de induccién y el hecho de que S*S = SS* =1 se sigue que

i—1
Wi =¥i— Y- (85:)
k=1
1—1

= Sy; — Z(Suk) - ((Sug)*Sy;)
k=1
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con lo que 11; = Su; y la induccién esta completa.

De lo anterior se sigue que U = SU, para cualquier S Sp(n). Debido a que las entradas de Y son
i.i.d., la invarianza de S nos garantiza que SY Ly (véase el Teorema 1 de [48]). Consecuentemente

U= SU, para cualquier S € Sp(n), de lo cual se sigue el resultado.
[ |

Lema 3.10. Sean zy,ui, wy , 3 ¥y ap como en (3.33)-(3.36). Para cualquier entero m y reales r, s, t tales

quel <m<n,r>0,s>0yt>0,secumple la siguiente desigualdad
P A — > t) <P A -1/ >
(mix [V, =zl > s+ ) < P méx o — 1] > 1)
P A > P A DITA >t).
+P( méx [[[willl = 5) + P max [|[Ze—rzef] = 1)
Demostracién Note que basta mostrar que

Vg —zg][| < lar = U[lwelll + [|[Ex-12]]] (3.25)

se cumple paratodo k=1, --- | n.

En efecto, note que wy, = (I — ¥j_1)zg, luego

\/ﬁuk—zk = QWi — Z, = QWi — Wi + Wi — Zg
= (ak — l)Wk + (Wk — Zk)

= (ar — 1)wy — Xp_12g,

de lo cual se sigue la desiguadad que se queria.

[ |

Lema 3.11. Sea k un entero entre 1y n, se cumple que

c

A(Zg-12k) = Bp-12,
y
Awy £ wy,

para cualquier A € Gg(n) para 3=1,2y 4.
Demostracion Por la invarianza de la matriz I' = (uy,--- ,u,) para cualquier A € O(n),U(n) o Sp(n),

en cada caso, se tiene que

A(U1,"' aun):AI‘éI‘:(ulv aun)a
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entonces

para cualquier k =1,--- ,n.

Lo anterior implica que

A(Zp_1zr) = A{(uy, - ,up—y)(ug, - up—1)" F 2z

£ A, w1 (Alag, -, w1))* )} Azy,

luego
Awp_ 1 =A(I— 35 1)z
= Az, — A(Xg-121)
£ Az, —{A(uy, - up1)(A(uy, - ug 1))} Az,
=I—-{A(uy, - ,ur—1)(A(uy, - ,up—_1))"})Azy.
Note que por definicién (uy,- - ,ux—1) es funcién de zy,--- ,z,_1, por lo que z; es independiente de
(uy,-+ ,uk_1), de lo cual es inmediato que

AZk 1 A(u1,~~ ,uk_l).
Por otra parte, como z; tiene entradas independientes y con distribucién gaussiana es claro que Az; =

z; entonces,

A(Spo1zi) Z {Auy, - upsy)(A(uy, - ug_1))*} Az
£ A, we) (Aan - wen) )z
£ (g, wpen) (g, - up_) ) ze
=YL _1Zk.
Anéalogamente se obtiene Aw;, £ W

Lema 3.12. Sea A una matriz de tamafio n x n con entradas en Fg, independiente de z, que satisface
A* = AJA%2 = A y tr(A) = k para alguna constante k € [1,n]. Si H(Az) £ Az, para alguna H €
O(n),U(n) o Sp(n), entonces cada entrada de Az, sigue la misma distribucién que

(=)

(zie)
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donde n es una variable aleatoria con distribucion FN(0,1) y las variables {¢;};>1 son independientes y

con distribucion gaussiana estdndar.

Demostracién Si k = n, entonces A = Iy la conclusion resulta inmediata, por lo tanto se supondra

1<k<n.

Ahora bien, se sabe que existe U € Gg(n) para 5 = 1,2 y 4 respectivamente, tal que
A =U"diag(I,0)U,

de donde U es funcién de A y por tanto U L z;. Mas aun, se probara que Uz, es independiente de z;.

Sean f(-) y g(-) funciones real valuadas, acotadas y Borelianas definidas sobre el espacio de matrices

de tamaiio n x n'y F%, respectivamente, entonces

E[f(U)g(Uz)] = E{f(U)E[g(Uz)|U}}
= E{f(U)E[g(Uz)]}
= E[f(U)]E[g(Uz1)],

la dltima igualdad implica la independencia de U y Uz;.

Por otra parte, sea H =€ Gs(n) para § = 1,2,4 con distribucién de Haar e independiente tanto de U
como de z; tal que

H(Azl) é AZ1

ya se ha probado que U_L Uz, por lo tanto OU* 1 Uz, y

Az, £ HAz, = (HU") (Uzy)
0 o0
Z1
I
L k .
= z1 = H, xx : )
0 O
2k
donde H,, ;. son las primeras k columnas de Hy (z1,-- , z;)! las primeras k entradas de z;. Lo cual nos

dice que la primera entrada de Az; tiene la misma distribucién que Zle hiiz;.
Por la independencia de H y z; y el Lema 3.9 se sigue que Az; tiene la misma distribucién que

1
k k 2 k
Qi MiZi (Zizl |77i|2> i E iz
n 1 n 12 1719
(S 2 \ Xl ) =
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[N

donde {7;}?_, son variables aleatorias independientes y con distribuciéon FN(0,1) y A\; = n; (Zle |a7i|2)

Es claro que Zf 1 Aiz; tiene distribuciéon FN(0, 1) y por la independencia de las variables n; se sigue

que |n;|? se distribuye como * ( ) parai=1,--- ,n.

k 2
iz |mil

n 2 b
. | . . o o Il
variables z;,7; parai = 1,--- ,n son independientes e idénticamente distribuidas y escribiendo la suma

Para terminar la prueba resta verificar que Zle X;z; es independiente de note que las

por partes como,

n k n
Z il = Z nil* + Z Inil?,
1=1 =1

i=k+1

por lo que es suficiente probar la independencia de Zle Aizi ¥ Zle Ini|?.

Sean f(-) y g(-), funciones Borelianas y acotadas, definidas sobre F3 y R respectivamente, entonces

o () () =2 (5o ol ()

lo cual implica la independencia deseada.

Lema 3.13. Siguiendo la notacion del lema anterior, se cumplen las siguientes afirmaciones

1) Cada entrada del vector columna Xy, _1zy tiene la misma distribucion que
<Zﬁ(k 1) )%
n )
Y e

i) Cada entrada del vector columna wy, tiene la misma distribucion que

. <Zﬁ(" k+1) £2>
> €2 ’

parak=2--- n

parak=2--- n

i1it) Se cumple que

Iwill? £ 873 (B(n — k+1)),

paratoda k=1,---,n
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Demostracién Recuerde que

Yp=(ur, -, we—1) (g, -, up—1)”

parak=2---.n,y
= (I* Zk_l)zk

parak=1,---,n

Directamente de la definicién de 3 _; es facil ver que tanto X;_; como (I — 3;_;) son matrices uni-

tarias e idempotentes. ASi que para que satisfacen las hipétesis del lema anterior, sélo falta probar que

la traza de estas matrices es igual a algun entero.

En efecto

k—1 k—1
tr(Xg_1) =tr <Z umf) = Ztr (wui) =k —1,
i=1 i=1

y entonces

tr(I—Xg_1)=tr(I) —tr(Xx) =n—k—1,

con lo cual el resultado se sigue del lema anterior.

Lema 3.14. Sea g, con 3 = 1,2y 4, entonces

Bnr

P(méx |ai—12r) <dme” 1o,
1<i<m
para toda r € (0,%)ym < 2.

— 2

Demeostracion Hay que notar que

P ( max |a; — 1] > r) <m méix P(|la; — 1] > 7).
1<i<m 1<i<m

Paratodai=1,---,n se tiene que

P(la;—1|>7r)<P(a; —1>7r)+P(a; — 1 < —r)

P<|wz||— >+P(|\v/v?||§1"">

P ||w1|| < (1+r)2) +P<||Wz'|

(5
*(5

IN

(3.26)
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donde la ultima desigualdad se sigue del iniciso (iii) de C.4 y se cumple siempre que r € (0, ). Ahora

basta acotar las dos ultimas probabilidades.

De (iii) del Lema 3.13 se sigue que

lwi|? SR 2 z‘““m

para toda i =1,---,m, entonces

, lwi > ST e n(l-r)
max P(§1—7’>§P< (n—m)ﬂ S(n—m)>'

Haciendo b = ((1 r) y B = (—00,0], del Lema B.1, observando que b < (0,1) siempre que m < &y

n—m)

usando el hecho de que I(z) es decreciente en el intervalo (0, 1) puede concluirse que

, Iwill> _ I n(l—r)
11;1%);11)( o <1 T)§P<(n_m)ﬁ _(n—m)>

< 9¢=Aln=—m)I(5)

— 9o~ Bln=—m)I(b) (3.27)
parar € (0,1)ym < 2.
Ahora bien, del iniciso (i) de Lema C.4,
(n—m)I(B) > (n—m) _4[’)2 > (Z;i";g)Q > %2 (3.28)

T nr
siempre que 1 < m < R

Asi, de (3.27) y (3.28) se tiene la siguiente desigualdad

[[w

n

Bnr2

<1- 7’) < 2e” 16, (3.29)

max P <

1<i<m

Por otra parte, del inciso (iii) del Lema 3.13 y considerando

A= wﬁ?—f%‘ I(SL’)

con I(z) como en el Lema B.1, entonces se sigue que

St Z " &2
3 3

[l ~

paratodoi=1,---,m.
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Por lo tanto, para toda r € (0, 1)

112
max P(M21+2r> (Z Z>1—|—27“>
1<i<m n

< 2¢7AMA

Ademais note que I(x) es creciente en [1,00), luego

2r — log(1 + 2r) >ﬁ> 2
2 -2 1

<

A=TI(1+2r) =

=}

para todo r € (0, i), por lo tanto puede concluirse que

nr2 1
mé (' will® 5 —|—27"> <2 % re(0,2). (3.30)
1<z<m 4
Finalmente, de las ecuaciones (3.26) (3.29) y (3.30) se concluye que
/37”2
P(la; — 1| >r) < 4e” 16
siempre que r € (0,1) ym < 2.
[ |
Lema 3.15. Sea Fg, con 8 =1,2y4, m=1,--- ,nyt >0, secumple que
t2 _ﬁTn
1—14q > t S 7t 1 o/ 1 I\ )
P (1r<nax 12i—124]]| ) 3mnxg(n,t) ( + 3(m+t\/ﬁ)>
donde
t1, sif=1
xp(n,t) =q 1, sif=2

Snt?+1, sif=4.
Demeostracion Recuerde que 3y = 0, por lo que se puede suponer sin pérdidad de generalidad que

1<m<n.

Del inciso (i) de 3.13 se tiene que

P (mix 11Bioall = ¢) < mo i PO > 0

< mnP(In|Wit1 > 1), (3.31)

donde n ~ NF5(0, 1) y las variables

B(Z 1)
1 k
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son independientes.

Del Lema B.2
_pa?

2

P ([FN3(0,1)] > 2) < pp(z)e™ 27,

donde
L sifg=1

pp(x) =14 1, sif=2 ,
2%+ 1, sif=A4.

esto es
(3.32)

_ Bt?
(ol Wonsr 2 0) < B {a(d e (w20 )}
Por lo tanto se tienen los siguientes casos:

i) Si 8 =1, entonces

)

o~ | =

@B(twyﬁs—l) <

2
asi que considerando a = % y remplazando m por Sm asi como n por Sn en el Lema B.3 se obtiene
Bn

3 Bt? -7 3 t2 7
Pl 20 <5 gmm) =0 (smmrem)

ii) Si 8 = 2, entonces
Pa(tWoih) =1,

. 2 , .
asi que considerando a = % y remplazando m por Sm asi como n por 3n en el Lema B.3 se obtiene

: ”m+ fell = +1 = .

iii) Si 5 = 4, entonces
pp(r) = 22% + 1,

_ a2 .

ademas note que ¢g(z) es creciente, mientras que ¢ (z) := e~ %= es decreciente en [0, 00). Del

Lema B.3 se obtiene

_ S 1 —
Pl W 2 0 < E {pa(tW, 1)) Bexp { -T2,

Bn

2 2
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3.3.3. Prueba del Resultado Principal

Primero considere una matriz aleatoria Z,, = (z;;) en GinOE(n), GinUE(n) o GinSE(n), escribimos
Zn = (21,22, ,2n), (3.33)

es decir {z, }1<,<, son los vectores columna de Z,,.

Ahora bien, sea I',, la matriz formada por los vectores columna resultantes de aplicar el proceso de
ortonormalizacién de Gram-Schmidt a los vectores columna de Z,,. Siguiendo la notacién del Capitulo
2 tenemos

T, = (u,ug, - ,u,), (3.34)

donde los vectores columna u; son como en (2.1).

De esta forma tenemos que Z,, tiene entradas gaussianas NF(0, 1) y ademads se sabe que la matriz
I',, tiene distribucién de Haar sobre Gg(n) (Véase Cap. 2) con lo que I',, y Z,, satisfacen las condiciones
(i) y (i1) del Teorema 3.8.

Para continuar con la demostracién hay que considerar las cantidades

39 =0, Y= (a, - ,up)(ug, - ,u,)*, k=1,---n (3.35)
ap = ﬂ, (3.36)
[[will

entonces se tiene que

k—1
Zui(ujzk> = ‘{(U.]_, e auk)(u17 e ,Uk)*}Zk
i=1

=X 12

para k =2,--- ,n, luego
k—1

Wy, = Zj, — Zui(uz‘zk) =1 - Xk_1)zk. (3.37)
i=1

Estas expresiones serdan de gran utilidad en lo sucesivo.
Prueba del Teorema 3.8
Demostracién Primero note que del Lema 3.10 se tiene que,
P & u,—2zgl|| > tH)<P & =1 >
(e [[[VAue—za] = rs +1) < P( mix o 1| = 1)

P( m4 > 5) + P( méx [|[Sp_1zall >t
+P(max [[will| 2 s) + P( max [[IZp-1zsll] = )

parar >0,s >0yt > 0.
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Para acotar el segundo término, note que del Lema 3.13 paratodo k=1, --- ,n,

W (Zﬁn k+1)§2>
Y€

y ademas se satisface la siguiente desigualdad
Zﬁ(n k+1)

> 152

Por lo tanto
P w >s5) < max P(]||w >
(lg}&x liwill = 5) m1 <k< (lwilll 2 5)-

De la desigualdad del triangulo y el Lema B.2 se obtiene

P >s) < P >
(i [wel| 2 5) < m méx P(|wil| > 5)

< mnP([FN(0, 1)[| = s)

Bs2
< mnepg(s)e” 2
donde
%, sif=1;
po(e) =4 1, sif =2

2%+ 1, sif=4d
Por otra parte, note que por los Lemas 3.15 y 3.14 se tienen cotas para el primer y tercer término del

lado izquierdo respectivamente, por lo que se concluye que

P( max H|fuk—zk||| >rs+t)
1<k<
Bn

2

"L'f'2 S 1 _T

para todor € (0,1),s >0, >0y1<m< 2.

Para obtener el resultado deseado, basta notar que

vp(s) < xp(n,s)

paratodas>0,n>1yfB=1,24.






Capitulo 4

Consecuencias sobre la Distribucion

Espectral Asintotica de Bloques

El objetivo de este capitulo es mostrar algunas consecuencias de los resultados que fueron expuestos
en el capitulo anterior. De acuerdo a los dos paradigmas de aproximacion estudiados la distribuciéon con-
junta de matrices aleatorias de Haar truncadas de dimensién suficientemente grande es cercana a la
de matrices con entradas independientes y gaussianas estandar. Una de las razones por las que este
hecho tiene relevancia es que permitira extender resultados que se cumplen para matrices gaussianas

de dimension grande a matrices con distribucion de Haar.

Comenzaremos con el resultadosiguiente, consecuencia directa de la aproximacion en el sentido de
distancia variacional probada en los Teoremas 3.2 y 3.3 y sera la clave para obtener algunas propiedades

asintdéticas sobre la distribucion espectral de matrices aleatorias de Haar truncadas.

Corolario 2. Bajo las condiciones del Teorema 3.2, considere { f, }n<1 una sucecion de funciones medi-

bles, fn(-) = f(x1, -+ ,2,) : R® — R*. Si existe D € B(R¥) tal que
lin PO (W), A(W,) € D) = ¢,

para alguna constante c, donde W,, = Z*7Z, entonces también se cumple que

lim P(fu(AMWa), -+ An(Wh)) € D) =,

n—oo

donde W,, = nU*U.

Demeostracion. Sea n entero positivo fijo, del Teorema de Perturbacion para valores singulares se tiene

que para cualesquiera A, B matrices de tamarfio p x ¢ se cumple que
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méx |/ \i(A*A) — /\i(B*B)| méx /(A — B)*(A — B)

1<i<q 1<i<q

= Vtr((A-B) (A -B))

IN

lo cual implica que (A1 (A*A),--- ,A\;(A*A)) es un vector continuo de A. Por lo tanto, existe E € B(IRP?)
tal que

{f’n(Al(Wn)a t a)\q(Wn)) S D} = {Z S E}

{fniWn), -+, Aq(Wn)) € D} = {U € E}.

El Teorema 3.2 garantiza que

P{ZeE})-P{UeFE})—0

cuando n — oo, por lo que se sigue el resultado que se queria.
|

Los resultados siguientes son validos para matrices aleatorias con distribucién de Haar sobre O(n)
o U(n), sin embargo las demostraciones se hacen sélo para el caso unitario, el caso ortogonal se sigue

por analogia. En las subsecciones siguientes se usa la notacién del Teorema 3.2.

4.1. Ley de Grandes Numeros para el Radio Espectral

La convergencia del radio espectral escalado de matrices con entradas independiententes y con dis-
tribucién gaussiana estandar fue probada por primera vez por Geman [27]. Posteriormente, Yin, Bai
y Krishnaiah [78] generalizaron el resultado para matrices con entradas i.i.d. y con cuarto momento
finito. Por otra parte, los primeros resultados acerca del comportamiento del menor eigenvalor de ma-
trices aleatoarias fueron desarrollados por Yin,Bai y Krishnaiah [77] y Silverstein [61] quien estudié la

convergencia casi segura del menor eigenvalor de matrices aleatorias de tipo Wishart.

Teorema 4.1. (Radio espectral) Sea T',, una matriz con distribucion de Haar en O(n) o U(n) y U,
su bloque superior izquierdo de tamafio p, X q,. Sea Aax(U%U,,) el mdximo eigenvalor de U;U,, y

Amin (UL U),, definido como

A (UXU,), Si D > Qps
)\mzn(UZUn): 1( n ) p q

)\(q—;l?-i-l)(U;szn)v st Pn < gn-
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Si p, — 00, pp =0(\/n) y z% — ¢ € (0,400), entonces

(”) At (U5 U,) = (14 /0)?

DPn

(”) A (URUL) — (1 — e)?

Pn
en probabilidad, cuando n — oc.

Demostracion. Considere Z,, como en el Teorema 3.2. Por hipétesis % — ¢ € (0,+400), por lo tanto se

satisfacen las hipétesis del Teorema 2.16 de [3] por lo que

(Z) Amax(Z*Z) — (1 + /0)? (4.1)
y
(Z) Amin(Z*Z) — (1 — /2)? (4.2)
en probabilidad, cuando n — oc.
Por lo tanto
lim P(Am““‘(zz)—(wﬁ)2 25) —0.

Considerando la convergencia anterior junto con la sucesion de funciones
f?L(Al(Z*Z% Tty /\q(Z*Z)) = )\min(z*z)a

el Corolario 2 nos proporciona el resultado deseado.

4.2. Ley de Tracy-Widom

El resultado siguiente se refiere a la convergencia de la distribucién del maximo eigenvalor de ma-
trices aleatorias tipo Wishart formadas a partir de matrices aleatorias de Haar truncadas hacia las

leyes de Tracy Widom.

Teorema 4.2. (Ley Tracy-Widom) Sea T',, una matriz con distribucién de Haar invariante con U, su
bloque superior izquierdo de tamafio p, X ¢, ¥ Amax(UU,) el mayor de los eigenvalores de U} U,,. Si

Dn — 00,0 = 0(y/N) ¥ /p, — ¢ € (0,00), entonces se cumplen las siguientes afirmaciones

i) SiT,, € O(n) entonces, cuando n — oo

PAmax(UXU,) — ay,
by

converge débilmente a la ley de Tracy-Widom F; definida como en 1.5,
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it) Si T, € U(n) entonces, cuando n — oo

PAmax (UL U,) — an
by,

converge débilmente a la ley de Tracy-Widom F; definida como en 1.5.

donde
1

1
N

Demostracién. Sea Z, una matriz de tamaio p, X ¢, con entradas i.i.d. con ley gaussiana compleja

—)".

an = (Vou + V@) Y ba = (Von + Van)(

estandar.

Hay que recordar que Johansson [41] prob6 que

NAmax (22 Zy,) —
bn

converge débilmente a la ley de Tracy-Widom F5,

cuando n — oo.

Por otra parte, Johnstone [42] mostré que si las entradas de Z,, tienen ley gaussiana estandar, entonces
se cumple que

n)\mé.x (Z:LZ”) — Gn
by,

converge débilmente a la ley de Tracy-Widom £,

cuando n — oo.

Por lo que para probar el resultado basta apelar al Corolario 2 considerando

maxj<i;<qT; — Qn

fn(xlv"'7xq): b,

L1, ,Tq 207
y D = (—o0, 2] para cualquier z € R.
|

Para exponer otras consecuencias sobre la distribucion espectral de los bloques se requiere intro-

ducir la siguiente métrica.

Definicion 11. Sean 1 y v medidas de probabilidad sobre (C, B(C)), definimos
u(dx) / flx

IfllBL == I flleo + Il f1lz

-

N llez < 1} 43)

donde
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para funciones f Lipschitz y acotadas sobre C y donde | f||- ¥ ||f]|z denotan la norma supremo y la

seminorma Lipschitz usuales, es decir

_ . — sup @) = TW)
Ifllee :=sup |f@] y  Wfles= sup—p— ==

THY
Es facil ver que esta métrica genera la topologia de convergencia débil de medidas de probabilidad
sobre C, por lo que una sucesion p,, converge débilmente a u siy sélo si n(u,, 1) converge a cero cuando

n tiende a infinito.

Lema 4.3. Sea X una matriz de tamario n X n con entradas complejas, ux la distribucién espectral
empirica de sus eigenvalores \1,--- , \, ¥ i alguna medida de probabilidad dada. Entonces se cumple
que

n(ux, ),

definida como en (4.3) es una funcién continua en las entradas de X.
Demostracion. Primero note que para toda funcién f Lipschitz y acotada sobre C se cumple que
1 n
| Fax(d) = £ 3 fOu))
i=1

Ahora bien, sean X = (zi;)1<ij<n ¥ Y = (¥ij)1<i,j<n matrices aleatorias y = alguna permutacién de

{1,---,n}

o) el S s ST FO0e(X) ~ FON(Y)
< mix sup|FOw (X)) - FOu(Y))]

Isisnif|pL<1

= max ‘Aﬂ'(l) (X> - )‘l(Y)|a

1<i<n

como esto es cierto para cualquier permutaciéon w, entonces

n(x, 1) =0y, p)| < min max Az (X) = A(Y)].
T 1<i<n

Por el Lema C.5 (Véase Apéndice C) se tiene que

7 , —1/p 1/n —1/n
min max [Ar(X) = (V)] 277X = Y (X2 + Y1),

donde || - |2 denota la norma usual de matrices. De las iltimas desigualdades y el hecho de que
X[ < > fagl
1<i,j<n

se sigue que

7 Y [2)

IN

2TMX -Y

X2 +

1/2n

3o fwy -yl | (Xl + Y )2)

1<ij<n

In(px; 1) =y, 1)

Il
2



62 Consecuencias sobre la Distribucion Espectral Asintotica de Bloques

con lo que se obtiene la continuidad deseada.

4.3. Ley del Circulo

Como se mencioné en el Capitulo 1, la Ley del Circulo surgi6 como una conjetura, que asegura que
la distribucién espectral (normalizada adecuadamente) de una matriz aleatoria no simétrica converge
a la distribuciéon uniforme sobre el disco unitario, y ha sido ampliamente estudiada para el caso de

matrices aleatorias con entradas independientes y gaussianas.

En 2000 Zyczkowski y Sommers [81] estudiaron bloques de tamaiio p x p de matrices aleatorias con
distribucién de Haar sobre los grupos Gg(n) para § = 1,2, simularon la distribucién empirica de sus
eigenvalores y notaron que todos ellos se encontraban en el disco unitario. Ademaés de esto, observaron
que las propiedades de las matrices truncadas quedan determinadas por el valor del cociente »/n. Mas
tarde, en 2004 Petz y Réffy [56] probaron un resultado interesante en esta misma direccién, consid-
eran bloques de tamarfio m x n de matrices aleatorias con distribucién de Haar sobre U(n) tales que
m/n — ~ € (0,00) cuando n — oo y demuestran que su distribucién empirica espectral converge en
probabilidad a una ley que no es la del circulo. Finalmente, en 2009 Jiang [39] prueba el resultado que
se enuncia a continuacién, donde se asegura que las condiciones p,, — o y p,, = o(y/n) son suficientes
para garantizar que la distribucién empirica de los eigenvalores normalizados del bloque de tamaio
Dn X Dp, de una matriz con distribuciéon Haar sobre Gz(n) para 5 = 1,2, converge débilmente a la ley del

circulo.

Teorema 4.4. (Ley del Circulo) Sea I',, una matriz con distribucion de Haar en Gg(n) con § = 1,2y
U, su bloque superior izquierdo de tamarfio p,, X p,. Sean A1, A, -- , A, los eingenvalores de U,, y u, la
distribucién empirica de \/"/p);. Denotemos por i a la ley uniforme sobre {z € C: |z| <1}. Sip = o0y

p = o(y/n), entonces

Nk, ) =0
en probabilidad, cuando n — oc.
Demeostracién. Sin pérdida generalidad supongamos que T',, € U(n). Sea Z, una matriz de tamario

Pn X pn con entradas i.i.d. y ley gaussiana compleja estandar, por la Ley del Circulo (Véase Capitulo 1)

si v,, denota la distribucién empirica de los eigenvalores de \/%Zn, se cumple que

N(Vn, ) =0
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en probabilidad, cuando n — oo, es decir para todo € > 0,

lim P(n(vn,p) >€) =0,

n—roo

del Teorema 3.2 se sigue que

im P (n(pn, 1) > €) — P(n(vn, p) > €) =0,

n—o0

para todo ¢ > 0, de lo cual se sigue el resultado deseado.

4.4. Ley de Marchenko-Pastur

Como se mencioné en la Seccién 3 del primer capitulo, Marchenko y Pastur [49] estudiaron la con-
vergencia de la funcion de distribuciéon empirica de los eigenvalores de matrices de covarianza probando

el Teorema 1.4.

El objetivo de esta seccion es estudiar un resultado analogo considerando matrices con distribucién
de Haar truncadas. Esto es, dada U,, como en el Teorema 3.2 es de interés estudiar el comportamiento
de la funcion de distribucién empirica de los eigenvalores de la matriz U} U,, reescalados por con-
stantes apropiadas, a la que denotaremos por £, . .
Antes de proseguir hay que recordar la definicién de distancia de Lévy, asi como introducir un lema

que sera de utilidad en la demostracion del resultado principal de esta seccién.
Definicion 12. Si F; y F; son funciones de distribucion, la distancia de Lévy entre ellas se define como
L(F,F)=f{e>0: Fi(z—¢)—ec < Fy(z) < Fi(x+¢)+¢e paratodo =€ R}.

Es bien conocido que esta distancia caracteriza la convergencia débil de las medidas de probabilidad
correspondientes, es decir para cualquier sucesién de funciones de distribucién {F, F,,,n > 1} asegurar

que

i [ g@)dbu(x) = [ ga)aF@

para toda funcion g continua y acotada, es equivalente a tener que

lim L(F,,F) =0,

n—oo
que a su vez equivale a la convergencia puntual F,,(z) — F(x) en todos los puntos de continuidad de F'.
Por otra parte, el siguiente enunciado nos da una implicacién méas de tener convergencia en distancia

de Levy.
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Lema 4.5. Sea {F),},<1 una sucesion de funciones de distribucion aleatorias y F' una funcién de dis-

tribucién continua dada. Si L(F,,, F) — 0 en probabilidad, cuando n — oo, entonces

sup |Fp,(z) — F(z)] = 0
z€R

en probabilidad.
Demostracion. Como L(F,,, F) — 0 en probabilidad, para cualquier ¢ existe N > 1 tal que

P(Fx —e)—e < F,(r) < F(x+e)+e¢ paratodo x€R)>1—¢

siempre que n > N.

De modo que si se cumple que
Flx—e)—e<F,(x) < F(r+¢)+¢e paratodo z€R,

entonces

sup |Fy(z) — F(z)| < sup [F(z) - F(y)| +e.
z€R |lz—y|<e

Por otra parte, como F(+o00) = 1, F(—o0) = 0y F(z) es continua, se tiene que es uniformemente

continua y por tanto existe dy > 0 tal que

sup |[F(z) - F(y)| <e
lz—y|<8

siempre que ¢ € (0, dy).

Asi, para todo € € (0, dy) se tiene

P (sup |F(x) — F(x)] < 25) >1-—¢
zeR

siempre que n < N, lo cual nos da la convergencia en probabilidad que se queria.

Teorema 4.6. (Ley de Marchenko-Pastur) Sean T',, y Z, matrices aleatorias definidas como en el Teo-
rema ??, para § = 1,2. Considere U, el bloque superior izquierdo de tamafio p, X g, de Ty, y F}, 4. la

distribucion empirica de ("/p,)\;, donde \;,1 < i < q son los eigenvalores de U} U,, es decir,

1 dn
Fpoq,(2) = P Z Lnprnsoo) (), TR (4.4)
n
Si pp — 00, % — ¢ > 0y pn = o(?/logn), entonces

sup [Fy, g, (7) — F(z)| = 0, (4.5)
zeR
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en probabilidad cuando n — oo, donde F(z) es la ley de Marchenko Pastur, cuya densidad esta dada

por (1.6).

Demostracion. Note que por el lema anterior basta probar que L(F},, ,,, F) — 0 en probabilidad, cuando
n — oo.
Por otra parte, sea Y,, el bloque superior izquierdo de tamafo p, X g, de Z,, y Fpmqn la funcién de
distribucién empirica de los eigenvalores de 1/p.Y Y ,,. Sean
A= \/EUZ y B Y,
VP VPn

por el Lema C.6 (Véase Apéndice C) se obtiene la siguiente desigualdad

LBy gus Fpoan) < 1% {tr [(VnUn = Y0)" (VU = Y] } {tr(nU;, Un) + tr(Y,Y0) )

n

Note que considerando ¢, (m) como se definié en el Teorema ?? se sigue que

tr [(\/ﬁUn - Yn)*(\/ﬁUn - Yn)} S pnqn€7z(Qn)-

Por otra parte, recordando que ||A|[y; := \/tr(A*A) es norma se tiene que

tr(nU,Up) IVnU.ll3,
< (IWnUn = Yallar + [Yallar)?

< 2DnGnén(gn) +2tr(Y Y ).

N

De las desigualdades anteriores se obtiene

2 *
L4(Fpmqn ) Fpn,qn) < pqu%(Qn) {2pngnen(an) +3tr(Y,; Y,)}

2 n+n n 2nn n
< pE(q)<q6(q)+32tr(YZYn))
Pn Pn Pn

Observemos que cuando n — oo, el segundo término dentro del paréntesis converge a 3¢ en proba-
bilidad, por la Ley de grandes ntimeros. Por lo que solo resta mostrar ¢, (g,,) converge en probabilidad a
cero. En efecto, por hipétesis se tiene que p,, — oo, g—” — ¢ > 0y p, = o(?/logn), por lo que es inmediato
que ¢, = o("/1ogn) y del Teorema ?? se sigue que ¢, (¢,) — 0 en probabilidad cuando n — oc.

Con lo anterior se ha probado que L(F},, ,.,Fp, 4.) — 0 en probabilidad cuando n — oo, por otra

parte del Teorema 1.4 se tiene la convergencia L(F,, ,.,F) — 0 en probabilidad. Ambas convergencias

nos garantizan el resultado que se queria.
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USSP ) >

plejas i.i.d. con distribucién gaussiana estandar y denotemos por

)\1 S )\2 S <o < )\na (Al)

a los eigenvalores de la matriz Z'Z.

Mas atn, en algunos de los resultados se considerard una sucesién de matrices aleatorias {Z, },>1

y para cada Z,, los eigenvalores de Z!,Z,, seran denotados tal como en A.1.

La primera afirmacion del Lema siguiente se debe a Hsu [33] y nos proporciona una expresién para
la densidad conjunta de, mientras que la segunda es simplemente el Jacobiano de la transformacion que
lleva a una matriz definida positiva y Hermitiana a sus eigenvalores y puede consultarse por ejemplo

en [36].

Lema A.1. Sea Z = (z;j)1<i<p,1<j<q Una matriz de entradas complejas con funcion de densidad conjun-

ta g(ZZ'), entonces la funcién de densidad conjunta de R = ZZ/ estd dada por
©(Fy(g)) ™ (det(R))*Pg(R).
Mads atn si g(UAU’) = g(A) para toda U en O(n), entonces la funcién de densidad conjunta de

I'= diag()‘la e 7)‘P)7
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estd dada por
aPla+p=1) L r
) [ TT (A =A%,
Lp(@)p(p) (1:[ 1§g§p ’

donde T'y(q) = 7" V2 T[V_ (g — i+ 1).

Los siguiente resultados son bastante conocidos en teoria de matrices aleatorias y sus prueba
pueden encontrarse en [2], la idea principal es utilizar el método de momentos para probar la con-
vergencia débil. La técnica que consiste en valerse del método de momentos para demostrar la conver-
gencia débil de distribuciones espectrales de matrices aleatorias o bien de funciones que dependen de
los eigenvalores, es muy popular en teoria de matrices aleatorias. Esto se debe a que la distribucion
conjunta de la eigenvalores no tiene forma explicita, en general, mientras que un momento bajo la me-
dida espectral es simplemente la traza de un potencia de la matriz, y por lo tanto es funcién explicita

de la entradas.

Lema A.2. Sean {p,}n>1 Y {qn}n>1 Sucesiones de enteros positivos tales que p, — ooy 5—: = n €
(0, 00). Para cada entero n, considere Z,, una matriz aleatoria de tamafio p,, X ¢, con entradas i.i.d. con

distribucion gaussiana estdndar, entonces para todo entero k > 1 se cumplen las siguientes afirmaciones:

E [tr(2],Z,)"] ~ plan kz_:l . Jlr : (EZ)T (i) (k N 1>,

r=0

7

cuando n — oo.

it)

tr((Z)Z,)*) 2 b [k (k-1
(( k+1))_>zn ()( )
an r+1\r T

r=0

en probabilidad, cuando n — oo.

Lema A.3. Dado ¢ € (0,1), sean {p,}n<1 ¥ {qn}n<1 Sucesiones de enteros positivos tales que p, — oo
ye < Z—" < ¢7! para toda n > 1. Para cada entero n considere Z, una matriz aleatoria de tamafo
Pn X qn con entradas i.i.d. con distribucion gaussiana estandar y considere los eigenvalores como en A.1,

entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
i) Var[tr((Z!,Z,)?)] ~ p2q2 + 4pngn(pn + qn)?, cuando n — co.

ii) Cov[tr(Z],Zy,),tr((Z,Z,)?)] ~ 2pngn(pn + qn), cuando n — oo.
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Lema B.1. Sea £ variable aleatoria con distribucién normal estdndar y considere

I(I)=:zgg{Gx~—10g(EH0XP(9§2ﬂ)}7

para x € R, entonces se cumplen las siguientes propiedades.
i) Elexp(0£2)] = (1 —20)~"/? para todo § < 1/2.

ii)

z—1-1 .
@7205;1)’ six>0;
+00, otro caso.

iti)) Sea J(z) = 1(*)/z, para toda x > 0. Tanto I(x) como J(x) son crecientes en (1,00) y decrecientes en

0, 1].

Lema B.2. Sea Zs una variable aleatoria con distribucion NFz(0,1) con 8 = 1,2 y 4 respectivamente.
Se cumple que
P(|Zg] > z) < wg(x)e_ﬂ’% para toda x > 0,
donde
e, sif=1;
pp(x) =14 1, siff=2
222 +1, sif=4

Demostracion. En vista de la definicién de NF3(0, 1), se tiene que

B
P(INF4(0,1)] > ) = P (be > ) |
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donde &; son variables aleatorias i.i.d. con ley N (0, 1).

Caso 1. Para g = 1, es bien conocida la desigualdad

2

2rx

1
P(|Z1] > x) < e —e S
X

para toda x > 0.

Caso 2. Para 3 = 2 note que (§1+£3)/2 £ exp(1), luego

2 2 1 2
P(|Zy| > z) < e "= 2o,
(| 2|— )_\/ﬂx x

para toda x > 0.

Caso 3. Para 3 = 4 se tiene que &2 + £2 + g§ + &2 £ x2(4), luego
) t . foe)
PUZI >0 = [ S = [ pevay = e+ e,
42 4 222

para toda = > 0.

Combinando los tres casos se obtiene la desigualdad deseada.
|

Lema B.3. Sea {¢};>1 una sucesion de variablesa aleatorias i.i.d. con distribucion gaussiana estdndar,

22"153)”2
W = | &=l
(578) -

para cualesquiera n,n con n > m > 3 sea

se cumplen las siguientes igualdades
i) EW=?] <n.

i) Para todo a > 0,

Ele™/"?] <3 (1 + Qa) "
- 3(m + v2an) .

Demostraciéon. 1) El resultado es obvio para el caso m = n, por lo cual se supondra 3 < m < n. Reescri-

biendo W2 como
n 2
Zi:m+1 61

W2 =14 =St
Zi;m-&-l 57,2



entonces

n 2

Zi:m+1 gi
m 2
> &

n
2
g

i=m-+1

EW™2 = 1+E

1+E

“ |zl

IA

1+(n—m)E

1
Yo &’

al calcular la esperanza del ultimo término se tiene,

1 1 exp{fM}
E = 5| = 3/3 . 72 dxdydz
D & (vV27)? Jr +y° +

B \/1 /“/”/%exp{_r;}% 0, drd6,d
_(2’”)30 A 7“2 rosmoiaraviaty
1 1 [ r2 g
= —e expi —— pdr 27 sin 6, d0
<¢2w>32/_oo p{ 2} / 1
= L OOe —ﬁ dr
B V2T ) oo P 2
1,
entonces

EW ™2 <1+ (n—m)

de donde claramente se sigue el resultado.

ii)Por la independencia de >, £7 con las variables &, 11, &m12 -+ , &, Se tiene que
E[efaW’Q] —e @ E[Mnfm]’
donde

2
M=E [exp{—zi‘f"gg } Ep, - ,gm} .
=157

Por otra parte, se sabe que E[exp(—3¢2)] = (1 +23)~"/* para 8 > —1/2, asi que

—1/2

(1 + 2a (i gf) _1) 7

- 2a \ "
E e_a = e_a E 1 + m)
o (1 sre

M

y por lo tanto se llega a que
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Apéndice C

Resultados Técnicos

Lema C.1. Sea I'(z),z > 0 la funcién Gamma, definida como

F(m)z/ t* e tat.
0

Se cumplen las siguientes desigualdades.

. 1 r 1
1) 1M<W<lparatodan21.
D((n+1)/2)

VRL(n2)

El siguiente resultado nos da la identidad conocida como integral de Selberg cuya prueba puede

3
< — para toda n > 1.

i) 5n

encontrarse en diversas fuentes, como en [25] por mencionar una.

Lema C.2 (Integral de Selberg). Sea n < 2 un entero, «, 3 y 7 reales positivos, entonces

1,1 1 n
/ / / Hm?fl(l—xi)ﬁ_l H \:Ej—mk|27d:v1dac2~--dxn
0o Jo 0 ;1

1<j<k<n

n—1

1 PA+ v+ I)L(a+ 9B + 1y)
A+ a+ B8+ (n+1-1)y)"

1=0
Lema C.3. Sea f(u,v) una funcién real, tal que sus tres derivadas de segundo orden existen y son
acotadas en valor absoluto por una constante M, sobre [a,b] x [c,d]. Entonces se cumple la siguiente

igualdad,

J2 iz . T T
XYL [0 L semasay c.

Jj=J1i=t1 n n

J=J1i=11
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donde
(i2 —i1)(J2 — 1) M
A

)

d <
para cualesquiera i1,ia,j1 Y jo tales que na < i; <is <nb—1ync<j; < j2 <nd-— 1
Lema C.4. Las siguientes desigualdades se satisfacen:
i) Para todo x € (0, 1] se cumple que

;—1)2
x—l—logajzg.

it) Para todo x € (0,1/4] se cumple que
22 — log(1 + 2x) > 22
iti) Para todo x € (0, /4] se cumple que
(1-z)?>1+22

Y que
1+2)2<1—2.

Lema C.5. Si A y B son matrices de tamafio n X n con eigenvalores complejos Ay, -+ ;A\ ¥ 71, , Tny

respectivamente, entonces se cumple que

1
2

méx |\; — 73] < 227" (|All2 + [B]2)'”"||A - B

donde || - ||2 denota la norma usual de matrices.

Lema C.6. Sean A y B matrices aleatorias de tamarfio p x n con entradas complejas. Si denotamos por
FAA" BB g las funciones de distribucion empirica de AA* y BB* respectivamente, entonces
2

o3 (A~ B)(A - B))tx(AA’ + BB"),

L4 (FAA* , FBB* ) S

donde L denota la distancia de Levy.
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