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1 Introduccién

Desde hace unos 60 afnos se ha estado desarrollando la teorfa del riesgo financiero al observarse
la pertinencia de no sélo estudiar el rendimento de una posicién financiera sino también el riesgo
que conlleva. Para su cuantificacion confluyen las teorias de economia, actuaria, estadistica y
probabilidad, lo que ha proporcionado un ambiente fértil para el surgimiento de una multitud de
medidas de riesgo. Ademds de las métricas clasicas heredadas de la teoria de inversion, tales como
la desviacién estdndar del rendimiento, nuevas familias de medidas han surgido en la gestién del
riesgo, como el valor en riesgo o déficit previsto. En el trabajo publicado en 2009 por Lleo [11], se
presenta un estudio detallado del desarrollo de la gestién del riesgo asi como de las medidas mas
comunes tanto en la literatura como en la préactica.

La importancia del andlisis y medicién del riesgo se volvié méds evidente a partir de la crisis
acontecida en 2008 en donde la sobreexposicién al riesgo de ciertos agentes econémicos desaté
un efecto demoledor en la economia mundial. Vale decir que también se retomé conciencia hacia
una adecuada regulacién del sector financiero que implicarfa, entre otras muchas cosas, un eficaz
funcionamiento de las instituciones supervisoras.

La manera m&s asequible para medir el riesgo en finanzas es a través de la modelacién
matemadtica del mercado financiero en primera instancia y, posteriormente, definir alli las medi-
das de riesgo para finalmente aplicarlas en la realidad.

Para ser méds concisos, consideremos un mercado financiero con d + 1 activos, mismos que
pueden consistir, por ejemplo, de acciones, bonos, divisas o productos bédsicos. En el mds simple
de los modelos, el modelo de un periodo, estos activos son valuados al tiempo inicial ¢ = 0 y al
tiempo final ¢ = 1. Suponemos que el i-ésimo activo tiene un precio inicial ¢ > 0 al tiempo 0.
Los precios al tiempo 1 usualmente son desconocidos al tiempo 0. Para modelar tal incertidumbre,
fijamos un espacio de probabilidad (£, F,P) y describimos los precios de los activos al tiempo 1
como variables aleatorias no negativas S%, S1, ..., S El espacio muestral  consiste de todos los
posibles escenarios de la evolucién del mercado.

En un mercado financiero real no sélo se tienen valores primarios, sino también activos secun-
darios o derivados, que resultan de combinaciones no lineales de los activos primarios. Para modelar
estos valores decimos que un derivado C sobre S°, S1, ..., 8¢
es decir, C = f(S°,81, ..., 5% donde f es funcién medible sobre R,

Por otro lado, un agente econémico es una persona que participa en el mercado financiero a

es una funcién o(S°, S1, ..., §¢)-medible,

través de un portafolio de inversiones, es decir, de la cantidad de valores primarios y derivados de
cada tipo que compre o venda. Una posicidn finaciera para un agente econémico serd descrita por
una funciéon X : 2 — R donde X es el valor neto descontado de la posicién al final de periodo;
es decir, la variable aleatoria X modela el rendimiento traido a valor presente (o perfil de pago
decontado) del portafolio del agente menos el precio que pagé inicialmente por el mismo. Aunque

este rendimiento depende de los activos sobre los que se hace el portafolio, para nuestras metas,



no nos detendremos en el comportamiento de sus respectivos precios, sino, emprenderemos nuestro
estudio suponiendo que conocemos X.

El propésito de las medidas de riesgo monetario es precisamente cuantificar el riesgo de la
posicién financiera X por medio de una cantidad p(X), donde X pertenece a cierta clase de
posiciones X'. Generalmente se dice que una posiciéon X es aceptable si p (X) no supera cierta
cota dada. Desde el punto de vista de una agencia supervisora esto tiene un significado monetario.
Bajo su perspectiva, una medida de riesgo es vista como un requerimiento de capital: Buscdmos la
minima cantidad de dinero que, si se anade a la posicién y se invierte de manera no riesgosa, hace
que la posicién se vuelva aceptable. Esta interpretacién monetaria es capturada en la propiedad de
traslacion que se vera en la Seccién 2.

Las medidas monetarias de riesgo coherentes fueron presentadas por Artzner, Delbaen, Eber
y Heath en 1999 [1], al enunciar cuatro propiedades bésicas que deberfa cumplir cualquier medida
de riesgo razonable. Al modificar uno de estos axiomas de coherencia, nacen las medidas de riesgo
monetario converas. Follmer y Schied en 2002 [8] fueron pioneros en su estudio. Ademés, en el
Capitulo 4 del texto de los mismos Follmer y Schied [9] se hace un estudio de las medidas de riesgo
monetario. En particular, la Seccién 4.3 se enfoca a la clase de medidas convexas cuando X es el
espacio L™ := L*°(Q, F,P), llegdndose a un resultado de representaciéon robusta: Toda medida de
riesgo convexa p continua por arriba cumple

p(X) =sup (Bg[~X] - o™ (Q)), XeL%,
QeP
donde P es el conjunto de medidas de probabilidad absolutamente continuas con respecto a P y la
funcién o™ esta dada por
a™M(Q) = sup (Bg[-X]-p(X)), QeP.
XelL>
La funcién o™ se conoce como funcién de penalizacién minima.

La representacion arriba mencionada esta ligada al drea del anilisis funcional conocida como
andlisis convexo, en particular con la transformacion de Fenchel-Legendre que se da para funciones
duales, de alli que a veces se le determine como representacién dual. La importancia de la misma
es poder definir de manera sencilla medidas de riesgo a partir de otras funciones que son de interés
particular. Ver por ejemplo Capitulo 4.4 de [9].

Sin embargo, el aspecto temporal en estos enfoques es estdtico, lo que significa que las medidas
de riesgo no dan cabida a los posibles elementos dindmicos, como la disponibilidad de informa-
cién adicional, la necesidad de un seguimiento permanente de los riesgos o la aparicién de pagos
intermedios. Lo anterior motiva naturalmente una generalizacién que permita tratar con dichos
elementos.

El propésito del presente trabajo es estudiar de manera detallada una extensién dindmica de

las medidas de riesgo en tiempo discreto propuesta en el trabajo de Cheridito y Kupper de 2009



[3]. Dicha extensién tiene la importancia de explicar cémo a partir de la informacién que se va
teniendo con el tiempo, va cambiando la medida que se le da a una posicién, ademds de incorporar
funciones de penalizacién aleatorias de un paso. No nos enfocaremos en dar condiciones para la
existencia de las medidas de riesgo, sino en hallar representaciones duales.

Si la informacién adicional en un tiempo intermedio ¢ se describe por medio de una sub o-
dlgebra F; de la informacién total F, entonces una medida de riesgo monetario condicional es
una funcién que asocia a cada posicién finaciera X una variable aleatoria Fi-medible p (X)), que
representa el riesgo condicional de X y es interpretado como un requerimiento de capital. Por
sencillez vamos a tratar sélo con posiciones en L*°. El conjunto de las medidas de riesgo monetario
convezas condicionales se define de manera natural al generalizar los axiomas de convexidad. Una
medida de riesgo monetario dindmica convera condicional se define como una sucesién de medidas
de riesgo monetario convexas condicionales. Después se define el concepto de consistencia en el
tiempo para tales medidas. Se demuestra que existe una representaciéon robusta para las medidas
de riesgo monetario dindmicas, convexas, condicionales, consistentes en el tiempo y continuas por
abajo en términos de composiciones de funciones de penalizacién de un paso y se desarrollan
expicitamente dichas representaciones para el Valor en Riesgo promedio dindmico y la medida de
riesgo entrépico dindmica. A diferencia del caso estdtico, dichas medidas de riesgo dindmicas no
son funciones con dominio en los reales, lo que impide que los resultados de convexidad dual se
apliquen de manera directa.

Posteriormente se trabaja con R, el espacio de los procesos estocdsticos esencialmente aco-
tados adaptados con respecto a una filtracién del espacio de probabilidad. Aqui las medidas de
riesgo monetario converas para procesos estocdsticos acotados surgen al generalizar los axiomas de
las medidas de riesgo monetario dindmicas convexas para variables aleatorias y tienen la particu-
laridad que sélo dependen del riesgo presente y futuro. La ventaja que nos ofrece trabajar en este
marco méas general, es que ahora los objetos con riesgo son procesos estocdsticos y esto permite
modelar flujos de efectivo acumulado. Para este caso se generaliza en concepto de consistencia en
el tiempo. Después se demuestra que también existe una representacién dual en términos de fun-
ciones de penalizacién de un paso. Finalmente, al estudiar los generadores compuestos se obtienen
representaciones de medidas que sélo dependen del tdltimo estado del proceso y otras que dependen
de la trayectoria del mismo a partir del tiempo presente.

Muchos de los conceptos del presente trabajo no son nuevos. La idea de tomar sucesiones de
medidas de riesgo monetario dindmicas condicionales como sucesiones de medidas de riesgo condi-
cionales puede encontrarse, por ejemplo, en los trabajos de Cheridito, Delbaen y Kupper de 2004 [4]
o de Detlefsen y Scandolo de 2005 [5]. El cardcter innovador de las representaciones obtenidas en el
trabajo abordado es que estdn dadas en términos de composiciones simples de funciones de penal-
izacién de un paso en el dual. La aportacién propia consiste en el detallamiento de las demostra-

ciones planteadas en [3], la inclusién de resultados adicionales para un mejor entendimiento, asi



como la anexién de nuevos ejemplos.

El trabajo estd estructurado de la siguiente forma. En la Seccién 2 se definen las medidas de
riesgo monetario dindmicas convexas condicionales para posiciones financieras, se difine consistencia
en el tiempo y se estudian las representaciones duales. Luego en la Seccién 3, al modelar flujos
de efectivo por procesos estocdsticos esencialmente acotados se hace la generalizacién respectiva
de medidas de riesgo y se obtienen representaciones duales para las medidas que cumplen ser
consistentes en el tiempo. Los apéndices se incluyen para faciliar la lectura del trabajo y hacerlo
autocontenible. En el Apéndice A se analiza el concepto de supremo esencial, primordial para el
desarrollo de esta tesina. El Apéndice B estd dedicado a un breve estudio de la generalizacién
del concepto de esperanza condicional para variables aleatorias positivas pero que no cumplen la
condicién de integrabilidad, esencial en la definicién clédsica de esperanza condicional. El Apéndice
C es breve; trata de una condicién particular bajo la cual se puede realizar un intercambio entre
esperanza condicional e infimo esencial. Por ultimo, el Apéndice D estd dedicado al estudio de

conceptos y resultados de andlisis funcional usados en las demostraciones del trabajo.



2 Medidas de riesgo monetario dinamicas para variables aleatorias

acotadas

Fijemos un horizonte de tiempo finito " € N y sea (Q, F, (]:t)tT:o ,IP’) un espacio de probabilidad
filtrado tal que P[A] € {0,1} para todo A € Fy y Fr = F. La medida P no se entiende como
una medida de probabilidad fisica, sino como la medida de referencia que especifica los eventos
nulos. Igualdades y desigualdades entre variables aleatorias asi como inclusiones de eventos son
entendidos en el sentido PP casi seguramente. Como es usual, L (F;) es el espacio de variables
aleatorias F;-medibles y esencialmente acotadas. Denotaremos por P al conjunto de todas las
medidas de probabilidad sobre (2, F) que son absolutamente continuas respecto a P.

En esta seccién los objetos con riesgo son posiciones financieras al tiempo 7" modeladas por el
conjunto L*°(Fr). Asumiremos que hay una cuenta en el mercado de dinero y la usaremos como
numeraire, esto es, el dinero en tiempos posteriores estd expresado como miltiplos del valor de un
peso puesto en el mercado de dinero al tiempo 0. Una medida de riesgo monetario condicional al
tiempo ¢ es un funcién p, : L (Fr) — L>*(F;), donde p,(X) es interpretado como un requerimiento
de capital al tiempo ¢ para la posicién financiera X condicionado a la informacién contenida en F;.

Por brevedad, de aqui en adelante omitiremos el calificativo condicional, queddndose sobrentendido.

Definicién 1 Sea t € {0,...,T}. Decimos que una funcion p; : L>°(Fr) — L>®°(F:) es medida de
riesgo monetario al tiempo ¢, si satisface las siguientes propiedades:

(N) Normalizacion: p,(0) = 0.

(M) Monotonia: p,(Y) < p,(X), para cualesquiera X,Y € L*(Fr) tales que X <Y.

(T) Propiedad de traslacion: p,(X +m) = p,(X) —m, para todo X € L>®(Fr) ym € L>®(F).
Decimos ademds que es Fi-convexa (por brevedad convexa) si satisface

(C) Fi-Convexidad: p,(AX + (1 = AN)Y) < Ap(X) + (1 = Np(Y), con X, Y € L®(Fr) y X €
L>®(F) tal que 0 < X\ < 1.

Una medida de riesgo monetario dindmica es una familia de medidas de riesgo monetario (p;)i_-

Las propiedades requeridas tienen los siguientes significados en términos financieros:
(N) Si un agente no se expone al riesgo y su inversién consiste en poner todo su capital en la cuenta
de banco que se usa como numeraire, entonces su perfil de pago es idénticamente 0 y es natural
que no se le requiera ningin capital.
(M) Para que una posicién X tenga menor riesgo, basta aumentar su perfil de pago.
(T) Si a una posicion X se le agrega capital y se invierte de manera no riesgosa, entonces el
requerimiento de capital debe reducirse en ese mismo monto.

(C) Es el principio de diversificacién: El invertir en diferentes activos no debe aumentar el riesgo.



Observacion 1 Las propiedades (M) y (T) implican la siguiente
(PL) Propiedad local

pr(LaX +1,0Y) = 1ap, (X) + 1 e (V)
para todo X, Y € L>®(Fr) y A € Fy.
En efecto, por las propiedades de traslacién y monotonia tenemos para toda Z € L*(Fr)

pr(1aZ) =1 2]l = (1AZ+ 1y HZHoo) < pe(2)
< p(1aZ =1y 1 Zls) = p(1aZ) + 1 ¢ || 7] -

Luego, multiplicando toda la expresién anterior por 14 obtenemos
Lapi (Z) = 1ap; (1aZ) .
Ahora, poniendo Z = 14X + 1 ,cY tenemos
Lapi (Z) = 1ap; (1aX) = 1ap; (X).
Andlogamente podemos concluir
Lyepe (Z2) =1 40p; (1ACY) =1,p: (Y),
y sumando las tltimas dos igualdades implicamos (PL).

Definicién 2 Decimos que una medida de riesgo monetario dindmica (p;)}_, es consistente en el
tiempo (CT) si
pri1 (X) = piya (V) implica pe (X) = py (Y)

para todo X, Y € L*°(Fr) yt=0,....,T — 1.

La definicién anterior tiene la interpretacion directa de que si al tiempo ¢ + 1 una posiciéon X
es preferible a otra posicién Y entonces esto mismo debe ocurrir al tiempo ¢.
Debido a las propiedades (M),(T) y (N), la propiedad de consistencia en el tiempo es equivalente

al principio de programacion dindmica
P (X) = py (—ppy1 (X)) para todo X € L*(Fr)yt=0,...,7 — 1. (1)

En efecto, si (p;)]_ es consistente en el tiempo, observando que py, 1 (X) € L°°(F41) y usando
(N) y (T)

et (X) = ps1 (0) + priy (X) = prir (0= priy (X)) = proa (—pppr (X))



Luego, se cumple p; 1 (X) > pyiq1(—pyq1 (X)) y por (CT)

pe(X) > Pt(—/’t+1 (X))

Y andlogamente con la desigualdad restante p, | (X) < pyi1(—psi1 (X)) se obtiene

pe (X) < Pt(‘Pt+1 (X)).

Juntando las dos desigualdades obtenidas concluimos la necesidad.

Para la suficiencia, supongamos que p;, 1 (X) > p;;1 (Y). Entonces por (M)

Pt (—Pt+1 (X)) > py (_Pt+1 (Y))

y usando el principio de programacién dindmica llegamos a p, (X) > p, (V).

2.1 Generadores

Para una medida de riesgo monetario dindmica y consistente en el tiempo (Pt)tT:oa denotaremos por
@, la restriccion de p, a L(Fiy1) y diremos que (¢;)]_g es el generador de (p,)7,.
Sean (p,)L, v (6:)L, dos medidas de riesgo monetario dindmicas y consistentes en el tiempo

tales que tienen el mismo generador (got)?;(]l y sea X € L>®(Fr).

e Por (T) y (N) tenemos
pr(X) =pr(0+X) = -X.

Lo mismo cumple f7, y por lo tanto pp = 6p.

e Supongamos que p; 1 = 011 parat+1 < T. Luego por (1) y usando que p; 1 (X), 041 (X) €
L (Fi41)

p(X) = p (—Pt+1 (X)) = Pt (—Pt+1 (X))
= @ (—0t41 (X)) = 01 (—0p41 (X)) = 0, (X).

Se sigue de los puntos anteriores que una medida de riesgo monetario dindmica y consistente
en el tiempo estd univocamente determinada por su generador.

Ahora, si se empieza con una familia arbitraria
¢y 2 L(Fig1) — L(F)

de funciones de riesgo monetario (es decir, que cumplan (N),(T) y (M) pero con dominio restringido

a L®(Fi41)) y se define inductivamente hacia atrds para X € L (Fr)



se tiene que (/)t)tho es medida de riesgo monetario dindmica y consistente en el tiempo. En efecto,
se sigue de esta definicién que p, : L°(Fp) — L*°(F;) para todo t =0, ...,T. Ademds se tiene que:
(N): pr (0) =0, y suponiéndolo cierto para t + 1 < T, entonces

P (0) = @ (=p41 (0)) = 0.

(M): Si X,Y € L*(Fr) y X > Y, claramente pp (X) < pp (Y). Si la afirmacion es cierta para
t+ 1 < T, entonces
Py (X) = ¢ (—Pt+1 (X)) < @ (Pt+1 (Y)) =p (Y).
(T): Si X € L>®(Fr) y m € L™(F), por definicién pp (X +m) = pp (X) — m. Supongamos
que se cumple para t + 1 < T, luego

p(X+m) = ¢, <_Pt+1 (X + m)) =¥t (—le(X) + m)
= ¥ (_Pt+1(X)) —m = p; (X) —m.

(CT):Si X € L>®(Fr)yt=0,..,T —1, se tiene

Pt (—Pt+1 (X)) = ¥ (—Pt+1 (—Pt+1 (X)))
= ¥t (—Pt+1 (0 ~ Pt+1 (X))) =Yt (—Pt+1 (X)) =p (X).

Por 1ltimo, es claro que cada p, es convexa si y sélo si cada p; lo es.

2.2 Dualidad

Dado es un espacio vectorial F, se dice que una funcién convexa f : F — RU {400} es una funcion
conveza propia si f(x) < oo para algin x € E. Una transformacién muy conocida en andlisis
funcional es la transformada de Fenchel-Legendre f* sobre el espacio dual E’ que se define por

fr(1) = sup (I (z) - f (z)) (2)

el

para todo [ € E’. Cuando f es una funcién convexa propia entonces es comun decir que f* es la
funcion conjugada de f.

Se tiene también este resultado fundamental de dualidad

Teorema 3 Sea f una funcién convexa propia sobre un espacio localmente convero E. Si f es

semicontinua por abajo con respecto a la topologia o(E, E') entonces f = f**.

Refiérase, por ejemplo, a [15] Teorema 2.3.3, para su demostracién. En el Apéndice D se
encuentran los conceptos y resultados de andlisis funcional usados en el trabajo.
En el desarrollo de esta seccién se dardn representaciones para medidas de riesgo monetario

dindmicas en términos de funciones de penalizacién de un paso, que tendran la forma (2) y ademés



se verificard un resultado de dualidad semejante al Teorema 3, por ello el titulo de esta parte del
trabajo.

Para realizar lo afirmado necesitamos de los conjuntos de densidades de transicién de un paso
Dyi={(e Ll (FR):Bpl[¢| Fa] =1}, t=1,..T.

Toda sucesién (&1, ...,Ep) € Dy x --- x Dr define una medida de probabilidad Q¢ € P con
densidad

dQ*
5= £ &
Por otro lado, toda medida de probabilidad Q € P induce una martingala no negativa
dQ
Q._ _
M = Ep [dIP’ |]-"t] , t=0,..T.
Luego se tiene
Ep |M21 = Epl1 Ep |M2| F
P M =0} P2 =0} P [ -1

— Bp [1{M£@_1:0}M81} 0.
Concluimos por lo tanto que
{M&:O}c{MP:O}, t=1,..,T. (3)

Definimos la sucesién

0. M
& = ml{Mg1>0}+l{M§@_1=0}’ t=1,...,7T.

El siguiente resultado nos dice que toda medida Q € P es generada por el mismo vector que

ella induce en Dy X --- x Dr. Es decir, hay una sobreyeccién de Dy X --- X Dr a P.

Proposicién 4 Sean Q e P y {9 definida como arriba. Entonces el vector (f?, e 59) es elemento
de Dy X -+- X Dp y ademdas genera a la medida Q.

Demostracién. Observamos que si k > k' > 0 tenemos

Q Q
Moy e Me
Mgl {M2 >k} = Mgl {M2 >k}

. . MP2 124Q
Entonces por el teorema de convergencia monétona y observando que 0 < ML 1 (M2 >k} < M€



Li(]—}) se dan las siguientes desigualdades

0 < Ep [59_:@

M2
lim [ —t-1,, ¢ + 1,0
ko \ M2, {mt >k} T {2, =0)

0
— dmE | Mg, +IP’[M@ :0]
k10 Mgl {M2 >k} t=1
ST
< limEp | Ep | Fia| +1

t
—1
k10 M791 {M2 >k}

= lmP[M2, > k[ +1<2,
kN0

Es decir, f? € L}r(]-"t), t = 1,...,7. También es claro que Ep [é? | ,7-}_1] = 1. Por lo tanto,

concluimos
(f?, ...,59) €Dy X - X Drp, para toda Q € P.

Ahora veremos que £ := (5?, e {g) genera a la medida Q. En efecto:

dO¢
N

T M2
= | | —&11,0 +1g,,0
Mgl {MZ >k} {Mm =0}

t=1
My

1 1 . 4
M {23 >k} T {arf=0) )

Como Mé@ es Fo-medible y por hipdtesis general Fy es o-dlgebra casi trivial con respecto a P,

entonces Mé@ = ¢ P-c.s., para alguna constante c. Verificaremos que ¢ = 1. Sea A € Fy, entonces

Q. _ dQ _[4Q ., _ Qm_
/AMOdP_/AEP[dnyU}dP_AdeP_Q(A) v /AMOdIP’_cIP(A).

Es decir, se debe satisfacer

Q(A)=cP(4), para todo A € Fy.

Debido a que P(A) € {0,1} para todo A € Fy y al ser Q € P, se tiene que si P(A) = 1 entonces
Q(A) =1, por lo tanto ¢ = 1. Con esto y usando (3), la igualdad (4) toma la forma

dQ* dQ dQ
PRy o R Ry /B 1 ==
S8 = gp T P[dP’}—T} dP
[ |
Trabajaremos con la convencién
EglX | 7] = Bp ggl-.-ggxm], X e L®(Fy), t=0,.,T—1. (5)

10



Esta convencién es consistente con la definicién estdndar de la esperanza condicional, pues para
AeF

EglX14] = Ep -XlAZ(]%} —Ep [ X140 ¢7]
= B [l e [ e | A
— EP [1AdQ | | Bp [gglwng!}}H
- BB {1AEP [&tﬂ---ﬁ%Xlﬂ] ‘ﬁlﬂ”

= Eg [1AEP [531 X | ft” '

Es decir, Ep [ngl - fg | ,7-}] es una versién de Eg [X | ;| que estd definida Q-c.s. Sin

embargo FEp [X€9+1 x fg | ,7-}] estd definida P-c.s. y esto serd primordial en el trabajo que se
desarrollard posteriormente.
Por L. (F;) denotaremos todas las funciones Fi-medibles X : Q — [0,00]. La esperanza

condicional de X € L (F;) serd entendida como
EP[X ’ft] = lim EP[X/\R | ft],
n—oo
y se convendrd para el mismo caso
Ep[-X | F]=—-Ep[X | F].

En el Apéndice B se hace un estudio del teorema de convergencia monétona, propiedad de
linealidad y regla del producto que son vilidos para esta esperanza condicional. Por otro lado, en
el Apéndice A se estudia el concepto de supremo esencial de una familia de variables aletorias y
el consecuente concepto de infimo esencial, los cuales denotaremos respectivamente por esssup y

essinf.
Definicién 5 Parat € {0,...,T — 1}, diremos que una funcion
Yy - Dey1 — Ly (F)
es una funcién de penalizacién de un paso si satisface las siguientes dos condiciones:
i) essinf =0
() essint v (&
(i) v, (1,45 + 1Ac£') =14v; (&) +1 4,09, ({') , para todo £,&' € Dyyq y A€ Fy.
Para Q € P, definimos
¥ (Q) =1y (§9+1) :

Una funcién de penalizacion dindmica consiste de una sucesion de funciones de penalizacion de un

Tf
Paso (wt)tzol.
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El siguiente teorema nos proporciona una representacién dual a través de la cual una funcién
de penalizacién dindmica induce una medida de riesgo monetario dindmica, convexa y consistente
en el tiempo. Su importancia es que a partir de una funcién de penalizacién que sea de nuestro
interés por alguna interpretacién econémica o financiera, podremos obtener una medida de riesgo
dindmica que cumpla con las propiedades (M), (T), (N) y (C), las cuales son fundamentales en los

mercados financieros.

Teorema 6 Sea (¢t)?;01 una funcion de penalizacion dindmica. Entonces

‘Pt(X) = e@SQ?esgp {EQ [_X | ft] - %(Q)} ’ t=0,..,T-1, X € Loo(ft-‘rl)f (6)

define el generador de una medida de riesgo monetario dindmica, convezxa y consistente en el tiempo

(p )L con las siguientes representaciones

pe(X) = esssupEg |—X — Z V;1(Q) | F (7)
QeP e |

= esssupEg |[-X — Z V;1(Q) | F (8)
QeP L J=t+1 i

para 0 <t <s<T y X € L®(F;).

Demostraciéon. Veamos que ¢, define el generador de una medida de riesgo monetario dindmica,
convexa y consistente en el tiempo al verificar las condiciones (N), (M), (T) y (C):
(N) Sea £ € D41 y definamos la sucesion

k= 1
gk:{ﬁ, t+1,

1, e.o.c.

Entonces ¢ define una medida de probabilidad Q¢ € P por d]P, =€y

Q¢
5t+1 = %1 et T 1 ot
ME {mP >0} T H{ M =0}

_ Belel Al 1
Epl¢ | F] {Ep[€|F+]>0} {Ep[¢|F¢]=0}

= ¢
usando el hecho de que Ep [¢ | F;] = 1. Es decir, para todo & € D1 existe Q¢ € P tal que & = égrl.

Entonces se tiene:

1(0) = esssup (—¢,(Q))

QeP
= e%sggp <—¢t(§9+1)> = gzspsill) (_¢t(ft+1)) =0

12



(M) Sean X,Y € L®(Fiy1) tales que X > Y P-c.s. y por tanto Q-c.s. para toda Q € P. Luego
Eq[-X | F] < Eq[-Y | F],
y consecuentemente para toda Q € P
pi(Y) = esssup{Eq (=Y | Fi] —44(Q)}
QeP
> Eq[-Y [ FA]—v(Q) = Eg [-X | ] — ¢, (Q).

Enotnces, debido a las propiedades del supremo esencial concluimos que

¢i(Y) = esssup {Eq [-Y | F4] — ¢,(Q)} = esssup {Eg [-X | Fi] — ¢,(Q)} = ¢ (X).
QeP QeP

(T) Sean X € L*®°(Fi41) y m € L*®°(F:). Entonces

@ (X +m) = esssup{Eq[— (X +m)|F]—1,(Q)}
QeP

= esssup {Eqg [-X | ] — ¢,(Q)} — m.
QeP

Esto tdltimo se tiene pues

—m +esssup{Eg [—X | 7] — ,(Q)} > —m + Eg [-X | F] — ¢,(Q) para todo Q € P,
QeP

lo cual implica

—m+ ¢y (X) = esssup {Eq[= (X +m) [ F] - ¢,(Q)} .

Para la otra desigualdad se observa que

pr (X +m) = esssup {Eo[— (X +m) [ F] - ¢ (Q)} = Eq[-X | Fi]=¢4(Q)—m  para todo Q € P,
€
lo que nos lleva a

(X +m)+m > egesgp{E@ [—X [ F] — ¢:(Q)} = ¢y (X),

y se tiene al igualdad.

(C) Sean X,Y € L®(Fyp1) y A € L®(F;) con 0 < A < 1. Por definicién de supremo esencial

tenemos

App (X) + (1= Ny (V) > MEg [ X | A = v,(Q) + (1 = N)(Es [-Y | Fi] — ¥4(S)),
para cualesquiera Q,S € P, que en especial se cumple cuando Q = S. Luego
Apr (X) + (1= N (V) 2 esssup {MEo [~ X | F] = v4(@) + (1 = V(Eo[-Y | F] - (@)}

Qe
= o,(AX 4+ (1= N)Y).

13



o1e T—1 . . . . s .
Entonces la familia (¢;),, induce una medida de riesgo monetario dindmica, convexa y consistente

en el tiempo (pt)?zo.

Por lo anterior, resta demostrar (7) y (8) para X € L*> (F;). Con tal motivo, sea p, : L>°(Fr) —

L*>®(F}) definida como en el lado derecho de (7). Mostraremos a continuacién que

T
P(X) = esssup Bp |— | X+ ) v 0(&) | & &r | R - (9)
(€t+1a~-,§T)€Dt+1X"'XDT j=t+1

No debemos preocuparnos de que posiblemente suceda Ep [zpj_l(gj)gt IR §T] = 00, pues como
senalamos antes, en el Apéndice B se justifican las propiedades de la esperanza condicional para

tal caso.

Para demostrar (9), vemos que por la convencién (5) tenemos
T T
Eg|-X- Y v, 1@ |FR| =B |- [ X+ Y v, 1D | ey 2R
j=t+1 j=t+1
Luego, para Q € P es claro que (fgrl, ...,Eg) € D11 X -+ X Dr y entonces

T
essP Ep |- | X+ Z Vi1(&) | §evr S |
(&4q1567)EDt41 X XD i)

T
>Fg |[—-X — Z Y,1(Q) | F para todo Q € P.
j=t+1
Se concluye

T
esssup Ep |— | X+ Z Vi 1(&) | o1& | Fe| = oy
(EtJrl ----- gT)EDtJrIX"'XDT j=t+1

Para tratar la otra desigualdad, sea E = ({415 &7) € D1 X -+ x Dr. Este vector define una
medida Q¢ € P dada por

dQf

W :§t+1...£T'
Luego,

Qf g6 t+H1<r<T
My> = '

L, 0<r<

De alli que
¢ §T1{§t+1m£“1>0} * 1{5t+1"'5r—1=0}, t+2<r<T
& =1 & r—t41

! 1<r<t

)
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Entonces

Q”t _
§t+1 - ft—&-l o '§T1{5t+1...£T71>0}

= & €r

= £t+1 T £T1{§t+1...§T>0}-

Ademass,

T -
Z 'ij—l(f;@g) = Uy §t+1 Z wj 1(53 {§t+1 €5 1>0} {§t+1...§j_1:0}>

j=t+1 j=t+2

- w gt"’l Z {§t+1 £ 1>0}¢J 1 5] Z {§t+1 £ 1—0}w3 1()

Jj=t+2

Entonces, sustituyendo los cdlculos anteriores tenemos

T N
Z 6 @) | A = Be | = [ X+ 3 v €Y | X, F | A

j=t+1 j=t+1

=Ep |— | X+ (&) + Z {€p1€5_ 1>0}¢] 1(§])

Jj=

T
.21532 1{§t+1-~.£j—1:0}1/}j_1 (1) ét"‘l o éth{£t+1”'£T>0} ’ Fi
J=t+

T
=FEp |- X+ ijfl(fj) Eepr & | Fef - (10)
j=t+1
Es decir, para todo E = (&41> - &1) € Diy1 X -+ x D existe una medida QE € P tal que (10) se

satisface. Entonces se cumple que

T R T
P(X) > Ege |[-X = > 0, (@) [ Fe| =Fe | = [ X+ > ¢21 (&) | &err-En | 7|

j=t+1 Jj=t+1
y por lo tanto
T
= esssup Bp |= | X+ D %(&) | éera-br | Fi
(€q15-€1)EDt41X XD j=t+1

Con ello se tiene la igualdad planteada en (9).
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Ahora bien, es claro que

T
esssup Ep |— | X+ Z Vi1(&5) | &1 & | Fr
(§4p19-67)EDt41 XX D j=t+1
S
= esssup Be |— | X+ ) v(&) | &ea- & | R
(§41>-8s)EDe41 XX Dy j=t+1
T
+ esssup - Z Ep [0, 1(&)61 &1 | Ft) (11)

(§S+17~~~7£T)ED5+1X“'XDT j=s+1
Vamos a demostrar por induccién sobre 7" que (11) es igual a cero: Fijemos un vector (§,,4,...,&;) €
Diy1 X -+ x Dg. Es claro que

T

esssup - Z Ep [wjfl(fj)£t+1 e 'fjfl | ft]

(£5+17"'7€T)6D3+1X"'XDT j:S+1

T
= essinf E (& e Ea | 12
(Esy1rsE7)EDsp1 X XD j:%;l P [wJ 1(€J)€t+1 €] 1 ‘ t] ( )

SiT = s+ 1, entonces (11) es igual a la expresién

essinf FEp [¢S(§5+1)§t+1 € ]:t] :

55+1€D5+1

Gracias a la condicién (ii) de la Definicién 5 vemos que para &, £ € D,y1 se tiene

wt (f) A ‘/’t (fl) = 1A¢t (f) + 1At¢t (fl) = ¢t (1A§ + 1AE§I) s

con A = {4, (§) >, (¢')}. Es decir, la familia {¢, () : £ € Dsy1} es dirigida hacia abajo, luego
por la Proposicién 34 del Apéndice C y usando la propiedad (i) de la Definicién 5 llegamos a

essinf EIP’ [ws(£s+1)£t+l o 'gs | ft] = EIP’ essinf ¢s(£s+1)£t+1 T gs | *7:15 =0.

€s+1€Ds+1 |:Es+1 €Ds+1

Por lo tanto (11) es cero en el caso T'= s + 1.

Supongamos que 1" > s+ 2 y que

T—-1
essinf Ep v, (& & | Fel =0.
(QH,,_,,&T_J@SHX...XDT_I];H (01 ()€1 | R

Para probar que (11) es cero, bastard demostrar que para (&, ,...,§r_1) € Dyy1 X --- x D1 fijo,

el término

essinf Ep (Vg1 (§7)Ey1 - Epq | Fi

Er€Dr
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es cero. Como arriba, lo anterior se sigue pues el conjunto {wT_l (&) : &p € DT} satisface ser di-
rigido hacia abajo y entonces el infimo esencial puede ser tomado dentro de la esperanza condicional.
Por lo tanto se tiene que

T
Py = esssup Ep |— | X+ Z ¢j71(fj) Cp1 & | i
(€iq15--€7)EDey1 X XD j=t+1
S
= esssup Be |— | X+ Y (&) | €& | R
(ft+17...,§s)€Dt+1><~~><'D5 Jj=t+1
S
= esssupEg [—X — Z Vi1 Q)| F| - (13)
QeP j=t+1

Para demostrar esta iltima igualdad se usan razonamientos andlogos a los necesarios para demostrar
la ecuacion (9).

A continuacién demostraremos que p, = p, haciendo induccién sobre s. Si s = t + 1, entonces a

partir de (13) obtenemos que

pr (X) = (X)) = e%?ggp {Eg [-X | A] —(Q)} = 1y, para todo X € L>(F).

Ahora, supongamos que s > t+ 2y p(Y) = p(Y) para toda Y € L>®(Fs_1). Si X € L>®(F;),

entonces ¢,_;(X) € L*(Fs_1), y tenemos gracias a la propiedad de programacién dindmica (1)

que

Pt <X>

= p(—0s_1(X)) = pr(—ps-1(X))

[ s—1

= €sssup Ep | =81 &1 | =051 (X) + Z ¢j—1(§j) | Fi
(§ty1res€s—1)€EDt41 X xDs_1 j=t+1

= esssup Ep | &1 &ooyessinf { Bp[€X [ Foal+ Y v4(&5) o | Fi
(441785 1)EDey1 X xDs 1 £:€Ds j=t+1

Por la condicién (ii) de la Definicién 5 la familia

Bp X | Feal + > 1 1(&)) : & € Dy

j=t+1

es dirigida hacia abajo. Entonces, en la tltima igualdad de arriba podemos tomar el infimo esencial

fuera de la esperanza condicional y llegar a que

S
P (X) = esssup Ep |—| X+ Z Vi_1(&G) ) Sepr & | Fe| =0y (X)),
(E4y1r€5)EDLy1 X XDy j=t+1
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lo cual concluye la demostracién. m

Definicién 7 Para 0 <t < s < T, decimos que una funcion I : L (F;) — L*° (F;) es continua
por abajo (arriba) si
I(X")—1(X) P—c.s.

para toda sucesion (X"),~, en L> (Fs) que crece (decrece) P-c.s.a X € L* (Fs). Decimos que un
generador (gpt)?;()l o una medida de riesgo dindmica (Pt)tT:o sobre L™ (Fs) es continuo por abajo si

todo @, o p; son continuos por abajo, respectivamente.

A continuacién demostraremos que toda medida de riesgo monetario dindmica consistente en
el tiempo con generador continuo por abajo tiene una representacién de la forma (7)-(8). Pero

primero necesitamos la siguiente definicién y un lema.

Definicién 8 Para una medida de riesgo monetario dindmica, convexa y consistente en el tiempo

(Pt)tT:O con generador (cpt)tT;Ol que sea continuo por abajo definimos para todo t =0,....,T — 1,

?in(ftﬂ) ‘= €sSssup {E]P’ [—ft+1X | ft] — ¢t (X)} ) ft+1 € Dit1.
XEL®(Fyi1)

Observacién 2 Usando las propiedades del supremo esencial de una familia de variables aleato-

rias, se verifica facilmente que ™™ es funcion de penalizacion de un paso para cadat =0, ..., T —1.
) t 9 9

Al juntar el siguiente lema con el Teorema 6 se alcanza uno de los objetivos de la seccién, la
dualidad entre las funciones de penalizacién minimas y los generadores cuando son continuos por
abajo. Se obtiene entonces una generalizacién del Teorema 4.31 de Follmer y Schied [9] que se

enuncioé en la Introduccién.

Lema 9 Sea (Pt)tT:o medida de riesgo monetario dindmica, convexa y consistente en el tiempo

_ : : i T—1 :
sobre L (Fr) con generador (got)thol continuo por abajo. Entonces ( ffmn)tzo es la funcion de

penalizacion dindmica mds pequenia tal que
(X)) = esssup { Eg [ X | 7] — ¢ (Q)} (14)

QeP

para todot =0,....,T —1 y X € L™ (Fy1).

Demostracién. Sea t € {0,...,7 — 1} fijo e introduzcamos los conjuntos

By :={X € L™ (Fiy1) : 4 (X) <0}

Ci = {X € L (Fip1) : Eo[-X | F] — wf‘in((@) < 0 para toda Q € 73} .
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Se sigue directamente de la definicién de ™™ que
¢i(X) 2 Eg [-X | F] — 4™ (Q)

para toda X € L™ (Fy1) vy Q € P. Esto demuestra que B; C C;. En lo que sigue vamos a mostrar
que Cy C B;. Supongamos que este no es el caso. Entonces existe X* € C;\B;. Luego el conjunto
A= {p(X*) > 0} cumple que P(A) > 0 y ademds 14X* € C;\B;. Se corrobora facilmente que la
correspondencia

X = 1(X) := B[ (X)]

es una funcién céncava, creciente y continua por arriba de L> (Fy11) a R. Ahora, definamos
B:={X € L*(Fiy1): 1 (X)>0}.

Es claro que B es un subconjunto convexo de L*°(F; 1), v debido a la Proposicién 46 es también
o (L% (Fig1) s L' (Fiq1))-cerrado. Como 1,4X* ¢ B se sigue del teorema de hiperplanos separantes
(Teorema 41) que
= FE[14X*Y inf £/ XY 15
gl [1aX7Y] < inf BIXY] (15)

para alguna variable aleatoria Y € L!(F,41) distinta de cero. De hecho Y > 0. Para ver esto
notemos que 1y oy € L (Fi11) ¥ 1iy <oy > 0; entonces por (M) y (N)

SDt(l{Y<0}) <0,

de allf que F [—got(l{y<0})] > 0y por tanto 1yy gy € B. Mds atin, para cualquier ¢ > 0 se tiene
que clyy oy € B. Entonces, por (15)

vy< E [Cl{y<0}Y] =cF [1{Y<O}Y] , para todo ¢ > 0. (16)

Resulta obvio que E [1{y<0}Y] < 0, sin embargo, no puede suceder que E [1{y<0}Y] < 0, pues si
asf ocurriera tendrfa que existir ¢ > 0 tal que cE [1iy 1Y ] < v lo cual contradice a (16). Por lo
tanto F [1{Y<0}Y] = 0, y concluimos que Y > 0. Entonces, dividiendo por E[Y] la desigualdad
(15) toma la forma

o _
Eq[14X7] < inf Eq[X] < inf FglX] (17)

dQ _ Y
con ar = 7E[Y} .

Por otra parte, se observa que la familia { Eg [X | 7] : X € B;} es dirigida hacia abajo y se concluye
por la Proposicién 34 y la desigualdad (17) que

Eg e)%se%lthQ [X]}'t]} = Ey [e;sélafE@ (X | F] | {0,9}
= inf Fg [X] = inf Eg[X] > Eg[14X"]. 1
essinf Eo [X] = /inf Fg[X]> Fo[14X"] (18)
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Ademas, "™ puede escribirse como

ftnin (Q) = esssup Eg [-X | F].
XeB;

En efecto, es claro por la definicién de @ZJ?ﬂ“ vy de B; que

Q) >~ (X) + Eg[-X | A] > Eg[-X | A, paratodo X € By,

de alli que

;mn (Q) > esssup Eg [—X | F].
XeB:

Debido a que (X + ¢, (X)) € B, para todo X € L™ (Fy41), tambien se tiene

;nin (Q) = esssup Eg|[— (X +¢; (X)) | F] <esssup Eg [-X | F].
XGLOO(‘Tt+1) XeB;

Luego, se sigue de la desigualdad (18) que
Eg[1aX*] < Eg e;seigthQ (X | F]| = Eg [-¥™™(Q)],
y entonces
Eg [Eg [1aX*] + ¢ (Q)] < 0.

Pero esto contradice que 14X* € C;. Entonces debemos tener C; = B;.

Ahora bien, es claro que para todo X € L™ (Fiy1), ¢ (X) € {m € L™ (F;) : X + m € B;}, ademas
para todo m € {m € L*® (F;) : X + m € B} se cumple que ¢, (X) < m, lo cual nos dice que

0, (X) =essinf {m € L= (F,) : X + m € B};
y por lo tanto se sigue que

0, (X) = essinf{me L>®(F): X +mel}
= essinf {m € L™ () : Eg[X +m | ] + ¢ (Q) > 0 para todo Q € P}
= essinf {m € L™ (%) : Eg [X | F] + "™ (Q) > —m para todo Q € P}

= esssup {Eg[-X | F] — o @}
QeP

= esssup {E[p [—§t+1X \ ft] — i (ft+1)}-

§41€De41

Para la peniiltima igualdad se usé que

e%?sgp {Eg[-X | ] — "™ (Q)} € {m € L™ (F) : Eg [X | ] + ¢ (Q) > —m para todo Q € P}
€

y la definicién de infimo esencial.
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Entonces, en efecto se tiene la representaciéon dual (14). Finalmente, observemos que para toda

funcién v, que va de Dyy1 a Ly (F;) y que satisface

¢ (X) = esssup {EP [_§t+1X | ft] — Yy (ft+1)}

§¢+1€De41

para todo X € L* (Fy+1), se tiene

—py (X) — Ep [§t+1X ‘ ft] <y (§t+1)

min

para todo X € L™ (Fi41) y todo &1 € Di4q; luego por definicién de ™" concluimos PN < g,
[

El siguiente teorema es consecuencia inmediata del Teorema 6 y del Lema 9. Su importancia
radica en que a partir de una familia de generadores continuos por abajo, podemos construir medidas
de riesgo y obtener explicitamente en términos de los mismos representaciones de las funciones de

penalizacién minimas que generan.

T . . . L. .
Teorema 10 Sea (p;);_, una medida de riesgo monetario dindmica, convexa, consistente en el

tiempo y continua por abajo. Entonces se cumple

i T
pe(X) = esssupFg [—X — > ¥I(Q) | F
QeP j=t+1

S
= esssupFEg |—X — Z Vi (Q) | A
QeP j=t+1

para 0 <t <s<T y X € L™ (F;).

2.3 Ejemplos
2.3.1 Medida de Riesgo del Peor Caso

En virtud del Teorema 10, cualquier medida de riesgo dindmica que satisfaga las hipdtesis surge
de la siguiente forma. Consideremos cualquier espacio de probabilidad sobre (Q,}" , (]—"t)tT:O ,Q

tal que Q € P; estos modelos se toman m&ds o menos en serio dependiendo de cémo los describa
la funcién de penalizacién. Entonces p, (X) se obtiene como la peor situacion, sobre todos esos

modelos, de la pérdida esperada condicionada a la informacién hasta el tiempo ¢, Eq [-X | F],

T
e

Vamos a observar la representacién que tiene la medida del peor caso, es decir, la medida

pero reducida por la penalizacién esperada condicionada —Eqg [Z

de riesgo dindmico, convexa, consistente en el tiempo y continua por abajo que penaliza mds que

toda otra medida que cumpla las mismas hipdtesis a cualquier posicién financiera. Para ello,
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consideramos la funcién de penalizacién dindmica idénticamente cero, entonces, por el Teorema 6

la medida de riesgo dindmica que genera, que denataremos por pi*®*, es

P (X) = esssup Eg [-X | Ft], te{0,..,T}. (19)
QeP

Por las propiedades del supremo esencial es ficil corroborar que esta medida es continua por
abajo. Resulta inmediato a partir del Teorema 10 que cualquier otra medida de riesgo monetario

dindmica, convexa, consistente en el tiempo y continua por abajo (p;)i_,, cumple
P (X) > p(X), para cualquier X € L™ (F;) yt €{0,...,T}.

La medida del peor caso resulta ser muy conservadora y no es usada en la préctica.

2.3.2 Medida de Riesgo Entrépico Dindmica

Con el mismo espiritu que en el ejemplo anterior, vamos a encontrar la representaciéon que se
tiene cuando la medida de referencia P es la que se toma méds seriamente, es decir, que la funcién
de penalizacién v, le asigne cero, y que para cualquier otra medida Q € P, la funcién 9, (Q) sea
proporcional a su desviaciéon de PP, medida por la entropia relativa. Las siguientes definiciones

vienen del modelo estdtico o de un periodo.

Definicién 11 Si Q < P la entropia relativa de Q con respecto a P se define por

aQ, d@}

HQIP) = E | oe

Observacién 3 La desigualdad de Jensen aplicada a la funcion convexa x — xlogx nos lleva a

que H(Q |P) > 0.

Definicién 12 Sea X € L (F). Se define su medida de Riesgo Entrdpico como

1
p(X) = sup (E@ [-X] - EH(Q | IP’)) ;

donde B es una constante mayor a cero.
Puede verificarse facilmente (ver [9], Ejemplo 4.33) que se tiene la siguiente representacion
1
p(X) = glog Bpexp {-AX}]. (20)

Esta medida tiene la siguiente interpretacién financiera: Supongamos que un inversionista con
aversién al riesgo, que se indica con el término (5, decide valuar el riesgo de una posicién financiera
X al encontrar el infimo de conjunto {m € R |Ep [exp {5 (m + X)}] < 1}. En [9], Ejemplo 4.105,
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se demuestra que esta forma de medir el riesgo es equivalente a usar como medida a p representada
como en (20).
Es entonces natural concebir para cada t = 0,...,7 — 1, una variable oy, € L* (F;) con ay > 0

y definir los generadores
1
o (X) = o log Ep [exp{—a: X} | F], X € L™ (Fiy1) -
t

Luego ¢, es una medida de riesgo entrépico condicional sobre L (F;41) con pardmetro de aversién

ay, segun la Definicién 4.2 de [5]. Ademds, se tiene que

. 1
P (§t+1) = €8Ssup {EJP [_£t+1X | }—t] — Pt (X)} = OTtEIP’ [5t+1 log (§t+1) | ft] .

XeL>®(Fiq1)
Definimos
T . T
VQ:= > em@= Y —Fgllog(¢k) | A
j=t+1 j=t+1 ¢
y por lo tanto p, se reescribe como
py (X) =esssup Eg [-X — ¥ (Q) | F], X elL>®(Fr),t=0,..T.

QeP

Es decir, p; es una medida de riesgo entrépico con pardmetro de aversién dindmico («, ..., ap—1)
sobre L (Fr).

2.3.3 Valor en Riesgo Promedio Dindmico

Un enfoque comin al problema de cuantificacién del riesgo que conlleva una posicién financiera
X consiste en especificar un cuantil de la distribucién de X bajo la medida de referencia P. En el
modelo de un periodo se estudia la siguiente medida de riesgo no convexa, llamada Valor en Riesgo
y denotada por VQR).

Definicién 13 Sea A € (0,1) fijo. Para una posicién financiera X € L™ (F), definimos su Valor

en Riesgo al nivel A como
VQR) (X) :=inf {m : P[X +m < 0] < A}.

En términos financieros, V@R, (X) es la cantidad més pequena de capital que si se aniade a la
posicién X y se invierte en la cuenta de banco, mantiene la probabilidad de un resultado negativo
debajo de un nivel A. Es por esta interpretacién que en el acuerdo de Basilea II el Valor en Riesgo
quedé establecido como una herramienta que se implementaria para designar la reserva necesaria
que debe tener una compania crediticia para poder operar. Sin embargo, el Valor en Riesgo no

captura el tamafio de la pérdida cuando ésta ocurre. Ademds, debido a que V@R, no cumple la
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propiedad de convexidad puede ocurrir que castigue la diversificacién en lugar de premiarla; véase
Ejemplo 4.44 de [9] para en ejemplo de este hecho o bien revisese el articulo de Albanese [2] para
un estudio m&s completo en el mismo sentido. No obstante los inconvenientes senalados, el Valor
en Riesgo es muy usado en la préctica. Veéanse los trabajos de Marrison [12] y Jorion [10] para
profundizar en las metodologias y técnicas de estimacién de esta medida.

Para corregir la no convexidad que presenta V@QR), se define la siguiente medida de riesgo en

términos de la medida anterior también en el modelo de un periodo:

Definicién 14 El Valor en Riesgo Promedio al nivel A € (0, 1] de una posicion X € L™ (F) estd
dado por

1 A
AV@R, (X) := A/ V@R, (X)d.
0

Se verifica facilmente que esta funcién es medida de riesgo convexa. Ademds, se puede probar

que tiene la siguiente representacién

AVQR) (X) = sup Eg [—X] (21)
QePx

donde Py es el conjunto de medidas de probabilidad absolutamente continuas con respecto a P
cuya densidad dQ/dP estd acotada por 1/A, ver Teorema 4.46 de [9]. El problema con esta medida
es que su implementacién se vuelve mds sofisticada y ardua. No obstante, ya se han desarrolado
técnicas de optimizacién que facilitan su uso. Para ahondar en esas metodologias se puede consultar

Rockafellar y Uryasev [13].
Debido a la representacién (21) resulta natural definir los siguientes generadores. Para cada
t=0,..,T—1, sea \; un elemento de L™ (F;) tal que 0 < Ay < 1 y consideremos los generadores

continuos por abajo definidos para X € L (F41) como

p(X)= e Bp[-EX|F.
£t+1€Dt+1a£t+1§A;1

Decimos entonces que ¢, es un Valor en Riesgo Promedio condicional sobre L™ (Fi4+1) al nivel
T

min)t:O

At (ver Ejemplo 3.7. de [5] para esta definicién). La funcién de penalizacién minima (¢}

inducida estd dada por

-1 o
min (5t+1) —  esssup {7% (X) — Ep [§t+1X | ft]} _ { 0, sobre {IP’ [‘ft+1 >N ft] = 0}

XEL®(Frq1) 00, sobre {IP’ [ftﬂ > )\;1 | }'t] > 0}
Entonces,
i min () = { 0, siP [5(]@ > /\j_,ll | .7:]-71} =0 paratodoj=t+1,..T
j=t+1 7 a 00, de otra forma
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Por el Teorema 10 la medida de riesgo monetario (Pt)tT:o tiene la representacién
T .
pe (X) =esssup Eg | —X — Z Yi(Q) | Fi| = esssup Eg [-X | R,
QeP S QeQ

donde
Q= {Q eP: 5? < )‘3111 para todo j =t + 1,...,T}.

Entonces (pt);fzo es un Valor en Riesgo Promedio dindmico y consistente en el tiempo al nivel

dindmico ()\0, ceey )\T—l) .
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3 Medidas de riesgo dindmicas para procesos estocasticos acota-
dos

Denotemos por R™ el espacio de los procesos estocésticos adaptados y esencialmente acotados
(Zt)tT:O sobre (Q,}", (.7-})?:0 ,]P’). La norma de un proceso X € R serd || X|| := maxo<s<7 |Xs|-
Se tomard por convencién que para X,Y € R se denota X > Y siempre que X > Y, para toda

s =0,...,T. Ademds, para 0 <t <r < T, se denotard por 1j,] al elemento de RT+1 definido por

1 . 1, t<s<r
s - 0, en otro caso

cuando ¢ = r se conviene en escribir 1, = 1p.

En esta seccién los objetos con riesgo son los procesos estocasticos X € R°°, que modelan
el proceso de valor descontado o el flujo de efectivo descontado acumulado; por ejemplo, el valor
de mercado descontado de un portafolio, el valor descontado de las acciones de una firma o la
reserva descontada de una compania aseguradora. Como en la seccién anterior, estamos interesados
en las medidas de riesgo monetario p,, sélo que ahora estardan definidas sobre procesos en R*°.

Generalizaremos los conceptos de la Seccién 2 a este marco més amplio.
Definicién 15 Para 0 <t < s <T, definimos la proyeccion s : R — R por
Tes (X), = Li<ry Xons, r=0,..1T,

y denotamos
Ris

,S

=5 (R™).
Definicién 16 Sea t € {0,...,T}. Una medida de riesgo monetario sobre Ry es una funcion
pe 2 R — L (Ft) con las siguientes propiedades:
(N) Normalizacion: p, (0) = 0.
(M) Monotonia: p, (X) < p, (Y) para cualesquiera X,Y € R{% tales que X >Y.
(T) Propiedad de traslacion: p, (X +mlyq) = p; (X) —m para cualesquiera X € Ry Y
m € L (F).
Decimos que p; es Fy-convexa (por brevedad convexa) si satisface
(C) Fi-Convezidad: py(AX +(1-N)Y) < Ap(X)+(1=A)p,(Y), con X, Y € RY% y A € L(F)
tal que 0 < A < 1.
Para X € R* definimos
pe (X) = pyomr(X).
Una medida de riesgo monetario dindmica sobre R es una familia (p,)L_, tal que cada p, es una

medida de riesgo monetario sobre RS Si cada p, satisface (C), entonces decimos que (p,)i_, es

una medida de riesgo monetario dindmica convexa sobre R*°.
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La interpretacién financiera de las propiedades anteriores es anédloga a la dada para la Definicién
1 en la seccién anterior, sélo cambiando el término posicién financiera por el de proceso de valor

descontado.

Observacién 4 De la misma forma que en la Observacion 1 se deduce a partir de (M) y (T) que
p; satisface la

(PL) Propiedad local: p; (14X +1,Y) = 1ap, (X)+1,cp, (Y) para cualesquiera X,Y € R™®
yAeF;.

Definicién 17 Decimos que una medida de riesgo monetario dindmica (p,)i_o sobre R> es con-

sistente en el tiempo si para cualesquiera X, Y € R*® yt=0,...,T — 1,

X =Y Yy Prr1 (X) = peyq (V)

implican
pe(X) > p (V).

Observemos que por la Definicién 16 tenemos

Pi+1 (th[t]) = pi11(0).

Entonces por las propiedades (T) y (N)

Pe1 (X) = py1 (0) + pryy (X) = pryy (Xelyg) + pra (X) = pra (Xelyg — prgs (X) Lpgamy) -

Usando esta tltima igualdad y procediendo de manera andloga al caso de la seccién anterior, ver
(1), se demuestra a partir de (M) que la propiedad de consistencia en el tiempo para una medida de

riesgo monetario dindmica sobre R es equivalente al siguiente principio de programacion dindmica:

i (X) = py (th[t] —p (X)L m) para cualquier X e R yt=0,...,7 — 1. (22)
3.1 Agregadores y generadores

Para una medida de riesgo monetario dindmica consistente en el tiempo (p;),_, sobre R>, definimos

los agregadores

Gt : L™ (]:’t) x L™ (ft+1) — L™ (.7:75), tZO,...,T—l

por
Gy (X, X)) = py (X)),

donde X es el proceso en Ry5, dado por

0, r<t
XT = Xt7 r=t
Xt+17 r>1



A partir de las propiedades (N), (M) y (T) se deducen claramente las siguientes tres propiedades

(G1) G,(0,0) =0,
(G2) Ge(Xy, Xiv1) < G (Y3, Yiqr) si Xy > Yy y Xip1 > Vi,
(G3) Gi (Xt +m, Xiy1 +m) = Gt (X, Xe+1) — m para cualquier m € L (F).

Ahora, si la familia (Pt)tT:o es consistente en el tiempo, por (22) tenemos
ps (X) = Gi(Xy, —py (X)), para cualquier X € R* y t=0,...,T — 1,

y por induccién hacia atras se verifica facilmente que (Pt)tho estd univocamente determinada por los
agregadores (Gt)?z})l. De hecho, es sencillo comprobar que toda sucesién de funciones (Gt);‘pzz)l que

satisfagan (G1)-(G3) define una medida de riesgo monetario dindmica y consistente en el tiempo

T
(Pt)i—o POT

p(X) = —X
p(X) = Gi(Xi—p (X)), t<T-L

Es claro que (Pt)tho es convexa si y s6lo si todo Gy satisface

(G4) Gt (AXt + (1 = MY, AXp1 + (1= A)Yiq1) < AGe( Xy, Xeva) + (1= A) Ge(Y, Yiq1) para todo
X, Y € L® (F), Xig1,Yer1 € L® (Fiy1), y A€ L® (F) tal que 0 < A < 1.

Por (G3) podemos escribir
Gt (X, Xey1) = —Xi + G (0, Xpp1 — Xp) = =X + H (AX¢41),
donde la funcién Hy : L™ (Fiy1) — L (F;) estd dada por
H, (X) = Gy 0, X),

y se conviene en usar la notacion AX;1q 1= Xyp1 — X5
Luego, a partir de (G1)-(G3) se tienen las siguientes propiedades para Hy:
(H1) H, (0) =0,
(H2) H; (X) < H (Y)si X, Y € L% (Fin) y X 2 Y,
(H3) H; (X +m) > Hy (X) —m para cualesquiera X € L™ (Fyy1) y m € LY (F).

La propiedad (H1) viene de (G1) y (H2) se deduce directamente de (G2). Para ver (H3) tomemos
X € L® (Fiy1) y m € L (F), luego

H(X+m) =G (0,X+m)=G (—-m,X)—m+>G;(0,X) —m=H, (X)—m.
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Por otro lado, toda sucesién (H;)! ' de funcionales que satisfagan (H1)-(H3) inducen agre-
gadores (Gt)f:_ol de medidas de riesgo monetario dindmicas, convexas y consistentes en el tiempo
(Pt)tT:o sobre R*. En efecto, si H; satisface (H1)-(H3) entonces

Gi( Xy, Xe1) = —Xo + Hi(AX41)

satisface (G1)-(G3). La propiedad (G1) se sigue de (H1) y la la propiedad (G3) se deduce de
manera directa de (H3). Para ver (G2) sean X;,Y; € L™ (F) y Xit1, Yir1 € L (Fiq1) tales que
X > Yy Xiq41 > Y41, entonces a partir de (H2) y (H3) tenemos que

Gi( X4, Xp1) = —Xe+ Hi(Xep1 — Xp) < X + Hi (Y1 — Xy)
< =X+ Hi(Yep - YY)+ (Xy = Y) ==Y+ Hi(Yi1 — Y)).

Decimos que (H,g)tT;O1 es el generador de (Pt)?:o- Por dltimo, es claro que G; satisface (G4) si

y solo si H; satisface

(H4) HH(AX +(1=N)Y) <AH; (X)+ (1 = \) H, (Y) para todo A € L*>® (F;) tal que 0 < A < 1.

3.2 Dualidad

Al igual que en la Seccién 2.2, el objetivo de la presente es dar una representacién dual para las
medidas de riesgo monetario convexas y consistentes en el tiempo de la forma de la transformada
de Fenchel-Legendre (2).
Para alcanzar tal meta necesitamos introducir otros conceptos. Para t = 1, ..., T, definimos el
conjunto
E={¢e Ll ()| Bel¢| Fia] <1}

T
Toda sucesion (§t+1, ey ET) € &1 X -+ - x &7 induce una P-supermartingala (Mf)

Mf:: L, rst .
gtJrl"'gra T:t—f—l,...,T

. definida por

r=

Denotaremos por £ al conjunto & x --- X &p.

Definicién 18 Una funcién de penalizacién de un paso sobre &1 es una funcion
Yy &1 — Z+(~7:t)
que satisface las siguientes dos condiciones:
(i) essinf v, () =0
§EE L+
(i) ¥y (1a€+10€) = 1at, (&) + Lty (&) para todo €, € E1 y A€ Fy.

., . ., .. .. T—1 . . ..
Una funcién de penalizacién dindmica sobre £ es una sucesion (v,),_, de funciones de penalizacion

de un paso.
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El siguiente teorema es la generalizaciéon de Teorema 6 de la seccién anterior.

Teorema 19 Sea (¢t)tT:0 una funcion de penalizacion dindmica sobre £. Entonces

Ht(X) ‘= esssup {EP [_£t+1X | Ft] - ¢t(£t+l)} ’ XeL® (ft+1)7 t= 07 7T - 1: (23)

§t41€8041

define los generadores de una medida de riesgo monetario dindmica convera y consistente en el

tiempo (Pt)tT:o sobre R™> con la siguiente representacion

T
p(X) ==X, + esssup Ep |- Z MfAXj + Mjg—le—l(fj) | Fy (24)
(ft+17---75T)€5t+1><~~-><ST =t

parat <T —1y X € R™.

Demostracién. Se verifica facilmente que para cada t = 0,...,T — 1, el funcional H;(X) definido
en (23) cumple las propiedades (H1)-(H4), basta usar razonamientos anédlogos a los utilizados en la
primera parte de la demostraciéon del Teorema 6. Entonces la familia (Ht)?;ol induce una medida
de riesgo monetario dindmica y consistente en el tiempo (pt);‘pzo sobre R*™. Sea X € RY; para

algin t < s <T' y denotemos

S
prs(X) =—X; + esssup Ep |- Z MfAXj +M]§71¢j—1(£j) | 7,
(ft+1v--y§s) €Ep1 X XEs j=t+1

Como para cualquier (£t+1, ...,55) € &1 X -+ X E tenemos que

T
esssup Ep |- Z Mf_1¢j,1(€j) | Fie| =0,
(65+17"'7§T)655+1X"'XgT ]:5+1

(para demostrarlo basta seguir los mismos argumentos usados para encontrar que la expresién (11)

era idénticamente cero en el Teorema 6 y aprovechando que AX; = 0 para j = s+1,...,T, entonces

tenemos
T
esssup Ep |- Z MfAXj +Mj§_1¢j—1(fj) | Fi
(§t+17"'7£T)€€t+1X'"XgT Jj=t+1
S
= esssup Ep |- Z MfAXj + Mf_l%—l(fj) | Ft
(£t+1’~“7£5)€£t+1X"'ng Jj=t+1
T
+ esssup Ep |- Z MngXj + Mf_ﬂbjfl(gj) |
(55+17"'7£T)€55+1X"'XST .7:5+1
S
= esssup Ep |— Z MfAXj +M]§,1¢j—1(§j) | Fel
(Erp1rnibs ) EEL 1 X+ X Es j=t+1

30



por lo tanto

T
prs(X) = —X¢ + esssup Ep | — Z MfAXj +Mj£71wj—1(£j) | 7,
(Et+17~'~7fT)€€t+1X"'XST j=t+1

Asf que basta demostrar p, (X) = p; ; (X). Lo probaremos por induccién sobre s. Supongamos que
X € R{j41- Entonces

p(X) = G (Xu ~Pi+1 (X)) = Gt (Xt, Xe1) = —Xi + Hi (AXp41)
= —X;+ esssup {Ep [~ AXep1 | Fe] — ¥y (§41) } = praa (X))

§ir1€€41

Ahora supongamos que X € RY; para s > t+2y p, (V) = py ,_1 (V) para cualquier Y € R{S_;.
Aplicando reiteradamente el principio de programacién dindmica (22), tenemos p, (X) = p, (V)
para

V=1, )X — 1 11ps-1 (X) € R4,

y entonces haciendo las respectivas sustituciones tenemos

pr(X)=p (V) = Pt,s—1 (Y)

s—1
=-Y; + esssup Ep |- Z MfAY] + Mj{le_l(ﬁj) | Fi
(§t+17"'7€s) €5t+1><~~><85 j=t+1
s—2
=—-X:+ esssup Ep |- Z MfAXj — Mf_l [—pe_1 (X) — Xs—o]
(§t+1,...,§s) €E41 X XEs j=t-+1
s—1
=D M) | F
j=t+1
s—2
= X; + esssup Ep |- Z MngXj
(Etg1€s) E€1xXEs j=t+1

_M§*1 |:X51 + egsselgf {EP [ésAXS | ‘7:871] + %71 (65)} B Xsf2

s—1
+ 3 M () | R

j=t+1

donde para la iltima igualdad se usé que como X € RfS entonces p,_q (X) = p,_y 4 (X) y donde
—2
para s = t + 2 el término ZS

Definicién 18, la familia

i Mj&AX ; se entiende igual a cero. Por la condicién (ii) de la
]:

{EP [gsAXS | ‘7:8*1] + ¢s—1 (fs) : 53 € gs}
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es dirigida hacia abajo. Entonces podemos tomar el infimo esencial fuera de la esperanza condicional

Ep[- | 7] aplicando la Proposicién 33 y llegar a

S
pr(X)=—Xi + esssup Ep |- Z MfAXj + Mjgﬂwj—ﬂfj) | Fie| = Pt,s (X).
(€t+1""7£s) €5t+1><---><85 j=t+1

Es fécil verificar que los agregadores de la forma (23) son continuos por abajo en el sentido de
la Definicién 7 y también que las medidas de riesgo monetario de la forma (24) son continuas por

abajo en el siguiente sentido més general:

Definicién 20 Sea 0 <t < s <T. Decimos que una funcion I : R{G — L (F;) es continua por
abajo si I (X™) — I (X) P-c.s. para toda sucesion (X"), -, y X en RS, tales que X' crece a X,
P-c.s. para r =t,...,s. Decimos que una medida de riesgo monetario dindmica (Pt)tT:o sobre R

es continua por abajo si cada p, es continua por abajo.

El siguiente lema nos permite hacer una conexién entre la definiciéon de continuidad por abajo

para procesos con la respectiva para variables aleatorias a través de los generadores y agregadores.

Lema 21 Una medida de riesgo monetario dindmica consistente en el tiempo (pt)fzo sobre R es

continua por abajo st y solo cada uno de sus correspondientes agregadores (Gt);‘t{)l es continuo por
. . . . . T .

abajo, lo cual sucede si y sélo si cada uno de sus generadores asociados (Hy),_, es continuo por

abajo.

Demostracion.

(a) Supongamos que (p;)]_, es continua por abajo. Sea (X7, X1 )),>, sucesion en L™ (F;) x

L (Fiy1) que crece a (X¢, Xiy1) € L (Fy) x L™ (Fiq1) P-c.s. para algin t € {0,..,7 — 1}. Luego
Gt (lea Zil) = Pt (Xn) ’

donde X" := 1y X{"+1;41 1) X{% 1 € Ri%41- Claramente se cumple X" 7 X = 11y Xy+141 71 X1
P-c.s. y por lo tanto

Gy (vathH) = py (X") = p (X) = G (X, Xe41), P-c.s.

Por otro lado, supongamos que para cada t =0, ..., T — 1, se cumple que G; es continuo por abajo.
Procedamos por induccién hacia atrds. Sabemos que p;(X) = —X, es obvio que entonces pp es
continua por abajo. Supongamos que p, es continua por abajo para todo t > k 4+ 1. Demostremos
entonces que p, es continua por abajo. Sean (X”)n21 y X en RZ?T, tales que X' X, P-c.s. para

r =k,...,T. Por lo tanto, usando (M) tenemos que p; 1 (X™) \, ppy1 (X). Luego
pr (X") = Ge(Xy, =g (X)) N\ Ge( X, —ppg1 (X)) = p (X),  P-cs.
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(b) Ahora, parat € {0,...,T — 1} supongamos que G es continua por abajo. Si (X"), 5, y X estdn

en L (Fi11) tales que (X"), 5, crece a X P-c.s., entonces usando la propiedad (G2) tenemos
Hy (X™) =G (0, X™) N\, Gy (0, X) = Hy(X), P-c.s.

Luego H} es continua por abajo. Ahora, supongamos que H; es continua por abajoy ((Xt, Xt41)),>1
es sucesion en L™ (F;) x L™ (Fi1) que crece a (X, Xpy1) € L (Fy) x L™ (F1) P-c.s., entonces

usando (H2) tenemos
Gy (X[L,Xﬁrl) =—-X'"+ H; (AX{‘H) < -X/'+ H; (AXZLH) N X+ He (AXp41) = Ge (X, Xiy1) s
P-c.s., lo cual muestra que Gy es continua por abajo. m

Definicién 22 Para una medida de riesgo monetario dindmica, convexa y consistente en el tiempo
(pt)tT:() sobre R con generadores (Ht)?;ol continuos por abajo, definimos para § .1 € 1 Y
t=0,...,T—1,

f‘in (§t+1) = esssup {Ep [—§t+1X | .’Ft] — H; (X)} .
X€EL>®(Fyq1)
Observacién 5 Se verifica facilmente que para cada t =0,...,T — 1, la funcién ™™ satisface las
propiedades (i) y (ii) de la Definicion 18 y entonces ( ?ﬂn);f:_ol es funcion de penalizacion dindmica

sobre £.

El siguiente lema es una generalizacién del Lema 9 y aunado al Teorema 19 muestra la dualidad
entre los generadores y las funciones de penalizacién minima cuando las medidas de riesgo cumplen

ser continuas por abajo.

Lema 23 Sea (Pt)tT:o una medida de riesgo monetario dindmica, convexa y consistente en el tiempo
sobre R con generadores (Ht)z!()l que son continuos por abajo. Entonces ( ?in)tT:_ol es la funcion
de penalizacion dindmica mads pequena sobre £ tal que

H; (X) = esssup {EJP [—ft+1X | ft] - ffnin (X)}

§t41€€41

para todot =0,....T —1 y X € L™ (Fiq1).

Demostracién. Fijemos ¢t € {0,...,7—1}. Consideremos un nuevo espacio muestral Q =
{t,t +1} x Q con la o-dlgebra ]/':tJrl generada por todos los conjuntos de la forma {j} x A;
para j = t,t +1y A; € Fj. Sea P la medida de probabilidad sobre (ﬁ,]?tH) dada por
P[{j} x Aj] == iP[A)] para j = t,t +1y A; € F;. Por F; vamos a denotar la o-slgebra so-
bre Q generada por los conjuntos de la forma {¢,t + 1} x A; para A; € F;. Entonces, para cada
(Xp, Xpp1) € L (F) x L® (Fryq) defimos X XeX1) g [0 (ﬁ,ft+1,ﬁ> por

Xt(w)’ Jj=t

XXX (j,w) ::{ Xen (W), j=t+1
t+ ’ =
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Reciprocamente, para cada X € L™ (Q,ﬁt+1,]@> definimos (X{*, XX ) € L™ (F) x L™ (Fy1)
por
(X" Xith) (@) = (X (tw), X (t+1,w)).

Es fécil verificar que X = X&X6X41) i v s6lo si (X, Xiq1) = (XtX,Xt)_{H). Entonces podemos

hacer la siguiente identificacién
L (F) x L® (Fyq) = L® (ﬁ,ﬁm,@) .
Por otra parte, para cada X; € L™ (F;) definimos XXt € L® ((AZ, j’?t, @) por
XX (jw) = X, (w), j=tt+1,

entonces podemos identificar a L* (F;) como un subconjunto de L (ﬁ,ft,@). Debido a tales
consideraciones y usando las propiedades (G1)-(G4) se tiene que Gy puede ser vista como una
medida de riesgo monetario convexa de L*° (ﬁ, ]?Hl, I/P\’) a L™ (ﬁ, .7?t, @) Es claro que esta funcién

es continua por abajo en el sentido de la Definicién 7. Entonces se sigue del Lema 9 que

Gy (X) = esssup {E@ [—X \ ﬁt} - w?i“@m)} )

§+1€De41
donde
P(Eg) = esssup {E@ [—§t+1X | ft} -Gy (X)}, §v1 € Diya,
XeL>®(Q,Fi41,P)
y con

D1 = {Ze LA, Foir P) : Bp [Z | ﬁt} - 1}.

Gracias a la forma de las o-dlgebras j-:t y .7?t+1 y las consecuentes propiedades que tienen las

variables aleatorias medibles con respecto a ellas, se puede concluir que

Gt (Xt, Xt+1) = €sssup {—EHD [(1 — a) Xt + OéftJrlXH_l | ft] — C (Oé, €t+1)} y (25)

(as€ey1)€L0,1](Ft)XDps1

donde

L[071] (.7:15) = {Oé e L™ (ft) 0<a< 1}

y

¢ (a,&tH) = esssup {—Gt (X4, X¢41) — Ep [(1 — o) Xy + oy 1 Xy | ft]}
(X, Xt41)€L(Fy) x L (Fiy1)

= esssup {—Gt (0,AX;41) — Ep [aft+1AXt+1 | ,7-}] }

(X, Xt41)EL®(Ft) x L (Fi41)

= esssup {Ep[—af X | F] — Hy(X)}
XeL>o(Fit1)

= {‘nin (aftﬂ) .
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Luego,

H; (X) = G4(0,X)= esssup {Ep [—ab X | F] — "™ (abyy) }
(n&i41) €ELp,1)(Ft) xDiga

= esssup {Bp [~& X | F] — o™ (&41) )
§t41€€041
para todo X € L*® (F;;1). La minimalidad de ¢! se tiene debido a que toda funcién 9, : &1 —
Ly (F) que satisfaga

Hy(X) = esssup {Ep |- 1 X | F] =9 (&41) ) para cualquier X € L™ (Fy41),

§t+1€8+1

deber4 satisfacer también

—Hy (X) = Ep [§1X | ) < by (€441) para X € L™ (Fi41) ¥y &1 € Erg1s

y entonces,

Pt < Yy

El siguiente resultado es la genaralizacién del Teorema 10 de la seccién anterior. Al igual que el
resultado citado, tiene la virtud de mostrar que toda medida de riesgo que cumple sus hipétesis se
interpreta como el peor caso de tomar la pérdida descontada acumulada condicional pero reducida
por el factor de la funcién penalizacién condicionada a la informacién al tiempo presente. Su

demostracién es consecuencia inmediata del Teorema 21 y del Lema 23.

T . . . L. .
Teorema 24 Sea (p;),_, una medida de riesgo monetario dindmica, conveza y consistente en el

tiempo continua por abajo. Entonces

T
p(X) = —X; + esssup Ep | — Z M]-{AXj + .Mjé_1 {nin(ﬁj) | Fi
(§t+17-~-:5T)€5t+1><"'><5T j=t+1

parat <T+1y X € R>®.

3.3 Generadores compuestos
En esta subseccion consideraremos generadores de la forma
Hy (X) = hy (=4 (X)), (26)

donde ¢, : L® (Fi41) — L™ (F;) es una medida de riesgo monetario de L™ (Fyi11) a L= (F) y

ht : R — R es una funcién que satisface
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he (0) = 0
hi () = e (y) para z <y,
(h3) [he (x) — he (y)| < |o — y| para z,y € R.

Entonces H; = hy o (—¢;) : L (Fiy1) — L™ (F;) satisface las propiedades (H1)-(H3). Luego
(he, got)tT:O induce una medida de riesgo monetario dindmica y consistente en el tiempo (Pt)tT:o sobre
R>°. Siademds se cumple que h; es convexa y ¢, es Fy-convexa, entonces H; satisface (H4) y ( pt)zﬂ:0
es una medida de riesgo monetario dindmica, convexa y consistente en el tiempo sobre R°.

Aplicando el Teorema 3, toda funcién convexa h : R — R puede ser representada como

h(z) = sup (zy — h* (y)),
yeR

donde h* estd dada por

h* (y) = Sup (zy —h(z)).

Como consecuencia de lo anterior, se tienen el siguiente resultado:
Proposicién 25 Sea ¢, : L™ (Fiy1) — L*° (F:) dada por

py (X) = esssup {Ep [~&1 X | o] =, (§e41) )

&t+1€D1+1

para una funcion de penalizacion n, sobre Dyt y hy : R — R wuna funcidn convera que satisface

(h1)-(h3). Entonces Hy = hy o @, puede ser representada como

H, (X) = €sssup {EP [—5t+1X | Tt] — (€t+1)} ’ Xel® ('Ftﬂ)’ (27)

§e41€€041

para la funcion de penalizacion de un paso ¥, sobre 41 dada por

Yy (§t+1) = Lp [§t+1 ‘ ft] Ur (W) - (_ht)* (EJP’ [§t+1 | j:t]) :

Demostracién. Aclaremos que por Si41 ] entenderemos la funcién

Ep [ft+1|]'—t

§t1
ml{%[gfﬂ‘ftbo} + 1{EIP[£,5+1|E]=0} € Dyy1.

Ahora, es sencillo verificar que 1, es funcién de penalizacién. Por lo tanto basta verificar (27).
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Notemos que (—ht)" (y) = —oo para y ¢ [0, 1] debido a que h; satisface (h2) y (h3). Luego

Hy; (X)
by (=4 (X))
hy ( essinf {Ep [§t+1X \ .7-}] + 7y (ft+1)}>

§t+1€Dt+1

— inf (y[ essinf {Ep [6,, X | Fi] +ny (£t+1)}] —(—ht)*(y)>

0<y<1 5z+1€Dt+1
— inf  essinf {y [EIP [§t+1X | ft] + 0 (ft-i-l)] - (_ht)* (?J)}

0<y<1 €t+1 €Dt 41

Rl {EIP’ (&1 X | Fe] — Ep (&0 | e me (W) + (—he)" (Bp [£441 Ift])}-

Para la tltima igualdad usamos que y — yx — (—hy)" (y) es funcién continua. Entonces

ok (yz — (=he)" (y)) = ye[iorflf}m@ (yx — (=he)" (y)) -

De lo anterior se sigue para cualquier variable aleatoria X que cumple ser finita P-c.s.:

Ogirylfgl (yX — (=h)* (y)) = yeﬁﬁf}m@ (yX — (=he)" (y)) = ygfoﬁil?g(@ (yX — (=he)* (y)) -

Finalmente se observa que

inf  essinf {y [E[p: [ft+1X | ft] + 1y (€t+1)] — (=hy)" (y)}

0<y<1¢;,1€D11

96[071]£5?§f1ept+1 {y[Ep & X | F] +m (E41)] — (=he)" ()}

essinf {Ozt [E]p [§t+1X ‘ ft] + (§t+1)] — (=he)” (O‘t)}

atefz,ogatgl,ﬁtJrl GDt+1

gtislseigil {EIP’ (&1 X | Fi] + Ep (&1 | Fo] iy (ﬂ}»[éiﬁﬂ]) — (=he)" (Bp [€441 | ft])} -

En lo que resta del trabajo vamos a especificar distintas formas de h;, ddndonos cuenta que su

eleccién es crucial para determinar la forma que tiene la medida de riesgo, pudiendo depender sélo

del estado final o de la toda la trayectoria del proceso a partir del tiempo presente.

3.3.1 Medidas de riesgo que dependen solamente del valor final

Si hy () = —x, entonces los generadores se reducen a

Gt (Xt, Xit1) = = Xi + he (= (Xep1 — Xi)) = 0 (Xi41) -
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Asf llegamos a

pe (X) = G (Xt, —py (Xi41)) = @1 (—py (Xt41)) = 4 0 (“Pt+1) ©---0 (_SOT—l) (X1),

por lo que, (Pt)tho es una medida de riesgo monetario dindmica y consistente en el tiempo que
depende sélo del valor final X7 de X.

3.3.2 Medidas de riesgo que dependen de un promedio ponderado sobre el tiempo

Si hy (x) = —7,x para algin ~y, constante que satisface 0 < v, < 1, entonces

Gy (X, Xir1) = = Xo + by (0 (Xir1 — Xo)) = (v — D)X + 700 (Xg1) -

Por otro lado, definamos

L=, J=t
53': Ve vl —5), t<j<T .
Ve VT-15 g=T

Consideremos las correspondencias ¢; : L> (Fr) — L> (F;) dadas por

X
&7 (X) = =7, (—1) 0 Vg1 (—0sp1) 0 0vp1 (—or_1) () '
Yt Y1T-1

Es fécil verificar que la medida de riesgo monetario dindmica y consistente en el tiempo (pt)?:o

sobre R*> inducida por los agregadores (Gt)tT;Ol estd dada por

T
p(X) =0 [ D 0X;), t=0,..,T-1
j=t
En particular, para v, = Tjji;rtl’ obtenemos
1 T
w0 = | 7 2%

Por ultimo, observemos que hay un caso especial cuando ¢, (¢;X) = ¢, (X) se cumple para

cada t =0,...,T — 1, pues la correspondencia ¢; toma la forma

¢l =—(—¢p)o--o(—pr_q).
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Apéndices

A. El supremo esencial de una familia de variables aleatorias

Expondremos en este apéndice el supremo esencial y el infimo esencial de una familia arbitraria ®
de varibles aleatorias sobre un espacio de probabilidad (€2, F,P). Consideremos primero el caso en
el que el conjunto ® es contable. Entonces ¢*(w) := sup,cq ¢(w) sabemos que serd también una
variable aleatoria, es decir, ¢* es medible. Sin embargo, la medibilidad del supremo puntual no

estd garantizada si ® no es contable.

Ejemplo 1 Sea ([0, 1], B([0,1]),\) espacio de probabilidad con X\ la medida de Lebesgue en [0, 1].
Sabemos que existe un conjunto A C [0,1] tal que A & B(]0,1]) y por tanto no contable. Sea

(I):{l{w}:l'EA},
es claro que entonces ¢* :=sup,cq ¢ = 14 no es medible.

Ahora, ain si el supremo puntual de una familia de variables aleatorias es medible tal vez
no sea un concepto adecuado. Esto se ilustra retomando el ejemplo anterior, pero con & =
{1{1} cx €10, 1]} En este caso sup,cq ¢ = 1, mientras que ¢ = 0 A-c.s. para cada ¢ € .
Esto sugiere el siguiente concepto de supremo esencial definido en términos de desigualdades que
se dan P-c.s.

El siguiente teorema estd tomado del Apéndice A de [9].

Teorema 26 Sea ® cualquier conjunto de varibles aleatorias sobre (2, F,P). Entonces

(a) Eziste una variable aleatoria ¢* tal que
o> P-c.s. para todo ¢ € P. (28)

Ademds, ©* es inica casi sequramente en el siguiente sentido: Cualquier otra variable aleatoria 1)
con la propiedad (28) satisface 1 > o* P-c.s.
(b)Suponga que ® es dirigido hacia arriba, es decir, para p,p € ® existe 1 € ® con P > ¢V p.

Luego existe una sucesion creciente o1 < @9 < --- en @ tal que ¢* = lim, ¢,,.

Definicién 27 La variable aleatoria p*del Teorema 26 se denomina el supremo esencial de ® con
respecto a P, y escribimos

esssup @ = esssup ¢ := ©*.
ped

El infimo esencial de ® con respecto a P se define como

essinf @ = essinf ¢ := —esssup (—¢)
ped pED
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Demostracién del Teorema 26. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que cada ¢ € ®
toma valores en [0,1]; en otro caso podemos considerar ® := {fo¢: ¢ € ®} con f : R —[0,1]
estrictamente creciente.
Si W C @ es contable, sea py (w) := sup,ecy ¢ (w). Luego ¢y es medible. Afirmamos que la
cota superior
c:=sup{F [pg]: ¥ C & contable}

es alcanzada por algin subconjunto contable ¥* C ®. Para ver esto, tomemos ¥, con £ [goq,n] —c
y sea U* = Un U,,. Entonces ¥* es contable y E [py-] = c.

Demostremos ahora que ¢* := ¢y satisface la condicién (28). Lo haremos por reduccién al
absurdo. Supongamos que (28) no ocurre. Entonces existe ¢ € ® tal que P[p > ¢*] > 0. Luego
U= U* U {p} satisface

Elpg] > Elpg] =c,

lo cual contradice la definicién de ¢. Ademds, si ¢ es otra variable aleatoria que satisface (28),
entonces obviamente al ser ¢p* el supremo contable de elementos de @, se tiene 1 > ¢* P-c.s
Finalmente, la construccién muestra que g+ puede ser aproximado por una sucesion creciente

si @ es dirigido hacia arriba. =

B. Esperanza condicional para variables aletorias no negativas no necesaria-
mente integrables

En la mayorfa de los textos de probabilidad avanzados se estudia el concepto y las propiedades de
la esperanza condicional en el sentido de Kolmogorov. Sin embargo, para su definicién se hace la
suposicién que la variable aleatoria X a la cual se le toma la esperanza condicional con respecto a
una sub o-dlgebra F, es integrable, es decir, se define E [X | F] sélo cuando F [X] < cc.

No obstante, la definicién y algunas de las propiedades de la esperanza condicional pueden
extenderse cuando X es variable aleatoria no negativa, sin importar que sea o no integrable. Dedico
este apéndice a su estudio, pues la correcta definicién y uso de las propiedades de esta extensién
son primordiales para las representaciones planteadas en el trabajo. La estructura del apéndice y

las demostraciones de los resultados estdn basadas en las notas de Uribe [14].

Definicién 28 Sea X una variable aleatoria no negativa en el espacio de probabilidad (Q, F,P),
y G C F una sub o-dlgebra. Definimos una version de la esperanza condicional de X dada G,

denotada por E [X | G] como la variable aleatoria
E[X|G]:= lim E[XAn|g]. (29)

Observacién 6 Usando convergencia mondtona para esperanza condicional, es claro que si E [X] <
o0, entonces E[X | G] = E[X | G].
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Proposicién 29 (Monotonia). Sean X,Y dos variables aleatorias no negativas y X <Y, en-
tonces E[X | G] < E[Y | G].

Demostracion. FEs claro que X An <Y An para toda n € N, entonces por monotonia de la
esperanza condicional usual sucede E [X An |G| < E[Y An |G| para toda n. Luego basta tomar el

limite. m

Proposicién 30 Sean X,, X wvariables aleatorias no negativas tales que X, / X. Entonces

lim E[X, |G =FE[X|G.

n—oo

Demostracién. Por monotonia se sigue que
E[X, |G <E[X|(G] para toda n € N,

luego
lim E[X, |G <E[X|G].

n—0o0
Ocupémonos ahora de la desigualdad contraria. Definamos Y,, = X,, An. Es claro que Y,, / X. Sea
Z variable aleatoria no negativa, acotada y tal que Z(w) < X (w) para toda w € Q. Sea o € (0,1).
Luego definamos

Ay ={Y, >aZ}.

Como X, An < X,11A(n+1),es claro que A, C A,+1. Ademds Un A, = Q. Por tanto
aE[Z14, |Gl =E[aZ14, |Gl < E[Yula, |Gl <EY, |Gl =E[Y, |G < E[X,]|d].
Demostraremos en un momento que
Tm B(714, 6] = E[Z]4]. (30)

de donde se deduce que
aE[Z |G < lim E[X, |G

y como « € (0, 1) es arbitrario, entonces
E[Z|G) < lim E[X,|G].
n—oo

Al ser Z arbitrario, podemos sustituirlo por X A m para cualquier m € N, pues esta funcién

cumpliria las condiciones solicitadas a Z. Es decir:
E[XAm|G] < lim E[X,|G]  paratodam €N,
n—oo
y tomando el limite sobre m tenemos

E[X|G]= lim E[X Am|G]< lim E[X,]|d],
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que era la desigualdad deseada. Entonces basta verificar (30).
Tenemos que F [Z | G| = E[Z1,4, | G|+ E [ZIAE | g}, para cada n € N. Como Z acotada, digamos

por M, entonces
E|Z1, 1G] <ME |1, 6],

Notemos que IP’(AEZ) decrece a cero, por lo cual
1
P (E [1AE | g] > g) < 2p(Ab) - 0.
n €

Como
(oo 16]2) - (6 1] 29)

]P’(nli_{rgoE[lA% \g} >0> :;@)P(J@;E[m yg} 25) —0,
se sigue (30). m

Proposiciéon 31 Sean X,Y y Z variables aleatorias no negativas. Supongamos que Z es G-medible.
Entonces
E[ZX+Y |G|=ZE[X |G|+ FE[Y |G].

Demostracién. Sean (X;),>; v (Yn),>; sucesiones aproximantes para X y Y (es decir, suce-
siones de variables aleatorias no negativas y acotadas tales que X,, /" X y Y, /' Y). Notemos
que (Z An) X, es sucesién aproximante para ZX. Usando que para cada n la variable aleatoria

(Z An) X, +Y, es acotada y por tanto integrable, el teorema de convergencia monétona nos lleva

a
EZX+Y|g] = lim E((ZAn)X,+Y,|G]

= lim E[(ZAn)X,+Y, ]G]
- ;llzrré.:((Z/\n)E[XnIQ]+E[Yn\g])
= Z lim E[X,|G]+ lim E[Y, |d]
— ZT}E&E[X"‘Q}J%E&E[Y”'Q]
= ZE[X |G+ E[Y|g].

|

Corolario 32 Sean X y Y wariables aleatorias no negativas tales que X >'Y. Entonces

E[(X YY)y |G] =E[Xliycoy 1G] — E Y1y 1G]
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Proposicién 33 Sean (Xn)n21 , X wariables aleatorias no negativas tales que X, \, X. Entonces
lim E[X,|g]=E[X|d].
n—oo

Demostracién. Vamos a realizar la demostracién por partes.
(a) Supongamos que X, \, 0. Entonces (X; — Xn)l{Xn<oo} /" X1. De allf usando el Teorema 30

lim E [(Xl Xn)1{x, <0} | g] [Xl | g].

n—oo
Por el Corolario 32 y usando que X11(x, <o} ./ X1 tenemos

n—o0 n—oo

= E[X16]- ,}ggo E [an{xn@} | g] :

por lo tanto concluimos que
lim E [X,1{x, <00} | G] = 0. (31)
n—oo

Ahora, como E [an{Xn:oo} | g] = ook [I{Xn:oo} | Q] = coF [I{Xn:oo} | g], ocupando conver-
gencia dominada para la esperanza condicional usual obtenemos

lim E (X, 1ix,—c} | Gl =o0- hm E [I{X" o} | Gl =o0- E[hm 1ix,—cc} | g] =0 (32)

n—o0

Sumando (31) y (32) se tiene el resultado.
(b) En el caso general, es decir cuando X, \, X, tenemos que (X, — X) 1{x oo} \ 0. Por el inciso
anterior

lim E [(X X) 1{X<oo} | Q] =0.

n—oo

Por el Corolario 32 tenemos

hm E [(X X) 1{X<oo} ‘ g] = hm E [X 1{X<oo} ‘ g] — hm E [Xl{X<oo} ’ g]

n—oo
por lo tanto

hm E [X 1{X<oo} | g] [Xl{X<oo} | g]

Ahora, sobre el cojunto {X = co} es obvio que X1 = X9 =--- =00 =X, y asi

lim B [Xu1l{x—o} | G] = lim E[X1ix_c} |G] = B [X1ix—n) | 6]

n—oo

Sumando las dltimas dos igualdades tenemos el resultado. m

Observaciéon 7 Dado que tanto la definicion tradicional de esperanza condicional como la defini-
cton extendida para variables aleatorias no negativas tienen similitud en cuanto a que cumplen el
Teorema de Convergencia Mondtona, la linealidad de la suma y la regla del producto, en el resto
del trabajo no se hace la distincion caligrifica de una u otra, es decir ambas se denotardn de la

misma forma, pues de la seqgunda no se usardn mds propiedades que las vistas arriba.
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C. Intercambiando esperanza condicional e infimo esencial

En varias demostraciones del trabajo se tiene la necesidad de verificar igualdades de la siguiente

forma
E 3 f = 1 f E 33
[ezsélg @ | Q] essin lp|G], (33)

donde @ es una familia de variables aleatorias y G es una sub o-dlgebra de F. Vamos a garantizar

una condicién suficiente para que la igualdad (33) sea vélida.

Proposicién 34 Sean ® cualquier conjunto de varibles aleatorias sobre (2, F,P) dirigido hacia

abajo y G una sub o-dlgebra de F. Entonces
E inf = essinf .
[ezsélg ¢ | Q] essin [p ]G]
Demostracién. Usando monotonia de la esperanza condicional
E [essigfgp | g} < Ele| 9] para todo ¢ € ®.
o€

De esto concluimos
E [essinfcp | Q] <essinf F[p | G].
pED pEd
Ahora, por el Teorema 26, sabemos que existe una sucesién decreciente (¢,),~; C ®, tal que

essinf,cq ¢ = lim;, . ¢,,. Luego usando la Proposicién 33 tenemos
E {essinfap ] g} = F { lim ¢, | g]
ped n—00
— lim Efp, |G
n—oo

Pero ahora, como
essing 0| Gl < Elp|d] para todo ¢ € @,
€

entonces se concluye que

ssinf E < lim E — E |essinf .
essin [p 1G] < lim Elp, | d] [e;sélg @IQ}

D. Elementos necesarios de andlisis convexo

En esta seccién enunciaremos, en su mayoria sin demostracién, algunos resultados de anélisis fun-
cional que son utilizados en el trabajo. Pueden encontrarse en cualquier libro avanzado de anélisis

funcional o de optimizacidn.
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Definicién 35 Un espacio lineal (E,+,-) sobre R que también tenga una topologia T, se dice

espacio vectorial topoldgico si para todo x € E el conjunto {x} es cerrado, y si las aplicaciones

+:ExE—FE, (x,y) —z+y

- RxE — E, (,z) — a-z

son continuas (usando en los productos cartesianos las respectivas topologias producto) respecto a

la topologia 7.

Definicién 36 Un espacio vectorial topoldgico E se dice que es un espacio localmente convero si

su topologia tiene una base consistente de conjuntos converos.
Si E es un espacio de Banach con norma ||-||, entonces las bolas abiertas
yeY . |ly—zf <r}, x e E,r>0,

forman por definicién una base para la topologia de E generada por la norma. Como tales bolas
son conjuntos convexos, entonces todo espacio de Banach es localmente convexo.
El siguiente teorema es una variante del teorema cldsico de Hahn-Banach sobre la existencia de

"hiperplanos separantes".

Teorema 37 (Hahn-Banach). Suponga que B y C son dos subconjuntos convexos, no vacios y
ajenos de un espacio localmente convexo E. Entonces, si B es compacto y C es cerrado, existe un

funcional lineal continuo f sobre E tal que

sup f(z) < ;gg ).

Demostracién. Ver [7], Teorema V.2.10. =
Un corolario del resultado anterior es que, sobre un espacio localmente convexo E, el conjunto
E' :={f:E —R: f es lineal y continuo}

separa los puntos de E, es decir, para dos puntos distintos z,y € FE existe algtin f € E’ tal que
f(z) # f(y). El espacio E’ es llamado el espacio dual de E.
Por ejemplo, es bien sabido que el espacio de Banach L™ (2, F,P) es el dual de L'; es més, se tiene

el siguiente resultado:

Proposicién 38 Si F es funcional lineal y continuo sobre L' (Q, F,P), entonces existe P-c.s. una

inica funcion f € L*° (Q,F,P) que cumple

F(g9)=E|gf] para todo g € L.
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Demostracién. Ver Teorema IX.9 de [6] m

Definicién 39 Sea E un espacio lineal, y supongamos que F es una clase lineal de funcionales
lineales sobre E que separa los puntos de E. La F-topologia sobre E, que se denota por o (E, F),

es la topologia sobre E que se obtiene al tomar como base a todos los conjuntos de la forma

{yEE:‘fi (y) — fi (:C)| <rt= 1"")”};

donden e N,z € E, fy € F yr > 0. Si E ya tiene una topologia localmente convezxa, entonces la

E'-topologia o(E, E') es llamada la topologia débil sobre E.

Proposicién 40 Considérense las hipdtesis de la definicion anterior. Entonces
(a) E es espacio localmente convexo para la F-topologia.
(b) El dual de E para la F-topologia es igual a F'.

Demostracién. Ver Seccién V.3 de [7]. =

Para un espacio localmente convexo F dado, podemos voltear las cosas y considerar F como un
conjunto de funcionales lineales sobre el espacio dual E’ poniendo z (f) := f(z) para f € E' y
x € E. La E-topologia o (E’, E') obtenida de esta manera es llamada topologia débil* sobre E’. Por
ejemplo, se tiene que en general L' no es el dual de L. Sin embargo, L! se vuelve el dual de L™

si dotamos a L con la topologia débil* o (Loo, Ll)

Observacién 8 A partir de la Proposiciones 40 y 38, tenemos que dotando a L con la topologia
o (LOO,LI), para todo funcional lineal acotado F : L™ — R existe un tnico (P-c.s.) Y € L' que
cumple

F(X)=FE[XY] , para todo X € L.

Entonces, combinando el Teorema 37, la Proposicién 40 y la observacion anterior se obtiene fécil-

mente el siguiente teorema

Teorema 41 (Hiperplanos separantes). Sean B y C son dos subconjuntos converos, no vacios y
ajenos de L*°. Entonces, si B es o (L°°, Ll)—compacto yCeso (L°°, Ll)—cermdo, existe un Unico
(P-c.s.) Y € L' tal que

)S(llEIéE [XY] < éIéféE [ZY].
Una de las razones para considerar la topologfa débil en un espacio de Banach, o mds generalmente,
sobre un espacio localmente convexo es que tipicamente mads conjuntos son compactos para la
topologia débil que para la topologia original. Finalmente, tenemos la siguiente caracterizaciéon de

los conjuntos débil* cerrados en L*°.
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Proposicién 42 Un subconjunto convexo C de L™ es débil* cerrado si para cada v > 0
Cr=CN{X eL>:||X| <1}
es cerrado en L.

Demostracién. Ver Lema A.64 en [9]. m

Para finalizar este apéndice, daremos algunos resultados que se ocuparon en la demostracién del

Lema 9 en la Seccién 1. Son tomados de [4], ddndoseles algunas modificaciones.

Definicién 43 Una funcion concava ¢ : L — R se dice que tiene la propiedad de Fatou si

cualquier sucesion acotada (X,),~, C L™ que convege en probabilidad a X € L* cumple que

¢ (X) > limsup o (X,,).

n—oo

Lema 44 Sea ¢ : L>™ — R una funcion céncava, creciente y continua por arriba en el sentido de

la Definicion 7. Entonces ¢ satisface la propiedad de Fatou.

Demostracién. Haremos la demostracion por reduccion al absurdo. Supongamos que existe una

sucesién acotada (Xn)n21 C L>® y X € L* tales que X,, converge en probabilidad a X y

limsup ¢ (X,) > ¢ (X).

n—oo

Entonces existe una subsucesién (an)j21 que converge P-c.s. a X y

limsup ¢ (Xn;) > ¢ (X). (34)

J—00

La sucesién (Yj),, definida por
Y; := sup (an \/X) ,

m2j

decrece P-c.s. a X y por continuidad por arriba

lim ¢ (Y}) = ¢ (X).

Jj—oo
Dado que Y; > X,,, y ¢ es creciente se tiene que

lim ¢ (Y;) > limsup ¢ (an) ,

lo cual contradice a (34) y se llega al resultado. =

Lema 45 Sea ¢ : L — R una funcion céncava que satisface la propiedad de Fatou. Entonces el

conjunto

C:={Xel®[¢(X)=0}

es o (L°°, Ll) -cerrado.
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Demostracién. Es claro que C es convexo. Sea r > 0, y definamos el conjunto
Cr=CN{X e L™ : || X] <r}.

Sean (X,),~; C G,y X € L' tales que X,, — X en L'. Usando que existe una subsucesién
(an)j21 the converge a X P-c.s., es inmediato que || X||,, < r. Ademds, por la propiedad de
Fatou

¢ (X) > limsup ¢ (X,,) > 0.

n—oo

Luego, usando la Proposicién 42 se sigue el resultado. m
El siguiente resultado es consecuencia inmediata de los lemas anteriores:

Proposicién 46 Sea ¢ : L™ — R wuna funcion cdéncava, creciente y continua por arriba en el

sentido de la Definicion 7. Entonces el conjunto
C={XeL”|¢(X)>0}

es o (L°°, Ll) -cerrado.
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