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Capitulo 1

Introduccion

La estadistica espacial se divide en tres campos de aplicacién principales, tra-
bajando con datos en geoestadistica, reticulares y patrones puntuales. Estas
areas de accién son clasificadas de acuerdo al tipo de observaciones encon-
tradas. En general, los modelos estadisticos tratan de hacer sentido a un
conjunto de datos: Diseno, inferencia, y diagndstico son consecuencias na-
turales de la simbiosis de datos-modelo, y juegan un papel importante en

Estadistica para datos espaciales.

Recientemente ha habido un creciente interés en la modelaciéon de datos es-
paciales con interacciones entre puntos, los que incluyen procesos Poisson
espaciales no homogeneos (Baddeley, 2000), modelos reticulares espaciales
(Besag, 1974; Strauss, 1977) y algunos modelos de interaccién pareada (Be-
sag, 1974; Ripley, 1977; Diggle et al., 1994). Para una introduccién general
a la metodologia estadistica para modelos espaciales, véase Ripley (1981),
Diggle (1983), Stoyan et al. (1987), Cressie (1993) y Barndorft-Nielsen et al.
(1999).

La Geoestadistica (Matheron, 1962, 1963a, 1963b) surgi6 a principios de los
60’s como una disciplina hibrida de ingenieria minera, geologia, matematicas
y estadistica. Su fortaleza, mas que las aproximaciones cldsicas de estimacién

en reservas mineras, es que reconoce variabilidad espacial en ambas escalas



(grande y pequena), o en el lenguaje estadistico, modela tendencia espacial y
correlacion espacial. Los métodos de tendencia en superficies (p. ej. Whitten,
1970) incluyen sélo variacién en gran escala, suponiendo errores indepen-
dientes. Uno de los problemas mds importantes en geoestadistica es predecir

el grado del mineral en una seccién minera basado en muestras observadas.

Una reticula de ubicaciones evoca una idea de puntos regularmente espa-
ciados en IR?, conectados a vecinos cercanos, vecinos cercanos de segundo
orden, y asi sucesivamente. En este trabajo de tesis se estudiara este tipo
de datos. El monitoreo remoto desde satélites ofrece una manera eficiente
para la recolecciéon de datos. Por ejemplo, nos ofrece informaciéon para ser
recolectada rdpidamente en patrones de clima, distribucién mineral, y super-
ficie de cultivos sin tener que realizar estudios tradicionales largos y tediosos.
Los satélites giran alrededor de la Tierra y reciben datos en forma de ondas
electromagnéticas reflectantes a un nimero de frecuencias, incluyendo aque-
llas que se encuentran en la parte visible del espectro. Por varios muestreos
y métodos de integracién, la superficie de la Tierra es dividida en pequenos
rectangulos (p. €. 56 m x 56 m) llamados pixeles (elemento pequeno
de fotograffa). Un escenario agricola de interés (alrededor de 34,000 Km?)
tiene ciertas proporciones dedicadas a trigo, maiz, soya y asi sucesivamente,
que necesitan de ser estimados. Estos distintos cultivos tienen sus propias
propiedades de reflectancia y son registrados como una reticula regular en
IR? (despreciando la curvatura de la Tierra) y son identificados con el centro
de sus pixeles respectivos. Los modelos estadisticos para estos datos nece-
sitan expresar el hecho de que observaciones cercanas (en tiempo o espacio)
tienden a ser parecidas. A veces se puede esperar que observaciones cercanas
tiendan a ser distintas. La competencia entre plantas por la luz y nutrientes
del suelo, pueden conducir a plantas grandes saludables rodeadas por plantas
menos resistentes. En contraste a los problemas geoestadisticos, los datos de

problemas de reticulas pueden ser exhaustivos del fenémeno. Ciertamente, el



muestreo es posible; por ejemplo, si suponemos que tenemos disponible sélo

una pequena ventana del conjunto completo de los datos.

Los patrones puntuales surgieron cuando la variable importante a ser ana—
lizada es la ubicacién de "eventos". Frecuentemente, la primer pregunta a
ser contestada es si el patrén estd exhibiendo aleatoriedad espacial completa,
aglomeraciones, o regularidad. Por ejemplo, consideramos las ubicaciones de
pinos en un bosque natural. ;Cuél es el significado biolégico de la aglome-
raciéon de estos darboles? La variable 'didmetro a la altura del pecho’, se
registra junto con la ubicacién del drbol. ;Son grandes (pequenos) los con-
juntos de arboles y cémo interactuan arboles grandes y pequenos? La variable
‘tamano’ es llamada cominmente variable de marca, y el proceso completo

es llamado proceso puntual espacial marcado.

El interés primario de los fisicos es el comportamiento macroscépico de sis-
temas de particulas, usualmente modeladas como pertenecientes a una reticula,
donde cada particula tiene un estado asociado continuo o discreto, el cual es
especificado estocdsticamente a través de una funcién potencial. Las inte-
racciones en la funcién potencial pueden estar localizadas espacialmente y
todavia resultar una correlacién no nula entre los estados de particulas infini-
tamente lejanos. El ejemplo m&s famoso es el modelo Ising de dos estados,

el cual estudiaremos en esta tesis.

Obviamente, en la practica, una simulacion sélo se puede realizar sobre reticu-
las finitas y, en este contexto, no hay una ventaja general en restringir la
atencion a arreglos regulares de sitios. Ademds, para cualquier distribucién
conjunta (o Gibbs), especificada por una funcién potencial finita, ahora es
bien conocido que hay una definicién equivalente a través de caracteristicas
locales del sistema, por lo que se entiende como la distribucién condicional
de la variable aleatoria (estado) en cada sitio, dados los valores de todos los

demsds sitios. Esta especificacién alternativa se denomina campo aleatorio de



Markov y es referido ampliamente en la literatura estadistica como el teo-
rema de Hammersley-Clifford; véase por ejemplo Besag (1974) y, para una
perspectiva histérica, Clifford (1990). El hecho de que no hay métodos di-
rectos usables para simular distribuciones generales multivariadas sugiere la
idea que algoritmos satisfactorios podrian estar basados en las caracteristicas
locales univariadas correspondientes. Por lo tanto, son estos hechos los que
sugieren el uso de algoritmos de Metropolis - Hastings, descritos en el articulo
de Smith y Roberts (1993). En particular, el muestreo Gibbs, el cual actua-
liza sucesivamente cada componente de acuerdo a su caracteristica local
actual, garantiza la convergencia a la distribucién conjunta correspondiente

bajo condiciones generales, escencialmente para los cuales la expansion de
Brook (Besag, 1974) es vélida.

Para realizar inferencia en modelos espaciales (de hecho, para cualquier mo-
delo estadistico), en general se busca hacer estimaciones via méxima verosimi-
litud, pero en nuestro caso los datos espaciales, vienen en arreglos matri-
ciales y uno de los problemas que se encuentra regularmente en la funcién de
verosimilitud, es al considerar la constante de normalizacién. Esta constante
de normalizacién es una integral sobre todas las matrices posibles de datos
espaciales del fenémeno en cuestién. Debido a la funciéon de verosimilitud
intratable, la estimacion por méxima verosimilitud es raramente usada para
modelos espaciales, en su lugar el estimador de méaxima pseudoverosimilitud
para modelos espaciales fue propuesto como una alternativa (Besag, 1977;
Baddeley and Turner, 2000). Sin embargo, el estimador de maxima pseudo
verosimilitud es ineficiente comparado con el estimador de maxima verosimi-
litud.

Uno de los objetivos de esta tesis es realizar una comparacién computacional
entre los métodos de estimacion que existen hasta hoy en estadistica espacial,
y el otro, el hacer notar que cualquier estimacién usada en modelos espaciales

esta sujeta al desarrollo tecnolégico de nuestros tiempos.



En el Capitulo 1 se muestra una forma natural para realizar modelaciones es-
paciales, se enuncian dos teoremas fundamentales que hay que tener en cuenta
al realizar la modelacién. También se presentan dos modelos (uno discreto
y otro continuo), que son los mas usuales en el estudio de datos espaciales,
y los cuales seran utilizados en esta tesis. En el Capitulo 2 se presentan los
métodos de estimacion espacial que serdn estudiados y comparados para los
dos modelos espaciales mencionados en el Capitulo 1. En los Capitulos 3 y
4 se hacen andlisis comparativos basados en simulaciones de los métodos de
estimacién mencionados en el Capitulo 2, para los modelos de Ising y Normal
respectivamente. Finalmente, en el Capitulo 5 ofrecemos las conclusiones de

nuestro trabajo.

Todos los cédlculos fueron realizados en una computadora personal con proce-
sador Core i7. Para los cdlculos y la graficacién se utilizé R. El cédigo esta

disponible escribiendo un correo a erick@cimat.mzx.




Capitulo 2

Modelos Espaciales

Hablando en términos computacionales, los campos de Markov son relativa-
mente nuevos en escenarios matematicos y estadisticos, pero han sido estu-
diados extensamente durante los dltimos 50 anos en fisica estadistica, donde
son conocidos como conjuntos de Gibbs. La distribucién de Gibbs postula
que configuraciones de dtomos (realizaciones) en una reticula ocurren con fre-
cuencia proporcional a exp {kQ (x) /T}, donde k es la constante de Boltzman
y T es la temperatura absoluta. @ (x) describe la energia asociada con con-
figuraciones de x y, comiinmente, es una suma de contribuciones de energfa
de varias interacciones entre los atomos. En el caso binario, los conjuntos
de Gibbs también son conocidos como modelos de Ising. Son importantes en
fisica tedrica porque (para dimensiones mayores de 1) exhiben transiciones
de fase y por lo tanto explican un fenémeno cooperativo global, como la for-
macién de cristales y magnetismo, en términos de reglas locales (estocdsticas)

entre 4tomos individuales.

Los datos pueden ser continuos o discretos, estos pueden ser observaciones
espaciales o puntos en el espacio, sus ubicaciones espaciales pueden ser regu-
lares o irregulares, estas ubicaciones pueden ser de un conjunto espacial con-

tinuo o discreto.

Sea y = (y1,...,yn), donde y; es la observacién en la i-ésima localidad. Una



forma natural de modelacién es mediante la consideraciéon de relaciones condi-

cionales:

P (y2|y17 e Yie1, Yir1s .- 7yn)

Dado un conjunto de probabilidades condicionales, la distribucién conjunta,
P(y), puede obtenerse mediante un teorema de factorizacién (Brook,(1964)).
Teorema de factorizacién: Sea r = (x1,...,z,), otro conjunto de posibles valores para

Yy, entonces:

- P YilYiy - -5 Yi-1,Tit1, Tn
P(g)= P (o) [[ Bttt Tt )

i1 P (@ilyr, - Yie1, Tiga, Tn)

De aqui podemos ver que para especificar la distribucién conjunta P (y) te-

nemos que calcular la constante de normalizacién:

N iUty -5 Yi—1, Tit1, T -
P(@:(Z”'angy’y Y )) ’

yn i1 Zi‘yla e Yie1, Tiga, xn)

la cual representa un problema computacional. Debemos notar que este teo-
rema supone la existencia de la distribucién conjunta y después se da la
factorizacién condicional antes mencionada. En general, si tenemos densi-
dades condicionales, no necesariamente podemos encontrar la conjunta; por

ejemplo, consideremos las siguientes densidades condicionales

fxy(@ly) =yl (0 <z <y ") I(y>0),

frix(yle) =2l (0<y<a)I(z>0),

puede verse que no existe distribucién conjunta con tales distribuciones condi-
cionales (Arnold, Castillo y Sarabia, 1999).



Sin embargo, hay un resultado que toma en consideracién este problema,
y es el teorema de Hammersley-Clifford. Este teorema es esencial para la
construccién de esquemas espaciales vilidos a través del enfoque de proba-
bilidades condicionales. Comenzaremos dando una serie de definiciones y

resultados para enunciar el teorema.

Condicién de Positividad.

Sean {i:i=1,...,n} las ubicaciones en una reticula en las cuales una variable
discreta Z es observada. Definimos ¢ = {z:Pr(z) >0} y ¢; = {2 : Pr(z) >0}, i=
1,...,n, donde z es una observacion de Z y z; es la observacion en la ubicacién i
de Z. Entonces se dice que hay condicién de positividad cuando se satisface ¢ =
¢1 X ---x¢,. Para una variable continua Z, se aplica la misma definicién excepto
que Pr(-) se reemplaza con f(-), que representa las densidades conjunta y

marginal.

Definicién 1. Un sitio k es definido como un vecino del sitio i si la distribucién
condicional de z;, dados los demds valores de los sitios depende funcionalmente

de z;, para k # i. Definimos también

N; ={k : k esun vecino de i} (2.1)

como la vecindad del sitio i.

Definicién 2. Una clique es definida como el conjunto de los sitios que consiste

de un sitio o sitios que son vecinos unos de otros.

Definicién 3. Cualquier medida de probabilidad cuyas distribuciones condi-
cionales definen una estructura de vecindad {N;:i=1,...,n} a través de (1.1)

se define como un campo de Markov aleatorio.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que el cero puede ocurrir en cada

sitio; esto es, 0 € Q. Definimos

Q(z) =log{Pr(z)/Pr(0)}, z € (2.2)

10



Entonces, conocer Q (-) es equivalente a conocer Pr(-), porque

Pr(z) = exp(Q (2)) /Z exp (Q (y))

yeN

en el caso discreto. Una funcién andloga Q en el caso continuo puede ser
definida remplazando Pr(:) por f(-) y > por [. De aqui en adelante, nos

referiremos a @ como la funcién potencial.

Proposicién 1. La funcién potencial Q satisface las siguientes dos propiedades:

Pr(z;/{z; : j #1i Pr(z
L gt 200 = B — exp (Q (2) - Q (%),

donde 0; denota el evento z; =0y 2z = (21, ..., 2i-1,0, Zit1, - Zn) -

2. @ puede ser expandida de manera tinica en © como

Q)= X 2Gi(z)+ >0 zi2Gij (2i,25) + 323> zizjanGign (2, 255 21) + -

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

+z1 020G (210 20), 2 € Q.
(2.3)
donde G;; es una funcién que nos d4 la relacién entre las observaciones

de las ubicaciones i, j.

Recordemos que Pr(z) (o f(2)) es proporcional a exp (Q (2)). Cémo la verosimi-
litud es Pr(z), expresada como una funciéon de los pardametros del proceso
aleatorio, es claro que es importante encontrar la constante de proporcionali-
dad (forma cerrada) como una funcién de estos pardmetros. Esto no siempre
es posible. Sin embargo, hay un resultado muy fuerte disponible con respecto

a la forma que debe tomar la funcién Q :

Teorema (Hammersley - Clifford) (Hammersley y Clifford, 1971) Supongamos
que Z se distribuye de acuerdo a un campo aleatorio de Markov en Q que sa-
tisface la condicion de positividad. Entonces, la funcion potencial Q(-) dada

por (1.3) debe satisfacer la propiedad

11



st los sitios i, j,...,s no forman una clique, entonces Gj;... ()= 0,

donde los cliques estan definidos por la estructura de vecindad {N;:i=1,...,n}.

La prueba de este resultado se encuentra en el trabajo realizado por Besag
(1974), que bésicamente considera la expresién Q (z) — Q (z,), la desarrolla de
acuerdo a sus definiciones correspondientes a (1.3), y supone que un sitio no es

vecino del sitio 1; a base de desarrollo algebrdico se llega al resultado deseado.

2.1 Un Modelo Espacial para datos discretos

El modelo de Ising fue uno de los primeros en aparecer, es un modelo fisico
propuesto para estudiar el comportamiento de materiales ferromagnéticos.
Se trata de un modelo paradigmético de la Mecdnica Estadistica pues es un
modelo matemadtico que incorpora transiciones de fase las cuales son obser-

vables en el mundo fisico.

El modelo clasico de Ising esta definido por la distribucién conjunta dada por

f(x;8) = exp [-Q (x;8) — log {C (B)}]
donde Q (X;8) = —pV (x) ¥

n—1 n n—1

n
E g xklxk+1l+g E IMSUMH-FE Tr1Thn

k=1 l=1 k=1 =1
3 representa el grado de interaccién entre las Varlables y V (x) representa la

estructura de vecinos la cual, en este caso, corresponde a una configuracién
de primer orden. El modelo de Ising tiene distribuciones condicionales de
acuerdo a un modelo autologistico homogéneo de primer orden en una reticula

regular contable y se reducen a expresiones de la forma (ANEXO B)

Pr (i) =T o) 2.4)

12



donde

9=+ Yy (Tim1j+ D) +v1 (o1 + Tijgn) s

i=1,...,ny j=1,..,m donde las 2’s toman los valores 0 y 1. En este caso V;

representa la estructura de vecinos cercanos a la observacion z; ;.

Es decir, hay nm particulas colocadas en una matriz rectangular. Cada
particula puede apuntar sélo en dos sentidos, arriba o abajo. Cada una
de esas orientaciones se llama espin de la particula. El sentido del espin
queda determinado mediante la interaccién de la particula con sus vecinas y
por fluctuaciones térmicas. El modelo fue presentado originalmente por Ising
(1925) bajo la suposicién adicional de que v, = 7,. Pickard (1987) muestra
que, para v, = v, = v, existen valores criticos de v, por debajo de los cuales la
correlacion de los vecinos mas cercanos es cero, pero arriba de ellos el proceso

presenta dependencia de largo rango.

2.2 Un Modelo Espacial para datos continuos

Por mucho, la clase méas usada de modelos de campos aleatorios de Markov
para datos continuos es la clase de modelos auto-normales. Para datos nor-
males la densidad condicional de z;; dado Vi, (los vecinos de z;; ), puede

escribirse como

—-1/2 2
fxilVig) = (2n73;) " exp [—{a; — 0 (Viy)} /27]
donde 0 (V;;) y 77, son la media y varianza de z;; condicionadas a sus vecinos,

coni=1,...,n,j=1,..m. Bajo la condicién de regularidad de "dependencia

pareada" entre sitios se tiene que

6(Vi;) = i+ Z ¢ ik, D) (g — 1), i=1,...,n,5=1,..,m,
k,li,j

13



donde ¢; ;(k, )77, = ca(i, )73, ¢i(i,7) = 0,y ¢ij(n,m) = 0 a menos que haya de-
pendencia pareada entre los sitios (i, j) y (n,m). De acuerdo a estos resultados,

la distribucién condicional estd dada por

XiglVi~N (lj’i,j + Z Cij (b, D) (kg — fy), T?,j)

kol
Como una consequencia directa del teorema de factorizacién, se muestra en
ANEXO A que

X ~N(p,(I-C)"' M), (2.5)
donde C es una matriz nm x nm cuyo (i, j) — ésimo elemento es c¢; ;, ¢; ;72 = ¢;;72,

J
Y ¢ =0; M =diag (13, ....,72,,) . ¥ 1 = E (Xi) -

o Inm

En este capitulo vimos la forma condicional de modelar datos espaciales,
asf como los principales resultados en estadistica espacial que se tendran en

cuenta para el estudio de nuestros dos modelos espaciales antes mencionados.
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Capitulo 3

Estimacion de Parametros para

Modelos en Latices

Por razones tedricas y computacionales, el método de méxima verosimili-
tud (MV) para estimaciéon de pardmetros de un modelo reticular ya no es
automaticamente el método de eleccién. Cuando la independiencia estadis-
tica de observaciones no esté garantizada, la logverosimilitud negativa ya no
puede ser escrita como una suma de variables aleatorias independientes. En
este caso se necesita una forma mds general del teorema del limite central
(asumiendo dependiencia entre variables), para obtener propiedades asintéti-
cas del estimador de MV. Mds atin, no es obvio en estas situaciones maés

generales cémo obtener un méaximo global en la superficie de verosimilitud.

Cuando los datos son indexados por el tiempo, hay un nimero de resulta-
dos disponibles que establecen consistencia, Gaussianidad asintética, y efi-
ciencia del estimador MV: Roussas (1972), Bhat (1974), Basawa y Prakasa
Rao (1980, secciones 2.2, 2.3, 2.4), Hall y Heyde (1980), Heijmans y Mag-
nus (1986a), Moore (1987), y las referencias en ellos, proveen una muestra
de resultados disponibles para la estimacién MV de pardmetros de procesos

aleatorios temporales.

En lo que va a seguir, se presentan varios criterios para estimacién de paré-

15



metros de un modelo reticular. Maéxima verosimilitud sigue siendo el mads
popular, aunque a menudo es dificil de probar Gaussianidad asintética y
eficiencia asintética en el contexto espacial. Se realizardn las estimaciones
de los parametros por tres métodos propuestos en la literatura: Mdxima
verosimilitud via MCMC (Gu y Zhu; 2001), Estimacién via ABC (Approxi-
mate Bayesian Computation) (Marjoram et al., 2003) y estimacién por m&xi-
ma verosimilitud aproximada (Trabajo de C. Geyer en Barndorff-Nielsen;
1999, pp 79-140).

Supongamos que tenemos un patrén de puntos X = {z; € A:i=1,...,n} en
una region A € R?, donde R? es un espacio Euclidiano d - dimensional. Por

modelo espacial queremos decir un modelo estadistico para X con densidad

f(x]0) = exp [-Q (x;0) — log {C (0)}]
donde ¢ es un vector de pardmetros p - dimensional, la funcién potencial @ (-;-)

exhibe la interaccion entre componentes de X y la constante de normalizacién

€s

C)= | exp{-Qu0)}uldy)

donde u (dy) es la delta de Dirac §, (dy) o dy, en funcién de si y toma valores
discretos o continuos. Entonces la funcién de log-verosimilitud de ¢ para la

observaciéon X = x, €s

1(0;%0) =log { f (#[0)} = —@Q (x0;0) — log {C (0)}. (3.1)
Por simplicidad de notacién, omitiremos x, en [(;xy) y Q (x¢;0). Debido a
la dificultad para calcular la constante de normalizacién, el estimador de
médxima verosimilitud (EMV), es a menudo numéricamente imposible. Sin
embargo, para los modelos especificos estudiados en esta tesis, si existen
expresiones cerradas para el cdlculo del estimador de méaxima verosimilitud,

en cada modelo se dard la estimacion especifica.

16



Besag (1975) propuso el estimador de mdxima pseudo-verosimilitud (EMPV)

el cual maximiza la pseudo-verosimilitud,

L, (6;%0) = er (il {w; = j #1})

como el producto directo de probabilidades condicionales (o densidades) de

cada variable sobre el resto de las variables, o su logaritmo

lp (6;%0) :=log Ly (8;%0) = Zlogfe (wil{z; - 5 #14}).

El estimador de maxima pseudo-verosimilitud (EMPV) para modelos espa-
ciales fué propuesto como una alternativa al EMV debido a la intratabili-
dad anterior. Besag (1986) y otros han sostenido que el EMPV puede ser
mads apropiado que el EMV para algunos propdsitos préacticos, debido a la
simplicidad inherente de la pseudo-verosimilitud. Ha sido matematicamente
demostrado que el EMPYV es fuertemente consistente y distribuido asintéti-
camente normal alrededor del verdadero valor del pardametro para muestras
grandes, aunque, por otro lado, también se ha mostrado que en muchas situa-
ciones el EMPV no es eficiente en comparaciéon con el EMV. Ver Jensen y
Mogller (1991); Comets (1992); Jensen y Kiinsch (1994); Goulad, Sarkké, y
Grabarnik (1996); entre otros. El estudio realizado por Mase (1995) provee
evidencia tedrica y experimental con respecto a las propiedades del EMPV
en varios casos. Geyer (1991) provee algunos resultados de simulacién de un

modelo Ising.

3.1 Maxima verosimilitud via MCMC

Puesto que el objetivo es calcular el valor de 6 tal que maximize (2.1), para una
funcién suave [ (9), el método iterativo de Newton-Raphson para encontrar el

valor maximo de la funcién, empezando en un 6, es

17



O = 01, — [V (0)] " [VI(0)]

donde I es la funcién de log-verosimilitud y

Vi) = —VQ(0)—V[log{C(0)}]
VEL(O) = —VPQ(0) — V* [log {C (0)}]

Note que las expresiones anteriores no son computables por la presencia de
C () ; sin embargo, usando las identidades Ey[VI(6;X)] = 0y Ep [V*(6;X)] =
—E, [V1(0;X)®?] , donde E, denota la esperanza con respecto a la densidad de

X, podemos mostrar que

Viog{C(0)}] = —Ep[VQ(X;0)]
Viog {C(0)}] = —E4 [V’Q(X;0)] + Ep [VQ(X;0)” — {E, [VQ (X;0)]}*",

donde, para un vector a, a®® = aa’”. En las expresiones anteriores los lados
izquierdos (que se necesitan para el Newton-Raphson) dependen de C(0),
pero podemos aproximar los lados derechos usando simulacién. Suponga que
podemos simular realizaciones del latice X, entonces las esperanzas anteriores
por propiedades ergédicas, pueden ser aproximadas mediante los promedios

correspondientes.

Primero introducimos dos pasos bésicos en la aproximacion estocdstica. Ten-
gamos en mente que es un procedimiento ciclico y que 6, es el estimador
actual de 9, hy, es el estimador actual de E; [VQ (X;@)] y T'x es el estimador

actual de

[0 (x8)] [ (x3)]

en cada ciclo.
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También asumimos que, para cada 6, hay una densidad de probabilidad de
transicién de Markov Il (-, -) tal que la cadena regida por esta probabilidad
de transicién es aperiédica e irreducible con distribucién estacionaria f (x|6).
Paso 1: a la k — ésima iteraciéon, ponemos X,y = X;_1.,. Para i =1,...,m, gene-
ramos X;,; de la densidad de probabilidad de transicion Iy (X, 1, ).

Paso 2: actualizamos 6,_; a 0;, h,_; a hy, y I'h-1 a I'y por

h, = H(ekfl;Xk)a

Ty = 1(0p-1;Xy),

Or = Op1+ {Tho1 — hgzl}_l {=VQOr-1) + H (6s-1;X1)} ,
donde X; = (Xi1,. .., Xim)

— 1
H (Hk_l;Xk) = — VQ (Xk,i;ek—l)
m

i=1

1 « 1 «
I (015 X5) = - > VPQ (Xpisthot) + — D AVQ (X iir—1)}*.
=1 =1

Este método, con algunas modificaciones, fué propuesto por Gu y Zhu en
2001.

3.2 Estimacion via ABC

Uno de los problemas basicos de la estadistica bayesiana es el cédlculo de las
distribuciones posteriores. En este caso tenemos datos X generados de un
modelo M determinados por los parametros § y la densidad apriori denotada

por « (0) . La distribucién posterior de interés es f (¢|X), la cual estd dada por

FOIX) = L(X|0)m(0)/C(0)

donde C (0) = [ L(X|0)w (0)do es la constante normalizante.
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En particular tenemos el caso en el cual la verosimilitud L (X |0) no puede
ser calculada explicitamente, en este caso se utiliza un algoritmo de MCMC

basado en los siguientes pasos:

1. Estar en ¢ y proponer cambiar a ¢’ de acuerdo a un kernel de transicién
q(0—0").

2. Generar X’ usando el modelo M con pardametros ¢'.

3. Sip(S, 9') < e, seguir al paso 4, de otro modo permanecer con 6 y regresar
a 1, donde S = (54,...,5,) es un conjunto de estadisticas suficientes para

0 y p una métrica apropiada.

4. Calcular

— N — i m(0)q (0" —0)
h="h(0, 6’)—m1n<1, 7r(9)q(9—>9')>

5. Aceptar ¢ con probabilidad h, de otra forma quedarse con @, después

regresar al paso 1.

Para nuestro caso, usaremos el siguiente procedimiento consecuencia del an-

terior, cuando consideramos a = () = 1. Esto es,

1. Consideramos nuestra matriz de datos de observaciones x, de la cual

tenemos un estadistico suficiente S, = S (x).

2. Proponemos varios pardmetros 6V, 9@ .. 9
3. De los estimadores antes dados, calculamos 5; = 5 (xV) , 5, = 5 (x?),..., 5, =
S (x™).

4. Y por ultimo, aceptamos los pardmetros que cumplan con la condicion

d (Sy, S;) < e, para un ¢ > 0 dado.

Tomamos el estimador del pardmetro como la mediana de los pardmetros

aceptados. Este enfoque estd basado en el trabajo de Marjoram et al. (2003).
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3.3 Maxima Verosimilitud Aproximada

Como hemos comentado uno de los problemas que se presentan en la esti-
macién de modelos en estadistica espacial es que la constante de normali-
zacion es dificil de calcular computacionalmente; para evitar el cédlculo de
esta constante en el trabajo de C. Geyer (Barndorff-Nielsen et al.(1999)), se
presenta un método para aproximar la verosimilitud. Consideremos la log-
verosimilitud para una observacion dada por (2.1). Resulta mas conveniente
usar la razén de log-verosimilitud contra un punto fijo ¢ € ©

C(0)

— log ——

z(e):zlogEZE§2; % CY)

donde by (x) = exp[-Q (x;0)]. El primer término involucra las densidades no-

normalizadas y se conoce en forma cerrada, el segundo involucra la funcién
normalizante, la cual no se conoce. Pero, si by(z) = 0 cuando b, (z) = 0,

entonces

ot~ i /e

- TRt

- [
N

Esto permite el cdlculo de la log-verosimilitud por MCMC. Sean X;,X,,...

simulaciones de P;. Entonces

[(0) =log sj; <()>(<([)))) —log (Ew ZZ ((i((i) (3.2)

es aproximado por




Maximizando esta tultima expresién tenemos una aproximacion de Monte

Carlo 6, al EMV 4, el cual maximiza (2.2).

Los tres métodos antes mencionados para estimacion de pardametros en mo-
delos espaciales son los que se estudiardn en este trabajo. En particular, el
método de méxima verosimilitud para los dos modelos que se trabajaran es

implementable en forma cerrada.

3.4 Un Método Bayesiano para Estimacion Espacial

Recordemos que nuestro trabajo estd enfocado en estimaciones donde se con-
sidera la funcién de verosimilitud, ain cuando hay métodos que evitan el
uso de esta funcién. Sin embargo, hay métodos bayesianos que estudian las
estimaciones espaciales y sus complicaciones como el que mencionaremos a
continuacion.

Comenzaremos recordando el algoritmo de Metropolis-Hastings para generar
observaciones de una variable aleatoria X utilizando las salidas de una cadena
de Markov.

1. Generar y, ~ q(y|2!) donde ¢(-) es una distribucién instrumental.

2. Tomar

4+1_ ) W con probabilidad p (2t y)

t

2! con probabilidad 1 — p (2, y;)

donde

plz,y) = min{M 1}

3. Repetir los pasos 1y 2, n veces.
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En nuestro caso consideraremos la siguiente distribucién condicional,

n(ylo) = 20

y una distribucién apriori para 6, = (9), donde, ¢ (-) es una funcién que involu-

cra la funcién potencial mencionada anteriormente y Z, es la constante de
normalizacion.

La distribucién posterior estd dada por

m(Oly) o< (0) 7(ylo)
Si queremos muestrear de la posterior usando Metropolis-Hastings entonces

tenemos que calcular

o n@ly) a@l) _7@) o) a010)/f W)
T (0ly) ¢@'10) 70 7(yl6) a(@10)/f W)
_w(0) ar () q(016) /2y
(0) aly) a(0'10)/Z
) a(010) 7,

o ( ’(y) . —r (0
=70 wly @) zg 710

Un esquema estandar para simular de la posterior presenta los mismos pro—

blemas que méaxima verosimilitud, esto es, las constantes de normalizacién no
pueden evitarse en forma fécil. Sin embargo, Mgller et al. (2006) propusieron
una forma en la que se elige una distribucién instrumental y una variable
auxiliar adecuadamente, con las cuales nuestro cociente para el Metropolis-
Hastings, queda como (ANEXO C)

fe,y) 7)) qp(y) a(@10,2") go(2)
flalfy) ©0) a(y) q@0,2) qy(z)’
es importante notar que esta expresién ya no depende de las constantes de

normalizacién Zy ni Z,.

Entonces, Metropolis-Hastings acepta (¢',2") con probabilidad

min {r, 1},
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y si se rechaza (#',2') entonces nos quedamos en (9, ) y el algoritmo sigue.
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Capitulo 4

Modelo Ising

Pickard (1987) di6 una descripcién detallada del modelo de Ising. En nuestro
estudio de simulacién, el modelo de Ising estd definido en un conjunto de
reticulas cuadradas M x M en el plano: {X;;:i,j=1,.., M} con M = 64. Asumi-
mos fronteras periddicas para la reticula cuadrada, equivalente a un toro; esto
es, Xo; = Xurj, X1y = X1y, Xio = Xiar, ¥ Xims1 = Xi1 para toda i y j. Las
condiciones anteriores se asumieron para todos los métodos de estimacion,
con excepcién para el de MV, ya que en éste se considerardn condiciones de
frontera de forma cilindrica en lugar de la del toro. Para simular el proceso,

usamos el muestreador de Gibbs.

4.1 Maxima verosimilitud

En este caso estudiaremos el método propuesto por Pettitt & Friel (2003),
para calcular la constante de normalizaciéon para el modelo, en el cual con-
sideraremos el modelo en forma cilindrica, matrices de dimensién n x n, y la

siguiente distribucién autologistica sin normalizar,

q (x]8) = exp {8 [V} (x) + V. (X)]},

con

25



n—1 n n n—1

Vi(x) = Z Z TkiTk+1,0 + Z Z Tkl Tk, 141

k=1 1=1 k=1 1=1

n
Vo(x) = Y ouiia.
k=1

El primer término de V; (x) es la suma del producto de los vecinos cercanos
dentro de las columnas, mientras que el segundo término es la suma andloga
dentro de los renglones y V. (x) denota la suma de los productos de vecinos

entre la primer y la iltima columna (arreglo cilindrico).

Sea x = {z;;;i = 1,...,m;j = 1,...,n} un arreglo K-valuado con z;; tomando K
valores discretos denotados por B = {b;,bs, ...,bx}. Definimos un m-vector por
Xj = Tijy s Tmjs J = 1,.,n. Sea A = {ay,...,ay} €l conjunto de todos los valores
posibles de z; con N = K™. Definimos z, igual a z,,, imponiendo la condicién de
cilindro. Pettitt & Friel (2003), proponen el siguiente teorema para calcular

la constante de normalizacion.

Teorema Supongamos que la distribucion sin normalizar q (x|3) satisface una

factorizacion

n

q (X‘ﬂ) = Hh(xjaxjfl) )

j=1
para una funcion real positiva dada h(-,-) definida en el conjunto A x A. En-
tonces la constante de mormalizacion para q(x|3) estd dada por tr (Q") donde

Q es una matriz N x N con su k-ésimo renglon (Qi, ..., Qry) defintdo por

{h(x1 =ay;x0 = ax) ; h (x1 = ag;xg = ag) , ..., h (r1 = an; o = ax)}
para k=1,...,N.

Para estudiar este resultado, simulamos una matriz 10 x 10 con un burning de
5000 y con 3 = 0.3. La eleccién del valor de este pardmetro se discutird al final

de la seccién. En la Figura 1 se muestran tres gréficas, todas muestran los
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resultados de cada iteraccién del burning; la primera muestra las medias de
cada matriz simulada en cada ciclo; la segunda muestra las correlaciones que
hay en los datos de cada matriz y la tercera (ultimo renglén) nos muestra
las medias acumuladas en cada iteracién del procedimiento; como se puede
observar, las dos primeras graficas no nos dicen mucho de la estabilidad de
las matrices simuladas, pero la tultima nos muestra que desde la iteracién

nimero 1000 se ha llegado a una matriz simulada estable.

Gréficas de Diagnéstico de Convergencia, {(p=03)
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Grafica de medias (acumuladas)

Figura 1

Una vez que hemos decidido que el muestreador de Gibbs ha llegado a una
region estable nos quedamos con una realizacién de la matriz de datos. Para
estos datos estimamos el valor de 3 usando MV, aprovechando que en este caso
tenemos la constante de normalizacién, es importante notar que el método de

Pettitt y Friel es implementable solamente para latices de dimensién pequena.
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Verosimilitud, datos generados con =0.3

&

15e-26 2.0e-26

1.0e-26
|

0.0e+00 5.0e-27

00 01 02 03 04 05 06

Figura 2

En la Figura 2 la linea azul corresponde a la estimacion via Pseudo-verosimilitud

(B =0.2821) y la roja a la estimacién por Mdxima Verosimilitud (3 = 0.2961).

4.2 Maxima verosimilitud via MCMC

De ahora en adelante consideraremos el modelo:

9= (@icrj + Tivry) + (i + Tij)], (4.1)

para la expresion (1.4). El estadistico que cuenta los puntos vecinos en la

reticula se define como

V=V(X)=> 2.

donde nn significa que la sumatoria es sobre todos los pares =z;;y z,, tales

que los dos puntos son vecinos mas cercanos. La diferencia de este modelo
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al modelo utilizado para la estimaciéon méxima verosimilitud, es que en este
caso tomaremos los datos en forma de toro y la dimensiéon de nuestra matriz
de datos puede ser mayor a la anterior. La funcién potencial es Q (X;0) =
-0V (X) y el factor normalizante es obtenido sumando sobre todas las posibles

configuraciones en X,

C(0) =Y exp {6V (X))

Para comparar los algoritmos propuestos en el capitulo 2 para la estimacién
espacial, simulamos un conjunto de datos de 64 x 64 donde z;; = —1,1 con i,j =
1,...,64 y con un sélo pardmetro de asociacién entre vecinos v = 0.3 entonces
nuestro modelo se verd como (3.1). Los datos fueron simulados via Gibbs
sampling. Cada sitio (i,j) fué seleccionado en orden lexicografico. El estado
inicial del proceso fué tomado aleatoriamente tal que z;; es independiente Vi, j
con valores +1 con probabilidad igual. El algoritmo de Gibbs fue repetido al

menos 300 x 642 veces (300 pasos Monte Carlo). Entonces,

My (0) = <—Zi 4%53936 o ) / T

n=1
fué utilizada (promedio acumulado) para asegurar la convergencia Metropolis,
donde T > 300 . La Figura 3 muestra las graficas de las medias, correlaciones

y medias acumuladas de las matrices en cada iteracion,
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Graficas de Diagnodstico de Convergencia, (p=03)
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Figura 3

Para obtener el estimador de méxima verosimilitud via MCMC y proceder
con el método de Newton Raphson, se dié como punto inicial del pardmetro
el estimador de maxima pseudo-verosimilitud; para esta estimacién se con-

sideran la probabilidades condicionales, esto es

Zi |V~ Ber(p)

donde,

__exp(g)
1+ exp(g)’

con

g=v[(@ic1j + Tiv1 )+ (21 + i) -

Luego la funcién de pseudo-verosimilitud a maximizar es
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H H [exp (v xz 1+ Tig1j) + (@i 5o + 2 500)])]
i L e (V@i + i) + (@0 + 7))

0 maximizar

64 64

DY (@ig) (7 [(@icry + i1 g) + (@igo + Ti41)])

i=1 j=1

=D > log [l +exp (7 [(Tim1y + Tirrg) + (Tig1 + Tiga1)])]

i=1 j=1

y el estimador de médxima pseudo-verosimilitud fué 7 = 0.2836. En la Figura 4

se muestra la funciéon de pseudoverosimilitud y el estimador.

Fseudoverosimilitud, datos generados con =032
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Figura 4

En el trabajo realizado por Gu y Zhu (2001), estudian el método por MCMC
junto con el algoritmo de Newton-Raphson para el estimador deseado, ademés
comparan su método con el estimador de MPV. En este mismo trabajo, se

tiene como resultado que su método es apropiado cuando se tiene un buen
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punto de inicio, ya que sin éste el algoritmo es muy lento; en nuestro caso los

estimadores de ¢ para cada iteraciéon estardn dados por la expresion,

{30, VQ (Xeiith 1) — VQ (6r1)}

ek - Qk—l - 1 m D) 1 m 2
LS AVQ Xyisbi—1)} — [2 30, VQ (X ii0k-1)]

donde

VQ (ek—l) = V(X) :in,jxu,v
VQ Xpite1) = > aial,

y X €s una matriz de datos simulados con el pardmetro 6, ; parai=1,2,...,m,
tomando a m = 1100 y como punto inicial el estimador de MPV; después de 200
iteraciones y 5 horas con 45 minutos, llegamos al estimador 7,,, = 0.2882. En
la siguiente figura mostramos las medias acumuladas de los 200 estimadores
en cada iteracion; como se puede ver el estimador por este método se acerca

al valor real del pardmetro (Figura 5).

Estimaciones por MCMC
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Grafica de medias (acurmuladas)

Figura 5
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4.3 Estimacion via ABC

En el trabajo de Marjoram (2003) se estudian distintos algoritmos basados
en MCMC para la estimacién de pardametros, sin embargo, no se realizan
comparaciones donde intervengan aproximaciones a la verosimilitud.

En el trabajo de Pickard (1987) se trabaja la interaccién entre vecinos cer-

canos para reticulas y puede ser descrita por el pardmetro

S=N"! Z corr (z;, ;)

nn

donde N es el nimero de pares de vecinos cercanos en la reticula.

De acuerdo al procedimiento descrito en la seccién 2.2, tomamos al operador
p(S,S") como la distancia entre las dos correlaciones S y S’; donde S’ es la
estadistica suficiente para la matriz de datos simulada X’ usando el pardmetro
propuesto ¢, y tomamos como la distancia minima aceptable ¢ = 0.1.

De igual manera tomamos como punto fijo el EMPV 75 = 0.2836. En este caso
s6lo se aceptaron 450 de 1000 pardmetros en el algoritmo, con una duracién
de 2 horas con 22 minutos, dando como resultado 7, = 0.2567 y el estimador
por medias acumuladas es 7,,., = 0.2778. En la siguiente figura mostramos las

medias acumuladas de los 450 estimadores en cada iteracion.

33



Estimaciones por MCMC sin verosimilitudes
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Figura 6

El método ABC tal y como lo hemos implementado intenta aproximar la

media de la distribucién posterior partiendo de una apriori uniforme.

4.4 Maxima Verosimilitud Aproximada

El método de C. Geyer (1999) aproxima a la log-verosimilitud mediante

by (Xo) 1 <~ bp (X)
[, (0) =1 —1 —
O)=logg ) ~ 18 (n 25, <Xi>>
donde by (x) = exp [-Q (x;0)] . Para el modelo Ising tenemos que Q (x;6) = -0V (X),

y en este caso la funcién a maximizar estd dada por la siguiente expresién

L (0) = 0V (X) — log {% exp (0 — 0,V (Xi)]}
donde V (X) es la suma de vecinos de la reticula, 6; es un punto fijo y V (X))

es la suma de vecinos de la reticula simulada con 6;. En este caso, realizamos

esta optimizacién en forma recursiva; tomando n = 1500 y el punto fijo de

34



inicio el EMPV. Con 200 iteraciones duré 9 horas con 10 minutos y tenemos

el siguiente resultado

0 EIES 0 EIEE

U.Z‘Bd

T T T T T
] a0 100 150 200

Grafica de medias (acumuladas)

Figura 7

el método de bisqueda empleado, arroja un maximo en 7,, = 0.2883 y el
estimador por medias acumuladas es 7,,., = 0.2886.

Para este modelo Ising en particular, hay transiciones de fase cerca de v = +.44
(Pickard 1987), entonces el valor del pardmetro v = 0.3 representa una in-
teraccion fuerte. En el trabajo realizado por Huang y Ogata (1999) estu-
dian la variabilidad de los estimadores de méaxima verosimilitud, maxima
pseudoverosimilitud y méxima verosimilitud aproximada; ésta tltima es sim-
plemente la que realizamos en el presente trabajo la cual nombramos como
maxima verosimilitud via MCMC. En ese mismo trabajo (Huang, Ogata;1999),
trabajan con matrices de datos simulados con valores del parametro v =
1,.2,.3, v .4 de dimensién 64 x 64, y se observa que para los valores .3 y .4
del pardmetro, los estimadores de méxima verosimilitud aproximada tienen
menos variabilidad que los de maxima pseudoverosimilitud. Esta es una de

las razones por las cuales trabajamos con v = 0.3, en nuestra tesis.
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Capitulo 5

Modelo Normal

5.1 Maxima verosimilitud

En lo que sigue se supondra la homoscedasticidad de los datos, esto es con-

siderando M = 2] en

X ~N(p,(I-C)"' M),

ademads consideramos p = X3, el cual modela la variacién de los datos a
gran escala con un nimero pequeno de pardmetros que aparecen como com-
binaciones lineales de variables X independientes (FEstas variables pueden ser
funciones de la localizacién espacial).

De la expresiéon anterior y las suposiciones anteriores, la log-verosimilitud

negativa resulta

L(B,7*,C) = (n/2)log (2r7?) — (1/2)log (|1 — C|) (5.1)
+(1/2)(x = XB) (I - C) (x - XB) /7*

donde I — C es una matriz simétrica y positiva definida. Esto puede ser

minimizado en etapas: Para I — C fijo,
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= X'(I-0)X)'X'"(I-0)x, (4.2)
= (X—XB)/(I— C) (x—XB) /n

son los estimadores MV de 8y 2. Sustituyendo en (4.1), el EMV de C puede

ser obtenido minimizando la log-verosimilitud perfil negativa,

L*(C) = (n/2)log(2m+1) = (1/2)log (|1 - C) (4.3)
+(n/2)log[x' (I -C){I-X(X'"(I-C)X)"'X'(I-0)}x],

con respecto a las incégnitas ¢;;s.
Como estamos considerando el modelo auto-normal de media cero y la ho-

moscedasticidad de los datos entonces,

0(Viy) = > cijlk,Da,
k,l#i,j
var (Vi;) = 7%,
donde cada renglén de la matriz C tiene la mayor parte de las entradas ceros
excepto por las entradas ¢;;, que corresponden a los vecinos. Luego de (4.2)

tenemos que,

3

=
I
M 3

xi; /nm =T, (4.4)

1 1

1)/ (I - C) (x—71) fnm ,

[
Il

=
7 (x—

HI

donde 1 =(1,...1)". Se puede mostrar (Moran, 1973a; Besag and Moran, 1975)

que C tiene eigenvalores
{ZZCW»COS (wpiJrnqj) p=1,...,n; q= 1,...,m},
i
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donde w, =2mp/n,p=1,...,n, yn,=2mq/m,q=1,...,m. Entonces,

I-C|= HH{1—ZZCUCOS wpz+nqg)}

p=1g¢=1

Definimos

n—hi m—hso

C (hlvhg) = Z Z Tij — $z+h1 Jthe T )/nm ’

hy = 0,1,..., —1, hy=0,1,...,m—1,

el cual es el covariograma empirico. Entonces, de (4.4)

P =C0,0)->) ¢,C
i ]

porque C (—hy, —hy) = C (hy hy). Sustituyendo esto en (4.1) tenemos la log-

verosimilitud perfil negativa

(nm /2) (log (27) + 1) + (nm /2) log {6(0, 0) — Z Z ¢;.;C (i, j)}

—(1/2) ZZlog{l—ZZc”COS wpz+nqj)}

i=1 j=1

la cual debe ser minimizada con respecto a las incégnitas ¢;s.

5.2 Maxima verosimilitud via MCMC

En el estudio de simulacién, consideramos el siguiente modelo autonormal
(Besag 1974)

C_l(ﬁ,a)xexp{ 1/271° ZZXU BVZ])}

=1 j=1
en una reticula M x N con M = N = 64, donde V;; es la sumatoria de los vecinos

de primer orden de X;;. En nuestra simulacién, 8 = 0.1, mientras que el valor
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de 72 se fija en 2 sin pérdida de generalidad. En el articulo de Huang y Ogata
(1999) se observé que la estacionariedad del modelo autonormal requiere la
restriccion |3| < 1 /4, valores mayores representan dependencia relativamente
fuerte sobre los vecinos cercanos.

La funcién potencial en este caso es

M N
U(X,B,T) == —1/2 T*QZZXM (Xi,j _BW,j)

i=1 j=1
y para estimar el gradiente y Hessiano de la log-verosimilitud, calculamos las
derivadas de primer y segundo orden de la funcién potencial con respecto a 3
y 7. Nuevamente usamos el Gibbs sampling para generar el proceso. Esto es,
cada sito (i, j) fué seleccionado en orden lexicografico para reemplazar X;; por
BV;;+e;, donde ¢; ; es generado independientemente con distribucién N (0,72).
Empezamos fjando X;; = 0 para todos los sitios (i,j) y después iteramos el
proceso de Gibbs sampling 600 pasos de Monte Carlo para alcanzar el equi-
librio. Para este modelo, el EMPYV es simplemente el estimador de minimos
cuadrados que minimiza Y, ; (z;; — 8V;;)*.

Las siguientes gréficas se obtuvieron durante la simulacion,
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Graficas de Diagnodstico de Convergencia, (p=0.1)
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Figura 8

y el estimador de méxima verosimilitud en este caso es 0.1012, mientras que

el estimador de médxima pseudo-verosimilitud fué 3 = 0.1056.
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Pseudoverosimilitud, datos generados con p=01

-10000  -8000

-1 AIDDD

-1 BIDDD

-EZIDDD

-0.4 0.2 oo 0z 04

Figura 9

En nuestro caso los estimadores de § para cada iteracién estardn dados por

la expresion,

{2 VQ (X0 1) — VQ (01) }

9k == ek—l _— 1 m 3 1 m 2
m Zizl {VQ (Xk,iﬂk—l)} - [5 Zizl VQ (Xk,i;ek—l)]

donde

VQ(Ok1) = V(X)= zijau, /27
VQ (Xp,i0k-1) = Z T3 Ty, /2?2—1

y X s una matriz de datos simulados con los pardametros 6, y 7;_, para
i=1,2,..,m, tomando a m = 1100 y como punto inicial el estimador de MPV:;
teniendo el estimador MPV como punto inicial del método por MCMC, des—
pués de 200 iteraciones llegamos al estimador f,, = 0.1026. La grafica de
las medias acumuladas de los estimadores en cada iteraciéon se muestra a

continuacion.
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Estimaciones por MCMC
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Figura 10

El tiempo de duracién de la computadora para este método fué de 4 horas

37 minutos y 12 segundos.

5.3 Estimacion via ABC

Puesto que la estadistica suficiente que representa la interaccién entre ve-
cinos cercanos mencionada en el trabajo de Pickard (1987) es general para
cualquier reticula; estudiamos este método con las consideraciones de la sec-
cién 3.3. De igual manera tomamos como punto fijo el EMPV 3 = 0.1056. El
algoritmo ABC requiere de la simulacién de las matrices aleatorias, X; para
ello, de igual forma que en la seccién anterior usamos el muestreador de Gibbs
con recorrido secuencial. En este caso sélo se aceptaron 673 pardmetros de
1000 en el algoritmo, con duracién de 1 hora con 40 minutos y dando como
resultado B4 = 0.114. Aunque tomando las medias acumuladas se estabilizan

en 0.1001 aproximadamene, el comportamiento de las medias acumuladas de
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los estimadores se muestra en la siguiente gréfica.

Estimaciones por MCMC sin verosimilitudes
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Grafica de medias (acumuladas)

Figura 11

5.4 Maxima Verosimilitud Aproximada

De igual manera que en la seccién 3.4 la funcién a maximizar estd dada por

la siguiente expresion

() = %) —bg{%exp [(Tﬁ - ) V(XZ->/2] }

i—1

donde V (X) es la suma de vecinos de la reticula, 3, es un punto fijo y V (X))
es la suma de vecinos de la reticula simulada con g, y 77_,. Tomando el mismo
punto fijo de inicio el EMPV. Con 200 iteraciones tenemos el siguiente resul-
tado
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Figura 12

el estimador encontrado es 3 = 0.1029. El tiempo que tomé este procedimiento
fué de 6 horas con 12 minutos.

En el trabajo realizado por Huang y Ogata (1999) estudian la variabilidad
de los estimadores de méxima verosimilitud, méxima pseudoverosimilitud y
maxima verosimilitud aproximada; trabajan con matrices de datos simulados
con valores del pardmetro g = .098,.147,.196, y .245, 0 = 1 de dimensién 64 x 64,
y se observa que para los valores cercanos a .1 del parametro, los estimadores
de méaxima verosimilitud aproximada tienen una variabilidad similar a los de

méxima pseudoverosimilitud.
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Capitulo 6

Conclusiones

Nuestro objeto de estudio en este trabajo se enmarca dentro del drea de
modelacién espacial, la cual comprende tres grandes subdreas: Geoestadis-
tica, patrones puntuales y datos en ldtices, siendo esta tltima subédrea la de
nuestro interés. Estudiamos técnicas de estimacion cuando se tiene la funcién
de verosimilitud espacial. El tener la capacidad de estimar la verosimilitud
espacial tiene el potencial de poder utilizar toda la teoria de verosimilitud,
p. €j., cociente de verosimilitudes para la comparaciéon de modelos, simu-
lacién y prediccién, mientras que técnicas estdndar en geoestadistica, como
Kriging, tienen roles muy especificos como en este caso prediccién. Por otro
lado, ese potencial creemos que todavia esta lejos de ser alcanzable, pues las
técnicas computacionales requieren ser més eficientes para que sean practi-
cas. Se mostré que realizar una estimacion en un modelo espacial de un sélo
parametro y para matrices relativamente pequenas es complicado hablando

en términos de tiempo que se toma cada método computacional.

Particularizando a los modelos estudiados en este trabajo observamos que
el método de Méxima Verosimilitud Aproximada para ambos modelos (Ising
y Normal) es el que se tomaba mas tiempo en realizar los cdlculos; pero,
hay que notar que éste método sélo se utiliza en la literatura tomando un

punto fijo para aproximar a la expresiéon (2.2), en nuestro trabajo se realizé
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en forma recursiva para propédsitos de exactitud de los estimadores. Esta
mejor precision fue consistente en ambos modelos (Ising y Normal), pues sus
medias acumuladas se acercaban maés al valor real. En este caso se sacrifico

tiempo para la estimacién por esta consistencia.

En general las estimaciones para el modelo de Ising tomaron més tiempo que
las estimaciones del modelo Normal correspondientes; notando que el tamano
de la matriz afecta el tiempo de estimacién, es por eso que en andlisis de
imagenes, donde se estudian matrices de pixeles mayores de 64 x 64, raramente
enfrentan problemas de esimacion y sus problemadticas tipicamente son dife-

rentes, por ej. filtrado de ruido.

Uno de los puntos importantes que se deben notar en este trabajo, es que exis-
ten expresiones para calcular los estimadores de méaxima verosimilitud para
los modelos estudiados, pero que estas estdn sujetas a varias consideraciones
que hacen que los modelos tengan poca flexibilidad a cambios de condiciones

iniciales.

Esto da pie a considerar estudios de modelos discretos donde los datos tengan
mads de dos posibles resultados o un criterio de vecinos cercanos de segundo
orden, es decir, modelos més generales que el modelo Ising estudiado en este
trabajo. También serfa necesario pensar en una simulacién a gran escala
para comparar los métodos de estimacion; al hacer esta simulacion, también
seria necesario migrar a otro lenguaje de programaciéon como C o C++, y
paralelizacién de procesadores. Nuestro trabajo lo realizamos en R, porque
es con el que estamos familiarizados y porque se aprovecharon comandos

propios de R para el estudio y simulacién de datos.
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Part 1

ANEXOS
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6.1 ANEXO A

Modelo Gaussiano

Sin pérdida de generalidad definimos la siguiente densidad condicional para

datos normales

J @il s #0)= (2n72) 7" exp [= (@i = 6)° /277
donde ¢; y 72 son su media y varianza condicional respectivamente. Bajo la

condicién de regularidad de "dependencia pareada" entre sitios

0; = p; + Zci,j(% — 1),
j=i

donde ¢; ;72 = ¢;77, ¢ = 0, y cir = 0 @ menos que haya dependencia pareada
entre los sitios i y k.

Bajo esta especificacién, consideremos la forma de la distribucién conjunta.
Para ello recordemos el teorema de factorizaciéon (Cressie p. 412)

Sean z = (z1,...,2,) V¥ = (y1,...,9,) entonces

f(2) = flzalon,oyzm) [ (21,000 200)
= Gl
" oy )
= R ol ) £ )
Uh
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f(z1, oy Zn—2,Yn-1,Yn)
z = |:| Z’I’L— zZ )"'7277/_ ) JIN
f( ) lf( 1| 1 Y ) f(yn_l‘zl,---,zn—Qayn)

f(2n71|217--‘7zn727yn)
= 0 [ (1,
1f<yn71|217'--72n727yn> ( !

N

vy Zn—2,Yn—1, yn)

-~

O2
= |:|1|:|2f (217 sy Zn—2,Yn—1, yn)

- DlDZf (zn—2|Z17 ce o3 2n=3,Yn—1, yn) f (zla <y Zn—3,Yn—1, yn)

Zn—2|%1y -y 2n—3; Yn—1,Yn
- |:|ll:’2f( 2‘ ! 3 -1, Y )f(zly--'7Zn—3ayn—2ayn—17yn)
f(yn—2|2’1, ce o3 2n=3,Yn—1, ?Jnl
Os
etc.

f(z) = Ohi0g---0O1 - f(21,92,-- -, Yn)

donde

f (Zn_(n_2)|217 Ys, ... >yn)

U,1 =
' f (yn—(n—2)|217 Yz, - 7yn)

finalmente

fy - un) = flalyes o) f (W2 Un)
_ F Wi y2, o, Un)
B f<z1’y2""’y”>f(y1|yz, , Un)
_ f(zilyz, - un)
= \f(y1|y27”"yn)1f(yl,y27 +Yn)

On

Por lo tanto

fz) =002 0,05 f ()

Reescribiendo "en reversa"

- f(Zz"Zl,---,Zi—l,yzdrl,---,yn)
z) = f ()
f( ) Z];[f(yilzl7"'7Zi—17yi+17"'7yn)
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Y ahora, usemos el modelo Gaussiano con la especificacién condicional antes

mencionada (con y = (uy, ..., i) )

f (Zi|2’1, cey Zim 1y M e ,un) = (271'7'?)_1/2 exp [_ (Zz . 002 /27_22}
en este caso tenemos que

n i—1
0; = p; + Z cij(zp = py) = pi + D ciglz — 1)
=1 i=1

J=

por lo que

i—1 2
f (Zi’Zb sy Bl Mgt ---»Mn) = (27”'?)_1/2 €xp [ <Zz’ — M — Z Ci,j(zj - Mj)) /2712}
j=1

similarmente

Flilzn -z iy o) = (2072) 2 exp [ (u; — 0,) /272

entonces

og (JJZEZ))) - _; (ZZ R ;Ci,j(zj _Mj)) /QTZ2 —l—; (; cij(z — Mj)) /2722

= _Z (2 — Mi)2 /27? + Z {(Zz — 1) Zci,j(zj - Hj)} /Tzz
—Z ( 3 Cij(2 —Mj)) /27 +Z <‘_ ¢ij(2 —Nj)> /273

= _%Z(Zz — ;)" /712 +Z {Z(zz — ;) ¢ij (2 _Nj)} /712

i=1 \ j=1

Sean M = diag (12,...,72), 2 = (21, -, 20) Y 0 = (fig, ooy 1)

20



1

) = Sl M T ) g - MG

f(2)
log (f (1)

= ) M=) (2 )

donde C es una matriz nm x nm cuyo (i, j) — ésimo elemento es ¢, ;, ¢; ;73 = ¢;;77,

y ¢;; = 0;entonces,

F2) = F)esp | =5 (e = )" M7= C) (2~ o)

1
@m)"? |(1-C)~'M

de aqui que f (u) = et Por lo tanto,

z NN(M,(I—C’)_lM).

NOTA: Este resultado nos dice que la conjunta de » es normal con media p y
varianza (I —C)~' M. Sin embargo, si hubieramos numerado los sitios en otro
orden, potencialmente, hubieramos otra forma para (I — C)~' M. Para que la
especificacién condicional sea vilida, todas las n! formas de numerar los sitios
deben conducir a la misma distribucién. Este requerimiento es fuerte.

Anteriormente en el modelo Gaussiano condicionalmente especificado asumi-
mos que 6; = i+, ¢ (2 — p1;). Ahora vemos que este supuesto es en realidad
una condicién necesaria para el modelo normal (de hecho, para toda la familia
exponencial) cuando se tienen dependencia sélo por parejas. De acuerdo al

teorema de Besag (p. 420 de Cressie) tenemos el siguiente modelo,

fzilzg; §#1) = (27”?)71/2 exp [— (2 — 0;)? /277

donde 6, = 0, (z; ; j #1i), (aqui lo particularizamos al caso Gaussiano), luego,

f(zilzj; g#1) = (2#7?)_1/2 exp [— (zf — 20,z + 9?) /27’?] (A1)

Ahora, por el Teorema de Hammersley-Clifford y bajo dependencias por pare-

jas, se tiene que
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()= €90

donde Q (2) = zé ziGi (zi) + 323 i 2i2iGij (2, 25) -

NOTA: El supuesto de dependencia por parejas no implica que los cliques
tengan que tener 2 o menos elementos. El Teorema de Hammersley-Clifford
dice que los G;;;x pueden ser distintos de cero si z;, z; y 2z son vecinos, NO dice
que Gy, tenga que ser diferente de cero.

De Al se tiene que,

log f (zilzj ; j #1) = — (zf — 20,7z + 03) /27‘? — %log (2%7?) ,

en general 77 = 72(z; ; j # i) pero, estamos considerando el caso de varianza
homogénea, luego desarrollando y reagrupando la expresion anterior tenemos

que,

., 0; 1 1 1
log f (zil2; 5 j#1) = ) 2 —2—7_2222 —2—7_29? ~ 5 log (2777'?) (A2)
—~ —_——— ~ %

= Ai(z; j#19)Bi(z) +Ci(z) + Di (2 ; j #1)
Por otro lado definamos z;) = (21,22, ..., 2i-1,0, Zi41, - - -, 2) , lUEEO,

f(zi=0]z; j#1)

=1 TG

N 1)

€so es porque f(z;; j #1) = #%,entoncesz

f2)  flzlz; §#19)

f(zw)  fzi=0lz5 j#1)

por lo que,

Q(z)—Q (Z(i)) =log f (2ilz ; J #1) —log f (zi = 0[5 5 j #1)
sustituyendo A2 y simplificando,
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Q(2)—Q(2()) = Ailzj; J#1)Bi(2)+Ci(z)+Dilz; j#1) (A3)
—Ai(z; J# ) Bi(2=0)=Ci (5 =0) = Di (2 ; j #1)
= Ai(z; j#9)[Bi(21) = Bi (2 = 0)] + C; (2:) — C; (2 = 0)

Sin embargo, tenemos que,

n

Q)= Q(2w) = D aGi(z)+ > > %Gy (=, 2) (A4)

i=1 1<j

_ZZZGl (Zi) — Z Zziszij (Zia Zj)
i 1<J
i iti

= ZZGz (Zz) + Zi Z ZjGij (Zi, Zj)
J#

asi, los lados derechos de A3 y A4 son iguales; en particular podemos evaluar

en z, =0,20=0,...,2._1=0,21,1=0,...,2, =0, en este caso:

2iGi(2) = Ai (2 =0; j #1) [Bi (1) — Bi(z: = 0)] + C; (2:) — C; (2 = 0) (A5)

Ahora, consideramos dos sitios que sean vecinos, digamos 1 y 2, veamos la

relacién que hay entre A3y A4 con 23 =0,...,2, =0,

A1 (Zj ) j 7é 1) [Bl (Zl) — Bl (21 = O)} + Cl (Zl) — 01 (Zl = O) = ZlGl (2’1) + 2122G12 (21, 252)
—————
A1(2z2,23=0,...,2,=0)

(*)

y también

AQ (Zl, Z3 = 0, R O) [BQ (ZQ) — BQ (22 = 0)]-'-02 (22>—Cg (22 = O) = ZQGQ (ZQ)"‘Z]_ZQG]_Q (Zl, ZQ)

(**)

sustituyendo A5 en (*) obtenemos,
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A1 (22,2’3 = 0,...,Zn = O) [Bl (21) — Bl (Zl = 0)] —|—Cl (Zl) —Cl (Zl = 0)

= Al (Zj =0 3 ] 7é ].) [Bl (Zl) — Bl (21 = 0)] + 01 (Zl) — Ol (Zl = 0) + 2122G12 (Zl, 22)

por lo tanto,

2122G12 (21,22) = [Al (22, z3 = O, N 0) — Al (22 = O,Zg = 0, N 0)] [Bl (Zl) — Bl (Zl = 0)] .
(#)

Similarmente, de (**) se obtiene

legGlg (21,2’2) = [AQ (21,23 = O, N 0) — Ag (Zl = O,Zg = 0, ey R = 0)] [BQ (2’2) — B2 (22 = 0)] .

Las expresiones (#) y (##) son iguales, entonces,

A1 (22,23=0,...,2,=0) — A1 (22 =0,23=0,...,2,=0)
BQ 2’2) —BQ (22 :0)

. AQ(Zl,Zg:0,...,Zn:0)—A2(2120,23:0, ,ZnZO)
B1 (21) —Bl (Zl :0)

el lado izquierdo es funcién sélo de z, y el lado derecho sélo de z;, y son iguales,

entonces deben ser iguales a una constante, digamos 6,,, luego

2122G12 (21, 22) = 012 [Bl (21) - B (21 = O)] [Bz (22) — By (22 = O)] )

similarmente, para cualesquier dos sitios i y j que sean vecinos cumplen que

2i2jGij (21, 2;) = 035 [Bi () — Bi (2 = 0)] [B; (2) — B; (2 = 0)]

ademés Hij = Hﬂ

Por lo tanto de A4 tenemos,
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Q(2)=Q(20) = #Gi(z)+ ) 2%Gi (2, %)
J#
= Ai(z=0; j#1)[Bi(z) = Bi (z: = 0)] + C; (1) — Ci (z = 0)

J/

+» 03 [Bi () — Bi(z = 0)] [B; (2)) — B (2 = 0)]
J#i
B; (i) Bj (zj) — Bi (1) Bj (2, = 0)
—B; (21 = 0) Bj () + Bi (2 = 0) B (z; = 0)
= aiBi (Zz) — OéiBZ' (Zz' = 0) + CZ (ZZ) — Cz (Zi = O)

+|>605;B; ()| B (2) — [Z 0:;B;j (z; = 0)| B; ()
i i
i i

reorganizando lo anterior poniendo primero los términos subrayados,

Q(x)-Q (Z(z')) = | — Zeiij (z;=10)+ Z%’Bj (2j)| Bi(z)

JF JF
+ "términos que no contienen B; (z;) ".

En la expresion de Q (z) — Q (z;)) en A3, el coeficiente de B; (z;) es A; (z; ; j # 1)
y, por otro lado, en la igualdad anterior, tenemos otra expesién equivalente

para Q (z) — Q (z¢;)) y el coeficiente para B; (z;) es

=Y 0B (2 =0)+> 0B, ().
j#i j#i

i

Por lo tanto, 4; (z ; j #1) = i + 2,085 () -

Volviendo a nuestro modelo condicional,

falz s j#0) = @nr2) P exp [- (2 — 0)? /277]
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entonces necesariamente 0; = y; + 3., 0:;B; (2;) , esto es

91' = W; + Z@ijzj,
j#i
que es la media condicional que corresponde al modelo autonormal usual.

6.2 ANEXO B

Modelo Ising
Sin pérdida de generalidad consideramos el siguiente modelo espacial para X

la cual es una matriz de dimensién n x n

f(x;8) = exp[-Q (x;8) — log {C (B)}]
donde $ es el pardametro de interés, la funcién potencial Q (-;-) exhibe la inte-
raccién entre componentes de X y en este caso es Q (X;3) = -8V (x) y el factor
normalizante es obtenido sumando sobre todas las posibles configuraciones

en X,

=3 exp{-Q (yiB)}

yEA
donde A es el conjunto de todas las posibles matrices de dimensién n x n.

La densidad condicional de z;; dado V (x) (suma de los vecinos de la matriz

x ), puede ser escrita como

f (i, V(x);8)
f(V(x);58)
f @i,V (x);8)
Z f(xm‘,V(X) 75)

z;;€{—-1,1}

[ (wiilV (x);8)

En este caso Consideraremos:
n—1 n n n—1

E T Tht1, + E iUkinkz+1+E Tr1Tkn
=1

k=1 l=1 k=1
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donde el primer término es la suma del producto de los vecinos cercanos
dentro de las columnas, el segundo término es la suma andloga dentro de los
renglones y el tercer término denota la suma de los productos de vecinos entre
la primer y la dltima columna (arreglo cilindrico). Entonces nuestro modelo

condicional anterior quedarfa de la siguiente forma:

TGXP{—ﬁv (x)}
ot P {8V (xi7i; = —1)} + gz exp {-BV (x52:,; = 1)}

faiglV (x);8) = (5.2.1)

Vamos a considerar el siguiente hecho para la observacién z;; , sin pérdida de

generalidad supondremos que esta observaciéon no se encuentra en las fron-

teras:
n—1 n n n—1
Vix) = TkiTh41, + E T Tk, 1+1 T E Tr1Thn
k=1 I=1 k=1 =1
O
n—1 n
= TijTip1,j T Ti-1,;Tij + E E TkiTr+1, +
k=1 I=1
k#ii—1 1#j7
n n—1
TijTi 1 + Tij_1T5 + E E TpTp41 + U
k=1 =1
k#i Z#J,J 1
ademas:
Vv <X§xi,j = —1) = —Tit1j — Ti-1; T g g TpiTry1,) +
k=1 I=1
k#ii—1 1#7
n n—1
—Tij+1 ~ Tij-1 T Z E TriThg+1 + U
k=1 [=1
k#i 1#5,5—1
n
—Vij + Z Zlﬂkllﬁkﬂz + Z Z 1T 41 + U
k=1 I=1 k=1 =
k#ii—1 l#£j k#1 l;éjj 1

donde V;; es la suma los vecinos de z; ;. De forma andloga tenemos:

o7



Vixiwi; =1) = i +xim; + Z Z%zﬁkHl +
k;ézz 1 l;éj

n n—1
+Ti 541+ Tij-1 + g E TpTpg + O
k=1 =1
ki 1#£5,j—1
n
= Vi;+ E E mkl$k+1l+g E TpTri+1 + U
k=1 I=1 k=1 I=
k#i,i—1 1#j k#i l;é]] 1

Sustituyendo estas igualdades en (5.2.1) y simplificando tenemos:

exp{—pB;;V;texp { =8 Z Zxkl$k+1l+z Z Ty + U
iim1 2

k;ﬁz l;é]] 1
TV

FlnalV s = exp {M} +exp (=0, Y exp (M)

exp {—B;;Vi;}
exp{pVi;} +exp{—BV;,}

6.3 ANEXO C

Cociente Metropolis-Hastings
Sea r una variable auxilar (definida en el mismo espacio que y), con distribu-

ciéon condicional f (z|6,y), ahora la posterior es

W(Q,I|y) X W(Q,J:,y)zf(f]@,y)%T(Q,y)
o< f(z|0,y) w(0) m(ylo)

=y e 2L,

por un lado, si marginalizamos sobre x obtenemos = (d|y), pero, por otro lado,

la constante Z, todavia se encuentra en la expresion.

o8



Si (0, x) son los valores actuales siendo generados por el Metropolis-Hastings,

donde se propone primero ¢’ con densidad ¢ (¢'|0,z) y 2’ con densidad ¢ (2']¢', 0, x)

(la eleccién de ¢ y de f(x|0,y) son arbitrarias bajo ciertas consideraciones).

Eligiendo la nuestra funcién instrumental para 2’ de la siguiente manera,

q (xl|9I? 9,1‘) = 77( ’9)

Qo ( )
A

entonces el cociente Metropolis-Hastings es

el cual se simplifica,

(0,2 |y) q (0,20, )

9/ 10 —
0T = 6 0l @, 216,2)
f(@10y) 7 (0) %2 q(6,2/0 )
flfy)  w(0) 42 g, 0,2)
f@10y) 7(0) %2 q00,2) q()0,0,2')
floy)  w0) “2 q@x) q@0,0,1)
[Ny 7 0) L a0.)
falo,y) 7)) 2w q(2']0,x) 2’

Zo Zel
0y 7)) ar(y) q6.2) g (x)
f@0y)  7(0) a(y) q@0,2) g (z)

que es la expresién que buscabamos.
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