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CAPÍTULO 1

Introducción

En el trabajo de modelación estadı́stica, es de primordialimportancia la selección del mo-

delo, es decir, elegir dentro de un conjunto de modelos alternativos el modelo más apropiado

para el conjunto disponible de datos. Por ejemplo, en teorı́a de valores extremos algunas ve-

ces se desea elegir entre la distribución generalizada de valores extremos con un parámetro

de forma muy pequeño o una distribución gumbel, donde ésta última se toma como un caso

lı́mite de la primera cuando el parámetro de forma tiende a cero. En tal caso es deseable un

estadı́stico que permita seleccionar entre un modelo u otro. Los ı́ndices AIC y BIC (Crite-

rio de información de Akaike y criterio de información bayesiano, respectivamente) son dos

criterios de uso frecuente para la selección de modelos. ElAIC fue propuesto por Akaike

(1974) como un estimador insesgado asintótico de la información de Kullback-Leibler espe-

rada, entre un modelo candidato ajustado y el verdadero modelo. El BIC fue derivado por

Schwarz en 1978 como una aproximación a una transformación de la probabilidad posterior

de un modelo candidato.

A través del tiempo el uso de ambos criterios para la selección de modelos ha crecido

significativamente. Entre algunas de las primeras aplicaciones del AIC sugeridas por el autor

de éste ı́ndice, Akaike, se encuentran el análisis factorial, análisis de componentes princi-

pales, regresión múltiple y series de tiempo. Otras aplicaciones recientes de ambos criterios
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también se tienen en ecologı́a (Andersonet al., 1994; Johnson y Omland, 2004; Denniset al.,

2006; Poncianoet al., 2009) y bioinformática (Edwardset al., 2010; Abreuet al., 2010), por

mencionar algunas. Ası́ mismo, en los últimos años se han introducido en el área de confia-

bilidad, donde con frecuencia se usan con datos censurados,a pesar que ambos criterios no

fueron construidos para modelos con datos censurados. Por esta razón, en el presente trabajo

hacemos un estudio del desempeño de los criterios de información antes mencionados, con-

siderando datos con censura por tiempo (Tipo I). En este estudio, consideramos los modelos

de probabilidad más comunes en el análisis de datos de vida, como son: Weibull, Lognormal,

Loglogı́stica, Gaussiana inversa, Rayleigh, Exponencialy Gama Generalizada. Utilizamos un

diseño experimental, donde los tamaños muestrales son 20, 30, 50 y 100, y las proporciones

de censura son 0, 0.05, 0.10, 0.15, 0.20, 0.30., 0.40 y 0.50. Através de un estudio de simula-

ción evaluamos la proporción de veces que el procedimiento (AIC y BIC) selecciona a cada

uno de los modelos que compiten, considerando conjuntos de datos generados de uno de ellos.

El trabajo está organizado de la siguiente manera: En el Capı́tulo 2 se presenta una breve

introducción de la información de Kullback-Leibler y su conexión con el AIC. Luego se pre-

senta un bosquejo detallado de las ideas principales de una derivación alternativa del ı́ndice

AIC por parte de Konishi y Kitagawa (2008), ası́ como también las ideas del autor original,

Akaike (1974). Por último, se definen los elementos necesarios que permiten dar una idea

clara de la derivación del ı́ndice BIC. En el Capı́tulo 3 se presenta el estudio de simulación,

donde comparamos el desempeño de los ı́ndices. Se describen los pasos generales que se si-

guen para su implementación. Primero se presentan y discuten los resultados que se obtienen

al considerar el problema de discriminar entre los modelos Weibull, Rayleigh y Exponencial,

con un número diferente de parámetros. Luego se discuten los resultados de la discrimina-

ción para cuatro modelos con dos parámetros: Weibull, Lognormal, Loglogı́stica y Gaussiana

inversa. También se estudia el desempeño de ambos criterios cuando las distribuciones candi-

datas son la Weibull, Rayleigh, Exponencial, Lognormal y Gama Generalizada. Finalmente,

en el Capı́tulo 4 se presentan las conclusiones obtenidas enel estudio.
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CAPÍTULO 2

Criterio de información AIC y BIC

2.1. Introducción

En este Capı́tulo se discute la información de Kullback-Leibler (K-L) como un criterio

para la evaluación estadı́stica de modelos que aproximan ala verdadera distribución de pro-

babilidad que genera los datos, y se dan algunas de sus propiedades teóricas más importantes

que se relacionan al AIC. Luego, por un lado se describen las ideas principales de Konishi

y Kitagawa (2008) de como el criterio de información estad´ıstica (K-L) lleva al concepto de

información AIC. Por otro, también se describen las ideasdel autor original Akaike (1974),

para la derivación del AIC. Además, se define el criterio deinformación Bayesiana (BIC) con

todos sus elementos, y las ideas principales de como llegar aeste.

2.2. Distancia de Kullback-Leibler

La estimación de la información de Kullback-Leibler es elpunto clave en la derivación del

criterio de información AIC, el cual ha sido ampliamente usado para la selección de modelos

estadı́sticos. La información de Kullback-Leibler definida en (2.1) es considerada como una

medida de bondad de ajuste del modelo propuestof(x) hacia el modelo verdaderog(x), ver

Shibata (1995).

3



2.2. DISTANCIA DE KULLBACK-LEIBLER

I(g, f) =

∫
log

[
g(x)

f(x)

]
g(x)dx = EX

[
log

(
g(X)

f(X)

)]
(2.1)

dondeEX denota que la esperanza es tomada con respecto a la variable aleatoriaX.

Algunas de las propiedades de la información de K-L son: (i)I(g, f) ≥ 0, (ii) I(g, f) =

0 ⇔ g(x) = f(x), es decir, la información de K-L siempre es positiva, excepto cuando las

dos distribuciones son iguales (Burnham y Anderson, 2002, página 430). De aquı́, esta in-

formación puede interpretarse directamente como una “distancia” entre dos modelos, en este

casof(x) y g(x), aunque estrictamente no lo sea, ya que la medida def a g no necesaria-

mente es la misma que deg af .

Aunque la información K-L es bastante razonable para evaluar qué tan adecuado es un

modelo dado, en la práctica es bastante limitada ya que casisiempre se desconoce la verda-

dera distribución que genera los datos, lo cual impide calcular (2.1).

La ecuación (2.1) se puede re-expresar como

I(g, f) = EX [log (g(X))]−EX [log(f(X))] (2.2)

de donde se tiene que, para la comparación de diferentes modelos es suficiente considerar

EX [log(f(X))], ya queEX [log(g(X)] es un término común que puede ser ignorado. El se-

gundo término de (2.2) se conoce como log-verosimilitud esperada por unidad para el modelo

f . Ası́, de un conjunto de modelos candidatos el modelo que tenga mayor log-verosimilitud

esperada es el que corresponde al que tiene menor informaci´on de K-L, y en consecuencia es

el mejor modelo.

Si el modelof(x) está completamente especificado, entonces obsérvese queun estimador

natural paraEX [log(f(X))] es

1

n

n∑

i=1

log [f(Xi)] (2.3)

dondeXn = (X1,...,Xn)
′ es una muestra aleatoria de la verdadera distribucióng(x). Notése

que (2.3) es un estimador insesgado paraEX [log(f(X))], y cuandon tiende a infinito con-

verge aEX [log(f(X))] con probabilidad 1, asumiendo que|EX [log(f(X))]| < ∞.
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2.2. DISTANCIA DE KULLBACK-LEIBLER

2.2.1. Estimacíon por máxima verosimilitud y su relación con la infor-

mación de K-L

En situaciones prácticas trabajar con modelos completamente especificados no es común.

Lo habitual es asumir un modelo paramétrico{f(x|θ); θ ∈ Θ ⊂ Rp} y luego estimar los

parámetrosθ por el “método de máxima verosimilitud”. Aún más, debido a que muchas veces

no se tiene bien identificado un modelo, lo usual es proponer varios modelos paramétricos

para el mismo problema, lo que posteriormente se hace en el estudio del AIC y BIC.

Se sabe que bajo ciertas condiciones de regularidad el estimador de máxima verosimilitud

(EMV) deθ, θ̂n = θ̂n(Xn), converge en probabilidad aθ0 = argmı́n
θ∈Θ

I[g(.), f(.|θ)], es decir,

θ̂n
p−→

n→∞

θ0. (2.4)

f(x|θ0) es llamada la mejor aproximación ag(x) (Claeskens y Hjort, 2008). Ası́, como en

la prácticaθ0 es imposible de calcular ya que no se conoceg(x), el emv deθ proporciona la

mejor aproximación paramétrica a la verdadera distribución g dentro de la clase paramétrica

f(x|θ). Para cuandoθ es un escalar yg(x) = f(x|θ∗), para algúnθ∗ ∈ Θ, una prueba de

(2.4) puede verse en Wasserman (2004). Una forma heurı́stica de ver (2.4) es la siguiente:

Maximizar la log-verosimilitudℓn(θ) =:
∑n

i=1
log(f(Xi|θ)) es equivalente a maximizar

Mn(θ) =
1

n

n∑

i=1

log

(
f(Xi|θ)
g(Xi)

)

y además por ley de los grandes números

Mn(θ)
p−→

n→∞

Eg

[
log

(
f(X|θ)
g(X)

)]
= −Eg

[
log

(
g(X)

f(X|θ)

)]
= −I[g(.), f(.|θ)].

De aquı́,Mn(θ) ≈ −I[g(.), f(.|θ)]. Pero como se mencionó anteriormente,I[g(.), f(.|θ)] se

minimiza enθ0, ası́ que−I[g(.), f(.|θ)] es maximizada enθ0. De esta forma, se espera que el

θ que maximizaMn(θ), θ̂n, tienda aθ0.
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2.2. DISTANCIA DE KULLBACK-LEIBLER

2.2.2. Derivacíon alternativa del ı́ndice AIC, Konishi y Kitagawa (2008)

Como ya se dijo, una forma de evaluar la bondad de ajuste def(x|θ̂n) al modelo verdadero

g(x), es por medio de la información K-L. Ası́, por (2.2), la información de K-L entre el

modelog(x) y f(x|θ̂n) está dada por

I[g(.), f(.|θ̂n)] = EX [log(g(X))]− EX [log(f(X|θ̂n))] (2.5)

Entonces por lo comentado en (2.2) solamente es de importancia obtener un buen estimador

del segundo término del lado derecho de (2.5),EX [log(f(X|θ̂n))]. Una posibilidad es usar la

distribución empı́rica de los datos en vez deg(x), resultando como estimador

ÊX [log(f(X|θ̂n))] =
1

n

n∑

i=1

log
[
f(Xi|θ̂n)

]
=

1

n
ℓn(θ̂n). (2.6)

Este estimador no es necesariamente insesgado paraEX [log(f(X|θ̂n))], debido a que aquı́ se

hace uso de la muestra aleatoriaXn = (X1, ..., Xn)
′ que inicialmente también se emplea

para obtener̂θn =: θ̂n(Xn), el EMV deθ. La forma tradicional de arreglar este problema es

obtener el sesgo que se comete por usar (2.6) como estimador deEX [log(f(X|θ̂n))], y luego

restar este a (2.6). Para ello, primero nótese que el sesgo de este estimador está dado por

Sesgo = EXn

[
1

n
ℓn(θ̂n)−EX [log(f(X|θ̂n))]

]
(2.7)

=
1

n
EXn

[
ℓn(θ̂n)− nEX [log(f(X|θ̂n))]

]

dondeEXn
significa que la esperanza es tomada respecto a la distribución conjunta del vector

Xn. Luego, obsérvese que el último término de la ecuación (2.7) se puede descomponer en

tres partes, lo que será importante para estimar el sesgo:

EXn

[
ℓn(θ̂n)− nEX [log(f(X|θ̂n))]

]
= EXn

[ℓn(θ0)− nEX [log(f(X|θ0))]] (2.8)

+ EXn

[
ℓn(θ̂n)− ℓn(θ0)

]

+ EXn

[
nEX [log(f(X|θ0))]− nEX [log(f(X|θ̂n))]

]

A continuación se describe cómo se obtienen cada uno de estos términos, además en ese pro-

ceso se emplean resultados que son explicados en el apéndice B.
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2.2. DISTANCIA DE KULLBACK-LEIBLER

1. Directamente se obtiene que

EXn
[ℓn(θ0)− nEX [log(f(X|θ0))]] = 0. (2.9)

2. Expandiendoℓn(θ0) alrededor dêθn se obtiene que

ℓn(θ0) = ℓn(θ̂n) + (θ0 − θ̂n)
′
∂ℓn(θ̂)

∂θ
+

1

2
(θ0 − θ̂n)

′
∂2ℓn(θ̂n)

∂θ∂θ′
(θ0 − θ̂n) + . . . (2.10)

Pero
∂ℓn(θ̂n)

∂θ
=:

∂ℓn(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ̂n

= 0, por serθ̂n el EMV de θ. Ası́, al usar la aproxi-

mación
1

n

∂2ℓn(θ̂n)

∂θ∂θ′
=:

1

n

∂2ℓn(θ)

∂θ∂θ′

∣∣∣∣
θ=θ̂n

≈ −J(θ0), dondeJ(θ0) está definida en (B.2),

entonces de (2.10)

EXn

[
ℓn(θ̂n)− ℓn(θ0)

]
≈ EXn

[
1

2
(θ0 − θ̂n)

′nJ(θ0)(θ0 − θ̂n)

]
(2.11)

=
1

2
EXn

[
Tr

{√
n(θ0 − θ̂n)

′J(θ0)
√
n(θ0 − θ̂n)

}]

=
1

2
EXn

[
Tr

{
J(θ0)

√
n(θ0 − θ̂n)

√
n(θ0 − θ̂n)

′

}]

=
1

2
Tr

{
J(θ0)EXn

[√
n(θ̂n − θ0)

√
n(θ̂n − θ0)

′

]}

pero como de (B.2)
√
n(θ̂n − θ0)

.∼ Np [0, J(θ0)
−1I(θ0)J(θ0)

−1],

EXn

[√
n(θ̂n − θ0)

√
n(θ̂n − θ0)

′

]
≈ J(θ0)

−1I(θ0)J(θ0)
−1, y en consecuencia

EXn

[
ℓn(θ̂n)− ℓn(θ0)

]
≈ 1

2
Tr

{
J(θ0)EXn

[√
n(θ̂n − θ0)

√
n(θ̂n − θ0)

′

]}

≈ 1

2
Tr

{
J(θ0)J(θ0)

−1I(θ0)J(θ0)
−1
}

=
1

2
Tr

{
I(θ0)J(θ0)

−1
}

(2.12)

dondeI(θ0) está definida en (B.1).

3. ExpandiendoEX [log(f(X|θ̂n))] alrededor deθ0 se obtiene

EX [log(f(X|θ̂n))] = Eg[log(f(X|θ0))] + (θ̂n − θ0)
′
∂EX [log(f(X|θ0))]

∂θ

+
1

2
(θ̂n − θ0)

′
∂2EX [log(f(X|θ0))]

∂θ∂θ′
(θ̂n − θ0) + . . .(2.13)
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2.2. DISTANCIA DE KULLBACK-LEIBLER

Pero como
∂EX [log(f(X|θ0))]

∂θ
= 0

por serθ0 el que minimizaI[g(.), f(.|θ)], y

∂2EX [log(f(X|θ0))]
∂θ∂θ′

= EX

[
∂2 log(f(X|θ0))

∂θ∂θ′

]
= −J(θ0)

por (B.2), entonces sustituyendo estos valores en (2.13) seobtiene

EXn

[
nEX [log(f(X|θ0))]− nEX [log(f(X|θ̂n))]

]

≈ n

2
EXn

[
(θ̂n − θ0)

′J(θ0)(θ̂n − θ0)
]

=
1

2
EXn

[
(θ̂n − θ0)

′nJ(θ0)(θ̂n − θ0)
]

≈ 1

2
Tr {I(θ0)J(θ0)−1}

(2.14)

donde la última aproximación es similar a la hecha en (2.12).

Por lo tanto, sustituyendo (2.9), (2.12) y (2.14) en (2.8) finalmente se llega a la siguiente

aproximación:

EXn

[
ℓn(θ̂n)− nEX [log(f(X|θ̂n))]

]
≈ 0 +

1

2
Tr

{
I(θ0)J(θ0)

−1
}

+
1

2
Tr

{
I(θ0)J(θ0)

−1
}

= Tr
{
I(θ0)J(θ0)

−1
}

y por (2.7), el sesgo aproximado es

Sesgo ≈ 1

n
Tr

{
I(θ0)J(θ0)

−1
}

(2.15)

De esta manera restando (2.15) de (2.6), el estimador corregido aproximadamente inses-

gado paraEX [log(f(X|θ̂n))] está dado por

Ê∗

X [log(f(X|θ̂n))] =
1

n
ℓn(θ̂n)−

1

n
Tr

{
I(θ0)J(θ0)

−1
}
.

Ası́, si se tiene un conjunto de modelos candidatos para un fenómeno de estudio, el mejor

candidato será el que tenga mayorÊ∗

X [log(f(X|θ̂n))], lo que equivale a decir, el que tenga

menor−2nÊ∗

X [log(f(X|θ̂n))]. Notése que si el modelo verdaderog(x) se encuentra anidado

en f(x|θ), por el Resultado B.1I(θ0) = J(θ0), y de este modo−2nÊ∗

X [log(f(X|θ̂n))] se

reduce al conocido criterio de información de Akaike:

AIC = −2ℓn(θ̂n) + 2p (2.16)

8



2.2. DISTANCIA DE KULLBACK-LEIBLER

2.2.3. Akaike (1974)

En la derivación del AIC por Akaike (1974), de entrada se considera la situación donde

g(x) = f(x|θ0), es decir, la densidad de probabilidadg(x) verdadera se encuentra incluida

en la familia dada,{f(x|θ) : θ ∈ Θ ⊂ R
p}. Si K(θ0, θ) denotaI(g, f(.|θ)) y además siθ

está suficientemente cercano aθ0, K(θ0, θ) se puede aproximar por (Kullback, 1977, página

28)

K(θ0, θ0 +∆θ) ≈ 1

2
∆θ′I(θ0)∆θ (2.17)

donde

I(θ0) =

∫
g(x)

∂ log[f(x|θ0)]
∂θ

∂ log[f(x|θ0)]
∂θ′

dx

y
∂ log[f(x|θ0)]

∂θ
:=

∂ log[f(x|θ)]
∂θ

∣∣∣∣
θ=θ0

.

Una forma alternativa de obtener la aproximación en (2.17)es primero expander por serie

de Taylor de segundo grado la funciónlog [f(x|θ0 +∆θ)] alrededor deθ0, restarlog [f(x; θ0)]

y sacar esperanzas, donde para este último paso es necesario recordar que

E

[
∂ log[f(x|θ)]

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ0

]
= 0.

Por (2.17), obsérvese que cuando el EMVθ̂n deθ se encuentra cerca aθ0, la desviación de

la distribución ajustadaf(x|θ̂n) a la verdaderaf(x|θ0) puede medirse por(θ̂n−θ0)
′I(θ0)(θ̂n−

θ0)/2.

Ahora, considérese el caso en queθ es restringido a un sub-espacio de menor dimensión

Θk ⊂ Θp que no incluye aθ0. Si θ̂n,k denota el EMV deθ enΘk, y θk = argmı́n
θ∈Θk

I[g(.), f(.|θ)]
está suficientemente cerca aθ0, entonces bajo condiciones de regularidad la distribución

asintótica de
√
n(θ̂n,k − θk) es aproximadamente MVN[0, I(θ0)−1], y de aquı́ la distribu-

ción den(θ̂n,k − θ0)
′I(θ0)(θ̂n,k − θ0) es aproximadamente Ji-cuadrada no centralχ2

k,λ, con

parámetro de no centralidadλ = n(θk − θ0)
′I(θ0)(θk − θ0). Ası́ de esto y (2.17)

E
[
2nK(θ0, θ̂n,k)

]
≈ n(θk − θ0)

′I(θ0)(θk − θ0) + k (2.18)

dondek es la dimensión deΘk o el número de parámetros libres. De esto, si se cuenta con

una estimación den(θk − θ0)
′I(θ0)(θk − θ0) y se tienen varios modelos, es natural adoptar

9
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como mejor el que tenga un valorE[2nK(θ0, θ̂n,k)] más pequeño.

Para obtener una estimación den(θk−θ0)
′I(θ0)(θk−θ0) nótese que como asintóticamente

2[ℓn(θ̂n)−ℓn(θ̂n,k)]
.∼ χ2

p−k,λ (dondeλ = n(θk−θ0)
′I(θ0)(θk−θ0)), y 2[ℓn(θ̂n)−ℓn(θ0)]

.∼ χ2

p,

entonces

E
[
2[ℓn(θ0)− ℓn(θ̂n,k)]

]
= E

[
2[ℓn(θ̂n)− ℓn(θ̂n,k)]− 2[ℓn(θ̂n)− ℓn(θ0)]

]

≈ E
[
2[ℓn(θ̂n)− ℓn(θ̂n,k)]

]
−E

[
2[ℓn(θ̂n)− ℓn(θ0)]

]

= (p− k + λ)− p

= n(θk − θ0)
′I(θ0)(θk − θ0)− k. (2.19)

De aquı́, un estimador aproximadamente insesgado paran(θk − θ0)
′I(θ0)(θk − θ0) está dado

por

2[ℓn(θ0)− ℓn(θ̂n,k)] + k

y en consecuencia, por (2.18), un estimador aproximadamente insesgado para

E
[
2nK(θ0, θ̂k)

]
es

Ê
[
2nK(θ0, θ̂k)

]
=: 2[ℓn(θ0)− ℓn(θ̂n,k)] + k + k

= 2[ℓn(θ0)− ℓn(θ̂n,k)] + 2k (2.20)

Ası́, por lo mencionado anteriormente, la comparación de varios modelos candidatos se

puede llevar a cabo con (2.20), pero comoℓn(θ0) es un término común puede ignorarse, y tal

comparación resulta equivalente a realizarla con

AIC = −2ℓ(θ̂n,k) + 2k (2.21)

el llamado criterio de información de Akaike.

2.3. Criterio de información Bayesiana (BIC)

El criterio de información Bayesiana (BIC) propuesto por Schwarz en (1978), ha sido

uno de los métodos más populares usado para la selección de modelos. Este es un criterio de

evaluación de modelos en términos de sus probabilidades posteriores. Una motivación detrás

10
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del BIC junto con un bosquejo de la derivación de este se presenta en seguida.

Se tiene el problema de seleccionar, dentro de un conjunto der modelos no necesaria-

mente anidados, el que mejor describa a un conjunto de datosxn = (x1...., xn)
′, donde la

densidad condicional de estos dado por eli-iésimo modelo candidato (Mi) y su correspon-

diente vector de parámetros (θi), está dada porfi(xn|θi) =: f(xn|Mi, θ
i) (θi ∈ Θi ⊂ R

ki).

Seaπi(θ) la densidad a priori para el vectorθi dado el modeloMi, y p(Mi) una densidad de

probabilidad discreta a priori que asigna probabilidad positiva a cada uno de los modelosM1,

...,Mr. Dado estos supuestos, por el teorema de Bayes de probabilidad total, la probabilidad

a posteriori deli-ésimo modelo está dada por

P (Mi|xn) =
P (Mi)f(xn|Mi)

f(xn)

=

P (Mi)

∫

Θi

f(xn|Mi, θ)πi(θ)dθ

f(xn)

=

P (Mi)

∫

Θi

fi(xn|θ)πi(θ)dθ

f(xn)

=
P (Mi)fi(xn)

f(xn)
(2.22)

donde

fi(xn) =

∫

Θi

fi(xn|θ)πi(θ)dθ. (2.23)

La probabilidad condicionalP (M |xn) dada en (2.22) se interpreta como la probabilidad

de que los datos sean generados por el modeloMi dado que se ha observadoxn, entonces

desde un punto de vista Bayesiano es natural adoptar como mejor modelo el que tenga mayor

probabilidad a posteriori.

Para comparar diferentes modelos a través de sus probabilidades a posteriori,f(xn) no

es importante ya que es un término común para todos los modelos, y al ignorarse, tal compa-

ración resulta equivalente a realizarla con solamente el numerador de (2.22), es decir, usando

P (Mi)fi(xn). Además, si asume que las probabilidades a prioriP (Mi) son iguales para to-

dos los modelos, entonces el modelo que maximice (2.23) es elque debe seleccionarse como

11
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el mejor.

En la práctica los valores de (2.23) son difı́ciles de calcular, además de que para ello se

requiere de la especificación de las densidades a prioriπi(θ). Una aproximación del logaritmo

de (2.23) está dada por

log[fi(xn)] ≈ log[fi(xn|θ̂in)]−
ki
2
log(n)

= ℓn,i(θ̂
i
n)−

ki
2
log(n) (2.24)

dondeθ̂in es el EMV deθi y ℓn,i(θ
i) = log[fi(xn|θi)] es la log-verosimilitud correspondiente

al modeloMi (Konishi y Kitagawa, 2008; Claeskens y Hjort, 2008; Burnhamy Anderson,

2002). Ası́, ya que la función logaritmo es monótona creciente, seleccionar como mejor mo-

delo el que maximice (2.23) equivale aproximadamente a seleccionar al que maximice (2.24),

lo que a su vez equivale a seleccionar el modelo que minimice

BIC =: −2ℓn,i(θ̂
i
n) + ki log(n) (2.25)

el llamado criterio de información Bayesiana.
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CAPÍTULO 3

Estudio de simulación

3.1. Introducción

El objetivo de este trabajo de simulación es estudiar el desempeño de los métodos de

selección AIC y BIC en la identificación del verdadero modelo cuando se trabaja con datos

de tiempo de vida. Para el estudio se consideran las distribuciones de tiempo de vida más

comunes y censura por tiempo, para diferentes fracciones decensura y diferentes tamaños de

muestra.

Las distribuciones consideradas son de uno y dos parámetros, y cuando solamente se

consideran distribuciones con dos parámetros, la elecci´on de estos se hace de tal manera que

todas las densidades tengan la misma mediaE(T ) y el mismo coeficiente de variaciónCV.

Además, el estudio se hace para fracciones de censuraγ = 0, 0.05, 0.10, 0.20, 0.30, 0.40,0.50

y tamaños de muestran = 20, 30, 50, 100.

Para cada simulación, se generan100,000 muestras de tamañon de una de las distribu-

ciones, la cual es tomada como la distribución verdadera. Para cada una de estas muestras por

máxima verosimilitud se ajustan cada una de las distribuciones candidatas, y posteriormente

se calcula el AIC y BIC. Finalmente, para cada distribuciónse calcula la proporción de veces

13



3.2. IMPLEMENTACIÓN DEL MECANISMO DE CENSURA TIPO I

que es favorecida como mejor modelo por el AIC y BIC.

3.2. Implementacíon del mecanismo de censura tipo I

Para el estudio del desempeño del AIC y BIC considerando censura por tiempo con di-

ferentes fracciones de censura (γ), el tiempo limite de observaciónt1−γ se determinó como

el cuantil 100(1 − γ)% de la distribución que generan los datos (distribución verdadera).

Por ejemplo, si los datos son generados con la distribuciónWeibull, t1−γ es el valor talque

P(T ≤ t1−γ) = 1 − γ, es decir,t1−γ = η [− log(γ)]1/β . Esta forma de obtener el tiempo

lı́mite de observación no garantiza que cada muestraX1,..., Xn extraı́da contenga exacta-

mente100(1 − γ)% observaciones menores quet1−γ , con lo cual solamente se tiene una

aproximación del porcentaje de censura deseadoγ.

3.2.1. Distribuciones de uno y dos paŕametros

Las distribuciones que aquı́ se consideran son las distribución Weibull (WEI), Rayleigh

(RAY) y Exponencial (EXP). Tres primeros escenarios a estudiar es cuando los datos son

generados de la distribución WEI(η = 1.108, β = 1.5), EXP(η = 1) ≡ WEI(η = 1, β = 1)

ó RAY(σ = 0.7979) ≡ WEI(η = 1.128379, β = 2). Estas tres distribuciones elegidas com-

parten las caracterı́stica de tener media y varianza igual a1. La gráfica de probabilidad de

tales distribuciones se muestran en la Figura 3.1.

Debido a que las tres distribuciones que en este apartado se estudian tienen un parámetro

de escala, entonces del Apéndice C se sigue que tanto para elAIC como para el BIC, la elec-

ción del parámetro de escala para la distribución que genera los datos no altera los resultados

de las proporciones de elección correspondientes a cada uno de los tres modelos candidatos

que aquı́ se consideran. De este modo, solamente se pueden obtener escenarios diferentes con

la distribución Weibull variando su parámetro de forma correspondiente.

Los resultados obtenidos para el primer escenario cuando los datos son generados de la

distribución WEI(η = 1.108, β = 1.5), para los tamaños de muestra considerados,n =

20, 30, 50 y 100, respectivamente se encuentran en los Cuadros 3.1−3.4. De estos cuadros

se observa que para cada tamaño de muestra (n), cuando la fracción de censura (γ) aumenta,

14
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Figura 3.1. Gráficas de probabilidad de las distribuciones WEI(1.108,1.5), EXP(1) y RAY(0.7979).

disminuye la proporción de veces que los criterios AIC y BICindican que la distribución más

adecuada es la Weibull, siendo que de esta se generaron los datos. Para todos los niveles de

censura el criterio AIC tiene una probabilidad más alta de seleccionar el modelo correcto. El

criterio BIC muestra un mayor grado de deterioro de la capacidad para seleccionar el modelo

correcto.

Parte de la información contenida en los Cuadros 3.1−3.4 se presenta en la Figura 3.2,

donde se puede apreciar de mejor manera lo dicho anteriormente. De aquı́, aunque el decre-

cimiento de la proporción de veces, que tanto el AIC y BIC eligen al modelo correcto (en

este caso el Weibull), comienza de valores cada vez más grandes a medida que el tamaño de

muestra es mayor, estas se aproximan a cero conforme la fracción de censuraγ se acerca a

0.5; para los tamaños de muestra 20, 30 y 50 en el BIC, y solamenteparan = 20 y 30 en

el AIC. Conn = 50 en el AIC yn = 100 en el BIC, las trayectorias de las proporciones de

selección del modelo correcto aproximadamente coincidenen 0.33 al acercarse la fracción

de censura aγ = 0.5, no obstante el decrecimiento de estas arranca de valores diferentes. De

esta figura también se observa que con el AIC, paran = 100, caı́da de la proporción de selec-
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ción del modelo correcto es mucho más lenta que cuando se consideran valores den menores

con el mismo AIC, y para todos losn con el BIC. Ası́, en este escenario el desempeño del

AIC es superior al del BIC.

n = 20 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC Weibull 0.3740 0.3061 0.2508 0.1947 0.1428 0.0668 0.0296 0.0218

Rayleigh 0.4845 0.4917 0.5109 0.5319 0.5529 0.5798 0.5900 0.5855

Exponencial 0.1415 0.2023 0.2383 0.2735 0.3043 0.3534 0.3804 0.3927

BIC Weibull 0.1611 0.0840 0.0398 0.0169 0.0083 0.0050 0.0068 0.0086

Rayleigh 0.5964 0.6047 0.6131 0.6174 0.6193 0.6113 0.6044 0.5967

Exponencial 0.2425 0.3113 0.3471 0.3658 0.3724 0.3837 0.3888 0.3947

Cuadro 3.1. Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación (Weibull, Rayleigh yExponencial), siendo que los datos son

generados de una distribución WEI(η = 1.108, β = 1.5) considerandon = 20.

n = 30 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC Weibull 0.6112 0.5548 0.4996 0.4458 0.3873 0.2715 0.1578 0.0646

Rayleigh 0.3352 0.3504 0.3751 0.4009 0.4300 0.4833 0.5371 0.5722

Exponencial 0.0536 0.0949 0.1253 0.1533 0.1827 0.2452 0.3051 0.3633

BIC Weibull 0.3817 0.2939 0.2198 0.1493 0.0909 0.0206 0.0040 0.0033

Rayleigh 0.4795 0.5017 0.5299 0.5582 0.5841 0.6070 0.6125 0.6043

Exponencial 0.1389 0.2043 0.2502 0.2925 0.3249 0.3724 0.3836 0.3924

Cuadro 3.2. Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación (Weibull, Rayleigh yExponencial), siendo que los datos son

generados de una distribución WEI(η = 1.108, β = 1.5) considerandon = 30.
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n = 50 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC Weibull 0.8392 0.8096 0.7725 0.7321 0.6867 0.5820 0.4693 0.3298

Rayleigh 0.1539 0.1708 0.1964 0.2250 0.2543 0.3173 0.3787 0.4498

Exponencial 0.0070 0.0196 0.0311 0.0429 0.0590 0.1008 0.1520 0.2204

BIC Weibull 0.6658 0.5959 0.5264 0.4560 0.3844 0.2304 0.0907 0.0143

Rayleigh 0.2970 0.3287 0.3655 0.4056 0.4429 0.5167 0.5777 0.6052

Exponencial 0.0372 0.0755 0.1082 0.1385 0.1727 0.2528 0.3316 0.3806

Cuadro 3.3. Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación (Weibull, Rayleigh yExponencial), siendo que los datos son

generados de una distribución WEI(η = 1.108, β = 1.5) considerando un tamaño de muestran = 50.

n = 100 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC Weibull 0.9808 0.9756 0.9647 0.9514 0.9354 0.8908 0.8254 0.7321

Rayleigh 0.0192 0.0241 0.0347 0.0471 0.0620 0.1011 0.1540 0.2225

Exponencial 0.0000 0.0003 0.0006 0.0014 0.0026 0.0081 0.0206 0.0454

BIC Weibull 0.9244 0.9017 0.8699 0.8292 0.7843 0.6727 0.5304 0.3454

Rayleigh 0.0750 0.0947 0.1222 0.1568 0.1917 0.2731 0.3607 0.4623

Exponencial 0.0006 0.0036 0.0080 0.0140 0.0240 0.0542 0.1089 0.1923

Cuadro 3.4. Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación (Weibull, Rayleigh yExponencial), siendo que los datos

son generados de una distribución WEI(η = 1.108, β = 1.5) considerando un tamaño de muestra

n = 100.
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Figura 3.2. Proporción de veces que el AIC (A) y BIC (B) eligen a la distribución WEI(1.108, 1.5)

como mejor modelo, siendo que de esta se generan los datos.

Para un segundo escenario los datos se generan de una distribución RAY(0.7979). Los

resultados obtenidos se muestran en los Cuadros 3.5−3.8. De estos cuadros se tiene que pa-

ra n = 20 y 30, las proporciones de veces que el AIC elige al modelo correcto (Rayleigh)

se mantienen aproximadamente constantes en 0.82, mientrasque paran = 50 y 100 estas

proporciones se mantienen aproximadamente constantes en 0.84. Ası́, de lo anterior se puede

decir que para este caso del AIC el tamaño de muestra no tieneun efecto significativo en la

proporción de selección del modelo correcto, ya que estasproporciones se mantienen muy

cercas para todos los tamaños de muestra en estudio sin importar la fracción de censura con-

siderada.

Para el BIC se tiene un comportamiento similar al descrito para el AIC, solo que las

proporciones de selección del modelo correcto comienzan a“decrecer” de valores superiores

para todos los tamaños de muestra. Paran = 20 dicha proporción decrece de 0.9018, que

es cuando se tiene censura nula, a 0.8387, cuando se tiene un50% de censura. Paran = 30
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comienza en 0.9251 (γ = 0) hasta crecer a 0.9302 enγ = 0.15, y luego decrece a 0.8930

cuando se alcanza el valor deγ = 0.5. Paran = 50 y 100 las proporciones de selección

del modelo correcto se mantienen constantes alrededor de0.94 y 0.96 respectivamente, para

todas las fracciones de censura en estudio. De esto se tiene que en este caso el desempeño de

BIC es superior al del AIC, lo cual se refleja notoriamente en la Figura 3.3.

n = 20 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC Weibull 0.1751 0.1652 0.1556 0.1435 0.1322 0.1151 0.1056 0.1046

Rayleigh 0.8231 0.8261 0.8272 0.8309 0.8313 0.8253 0.8142 0.7921

Exponencial 0.0018 0.0088 0.0172 0.0256 0.0365 0.0596 0.0802 0.1033

BIC Weibull 0.0916 0.0749 0.0673 0.0629 0.0606 0.0591 0.0574 0.0578

Rayleigh 0.9018 0.9030 0.9000 0.8975 0.8921 0.8769 0.8613 0.8387

Exponencial 0.0066 0.0222 0.0326 0.0397 0.0473 0.0640 0.0813 0.1035

Cuadro 3.5. Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación (Weibull, Rayleigh yExponencial), siendo que los datos son

generados de una distribución RAY(σ = 0.7979) considerandon = 20.

n = 30 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC Weibull 0.1692 0.1690 0.1618 0.1599 0.1564 0.1462 0.1269 0.1102

Rayleigh 0.8307 0.8304 0.8366 0.8369 0.8374 0.8371 0.8364 0.8294

Exponencial 0.0001 0.0006 0.0016 0.0032 0.0062 0.0168 0.0367 0.0604

BIC Weibull 0.0743 0.0695 0.0622 0.0566 0.0514 0.0445 0.0428 0.0412

Rayleigh 0.9251 0.9268 0.9296 0.9302 0.9286 0.9211 0.9078 0.8930

Exponencial 0.0006 0.0037 0.0081 0.0132 0.0200 0.0344 0.0494 0.0658

Cuadro 3.6. Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación (Weibull, Rayleigh yExponencial), siendo que los datos son

generados de una distribución RAY(σ = 0.7979) considerandon = 30.
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n = 50 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC Weibull 0.1647 0.1641 0.1633 0.1628 0.1605 0.1593 0.1560 0.1471

Rayleigh 0.8353 0.8359 0.8367 0.8372 0.8393 0.8399 0.8407 0.8418

Exponencial 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0009 0.0033 0.0112

BIC Weibull 0.0523 0.0518 0.0511 0.0503 0.0490 0.0446 0.0366 0.0294

Rayleigh 0.9478 0.9482 0.9487 0.9490 0.9494 0.9493 0.9475 0.9415

Exponencial 0.0000 0.0001 0.0002 0.0007 0.0017 0.0062 0.0159 0.0291

Cuadro 3.7. Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación (Weibull, Rayleigh yExponencial), siendo que los datos son

generados de una distribución RAY(σ = 0.7979) considerando un tamaño de muestran = 50.

n = 100 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC Weibull 0.1577 0.1600 0.1591 0.1592 0.1604 0.1607 0.1587 0.1575

Rayleigh 0.8423 0.8400 0.8409 0.8408 0.8396 0.8394 0.8413 0.8425

Exponencial 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

BIC Weibull 0.0313 0.0336 0.0326 0.0331 0.0335 0.0326 0.0320 0.0304

Rayleigh 0.9687 0.9664 0.9674 0.9669 0.9665 0.9674 0.9680 0.9682

Exponencial 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0014

Cuadro 3.8. Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación (Weibull, Rayleigh yExponencial), siendo que los datos son

generados de una distribución RAY(σ = 0.7979) considerando un tamaño de muestran = 100.
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3.2. IMPLEMENTACIÓN DEL MECANISMO DE CENSURA TIPO I

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.
80

0.
85

0.
90

0.
95

1.
00

γ

P
ro

po
rc

ió
n 

de
 s

el
ec

ci
ón

A n=20

A n=30
A n=50

A n=100

B n=20

B n=30

B n=50

B n=100

Figura 3.3. Proporción de veces que el AIC (A) y BIC (B) eligen a la distribución RAY(σ = 0.7979)

como mejor modelo, siendo que de esta se generan los datos.

Para un tercer escenario los datos se generan de una distribución EXP(1). Los resultados

obtenidos se presentan en los Cuadros 3.9−3.12, donde se puede apreciar que estos no di-

fieren mucho a los obtenidos en el caso Rayleigh, solo que aqu´ı la distribución exponencial

es la mayormente favorecida. La Figura 3.4 muestra, para lasdiferentes combinaciones de

n y γ consideradas en el estudio, la proporción de las veces que el AIC y BIC eligen como

mejor al modelo exponencial. De la figura o de los cuadros correspondientes, se observa que

prácticamente para el AIC los resultados son análogos a los obtenidos en el segundo escena-

rio, mientras que para el BIC enn = 20 es donde hay una pequeña diferencia; en este tercer

escenario se tienen un decrecimiento ligeramente más rápido de la proporción de selección

del modelo correcto. En este escenario también el BIC es superior al AIC, aunque hay que

remarcar que el desempeño de este último criterio podrı́aconsiderarse que no es malo, debido

a que para todas las fracciones de censura aquı́ especificadas la proporción de selección del

modelo correcto es mayor que 0.80.
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n = 20 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC Weibull 0.1551 0.1531 0.1457 0.1338 0.1194 0.0933 0.0711 0.0646

Rayleigh 0.0214 0.0222 0.0263 0.0351 0.0473 0.0749 0.1126 0.1457

Exponencial 0.8235 0.8247 0.8279 0.8311 0.8333 0.8319 0.8164 0.7898

BIC Weibull 0.0620 0.0601 0.0516 0.0422 0.0349 0.0326 0.0314 0.0321

Rayleigh 0.0359 0.0373 0.0445 0.0550 0.0668 0.0864 0.1171 0.1472

Exponencial 0.9021 0.9027 0.9039 0.9028 0.8983 0.8810 0.8515 0.8207

Cuadro 3.9. Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación (Weibull, Rayleigh yExponencial), siendo que los datos son

generados de una distribución EXP(1) considerando un tamaño de muestran = 20.

n = 30 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC Weibull 0.1681 0.1688 0.1632 0.1591 0.1555 0.1426 0.1169 0.0881

Rayleigh 0.0020 0.0023 0.0030 0.0053 0.0086 0.0217 0.0453 0.0810

Exponencial 0.8299 0.8289 0.8338 0.8356 0.8359 0.8357 0.8378 0.8309

BIC Weibull 0.0681 0.0684 0.0621 0.0565 0.0495 0.0345 0.0267 0.0245

Rayleigh 0.0053 0.0063 0.0087 0.0131 0.0201 0.0404 0.0633 0.0905

Exponencial 0.9266 0.9253 0.9292 0.9304 0.9303 0.9251 0.9100 0.8850

Cuadro 3.10.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación (Weibull, Rayleigh yExponencial), siendo que los datos son

generados de una distribución EXP(1) considerando un tamaño de muestran = 30.
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n = 50 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC Weibull 0.1640 0.1646 0.1634 0.1608 0.1593 0.1583 0.1535 0.1431

Rayleigh 0.0000 0.0001 0.0000 0.0001 0.0002 0.0013 0.0052 0.0163

Exponencial 0.8360 0.8354 0.8365 0.8391 0.8406 0.8404 0.8414 0.8406

BIC Weibull 0.0512 0.0510 0.0508 0.0494 0.0493 0.0437 0.0341 0.0230

Rayleigh 0.0001 0.0001 0.0002 0.0007 0.0011 0.0052 0.0161 0.0350

Exponencial 0.9487 0.9489 0.9490 0.9500 0.9495 0.9511 0.9498 0.9420

Cuadro 3.11.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación (Weibull, Rayleigh yExponencial), siendo que los datos son

generados de una distribución EXP(1) considerando un tamaño de muestran = 50.

n = 100 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC Weibull 0.1620 0.1601 0.1621 0.1610 0.1570 0.1583 0.1613 0.1593

Rayleigh 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002

Exponencial 0.8380 0.8399 0.8379 0.8390 0.8430 0.8417 0.8387 0.8405

BIC Weibull 0.0335 0.0337 0.0328 0.0334 0.0322 0.0318 0.0334 0.0317

Rayleigh 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0016

Exponencial 0.9665 0.9663 0.9672 0.9666 0.9678 0.9681 0.9664 0.9667

Cuadro 3.12.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación (Weibull, Rayleigh yExponencial), siendo que los datos son

generados de una distribución EXP(1) considerando un tamaño de muestran = 100.
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Figura 3.4. Proporción de veces que el AIC (A) y BIC (B) eligen a la distribución EXP(1) como

mejor modelo, siendo que de esta se generan los datos.

En esta sección ya no se presentan más tablas de resultados, ya que por un lado se men-

cionó que los resultados son invariantes a la elección delparámetro de escala con el cual se

generen los datos, y entonces únicamente se tienen resultados más representativos variando

el parámetro de forma de la distribución Weibull. Por otro, al variar el parámetro de forma

de la distribución Weibull el comportamiento de los resultados para valores deβ al rededor

de 1.5 es muy similar al caso ya discutido. Con valores deβ bastante cercanos a 1, ya sea

por arriaba o por abajo, para tamaños de muestra pequeños ytodos las fracciones de censura

consideradas, la distribución exponencial es la más elegida y la segunda la Weibull pero en

las fracciones de censura más pequeñas. Conforme el tama˜no de muestra crece, la preferen-

cia sobre el modelo Weibull aumenta, siendo más notable conel AIC, además que para que

el modelo correcto sea el más elegido, entre más cerca se encuentreβ de 1, más grande se

necesita el tamaño de muestra, sin dejar de observar el comportamiento esperado que a medi-

da que la fracción de censura crece, la proporción de selección del modelo correcto decrece.

Cuando el parámetroβ se varia en vecindades pequeñas alrededor de2 se observan resul-
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tados análogos (pero en vez de la exponencial la distribución Rayleigh es la más elegida),

mientras que a medida queβ se encuentra cada vez más lejos por debajo de 1 o por arriba

de 2, la precisión tanto del AIC como del BIC va siendo mucho mejor y superior a los casos

expuestos anteriormente.

3.2.2. Distribuciones de dos paŕametros

Otro situación de interés es cuando se requiere seleccionar el mejor modelo que describa a

un conjunto de datos, pero dentro de un conjunto de modelos con solamente dos parámetros.

Para ello las distribuciones que aquı́ se consideran son: Weibull, Lognormal, Loglogı́stica e

Inversa Gausiana. Notemos que en estas circunstancias el AIC y BIC siempre eligen a un

mismo modelo como el mejor. Esto se debe a que como los 4 modelos tienen dos paráme-

tros, el segundo sumando de (2.21) y (2.25), respectivamente, es común para todos ellos, y

ası́ ambos criterios (AIC y BIC) se reducen a elegir como mejor modelo el que tenga menor

−ℓ(θ̂n), o equivalentemente el que tenga mayor log-verosimilitud,ℓ(θ̂n).

Del Apéndice A se concluye que para cada una de las 4 distribuciones aquı́ consideradas,

el CV queda completamente determinado por su correspondiente parámetro de forma. Ası́,

para un coeficiente de variación dado el parámetro de formaestá fijo, y en consecuencia la

dependencia de la esperanzaE(T ) solamente queda del parámetro de escala (ver Apéndice

A). Pero como en el Apéndice C se muestra que para muestras censuradas por tiempo, el AIC

y BIC son independientes del parámetro de escala de la distribución de la que se genera los

datos, entonces para unCV fijo no es necesario variarE(T ), y por lo tanto el estudio se hace

eligiendo diferentes valores deCV, lo que nos lleva tener resultados más generales.

Para un primer escenario, la elección de los parámetros sehizo de tal forma que todas

todas las distribuciones compartieran una mediaE(T ) = 50 y un coeficiente de variación

CV = 0.90. Las gráficas de probabilidad de las distribuciones con tales especificaciones se

muestran en la Figura 3.5.

25
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Figura 3.5.Gráficas de probabilidad Weibull, Lognormal, Loglogı́stica e Inversa Gausiana con media

E(T ) = 50 y coeficiente de variaciónCV = 0.90

Al generar muestras de una distribución Weibull, con las especificaciones anteriores, se

obtienen los resultados que se muestran en los Cuadros 3.13−3.16. De estos se observa que

para cada tamaño de muestra (n), conforme el porcentaje de censura aumenta (γ) el porcen-

taje de veces que el AIC y BIC eligen como mejor modelo al Weibull va decreciendo, siendo

este del cual se generaron los datos (el verdadero modelo). Además notemos que en los 4

casos tal decremento es muy parecido, con la diferencia de que para los tamaños de muestra

más grande tal disminución comienza de valores más grandes, por ejemplo, paran = 100

comienza de 0.9661 hasta llegar a 0.5636, mientras que paran = 50 comienza de 0.8897 y

decrece a 0.4872, que es cuando se tiene un50% de censura. Ası́, la precisión del AIC y BIC

en esta situación se ve bastante afectada por la fracción de censura presente en la muestra,

pero a medida quen crece esta mejora. Lo anterior gráficamente también se puede apreciar

en la Figura 3.6.
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n = 20 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.7489 0.6471 0.5980 0.5623 0.5273 0.4717 0.4224 0.3741

Lognormal 0.0708 0.0988 0.1178 0.1317 0.1490 0.1744 0.2036 0.2433

Logloǵıstica 0.0387 0.1014 0.1146 0.1196 0.1169 0.1089 0.0937 0.0734

Inversa Gausiana 0.1416 0.1527 0.1696 0.1864 0.2068 0.2450 0.2803 0.3091

Cuadro 3.13.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más adecua-

da es una de las tres en comparación, siendo que los datos songenerados de una distribución Weibull

con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 20.

n = 30 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.8143 0.7161 0.6656 0.6246 0.5858 0.5273 0.4730 0.4244

Lognormal 0.0771 0.1071 0.1262 0.1444 0.1585 0.1941 0.2258 0.2647

Logloǵıstica 0.0363 0.0993 0.1206 0.1312 0.1409 0.1355 0.1253 0.1051

Inversa Gausiana 0.0723 0.0776 0.0876 0.0998 0.1148 0.1431 0.1759 0.2058

Cuadro 3.14.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las 4 en comparación, siendo que los datos songenerados de una distribución Weibull

con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 30.

n = 50 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.8897 0.7983 0.7500 0.7070 0.6685 0.5999 0.5369 0.4872

Lognormal 0.0632 0.0918 0.1070 0.1231 0.1411 0.1795 0.2215 0.2683

Logloǵıstica 0.0261 0.0887 0.1181 0.1391 0.1539 0.1673 0.1656 0.1459

Inversa Gausiana 0.0210 0.0213 0.0248 0.0308 0.0365 0.0534 0.0761 0.0986

Cuadro 3.15.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las 4 en comparación, siendo que los datos songenerados de una distribución Weibull

con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 50.
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n = 100 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.9661 0.9062 0.8640 0.8226 0.7789 0.7006 0.6277 0.5636

Lognormal 0.0231 0.0377 0.0475 0.0581 0.0715 0.1051 0.1525 0.2118

Logloǵıstica 0.0097 0.0551 0.0873 0.1175 0.1467 0.1888 0.2084 0.2053

Inversa Gausiana 0.0011 0.0010 0.0012 0.0018 0.0029 0.0055 0.0114 0.0193

Cuadro 3.16.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las 4 en comparación, siendo que los datos songenerados de una distribución Weibull

con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 100.
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Figura 3.6. Proporción de veces que el AIC y BIC eligen al modelo correcto, siendo que los datos se

generan de una distribución Weibull con mediaE(T ) = 50 y coeficiente de variaciónCV = 0.90.

Para cuando la distribución Lognormal con mediaE(T ) = 50 y coeficiente de variación

CV = 0.90 es la que genera los datos, el comportamiento de los resultados difieren al obte-

nido en el caso Weibull, esto se puede observar en los Cuadros3.17-3.20.Únicamente para

n = 100 y γ = 0 la distribución Lognormal resulta la más adecuada, y paralas restantes

combinaciones den y γ el AIC y BIC indican a la distribución inversa gausiana comola

mejor. Cuando solamente se consideran = 20 (Cuadro 3.17), excepto enγ = 0.5, el más
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peor de los cuatro en competencia es el modelo Lognormal, manteniéndose la proporción de

selección correspondiente aproximadamente constante en0.09. Paran = 30, 50 y 100 los

criterios ya no señalan al Lognormal como el peor, salvo cuando no hay censura yn = 30.

Para los 3 últimos tamaños de muestra se tiene que el porcentaje de selección del modelo

correcto decrece ligeramente conforme la fracción de censura aumenta, no obstante el mayor

cambio se observa deγ = 0 aγ = 0.05. Ver Figura 3.20. Además, si bien conforme el tamaño

de muestra aumenta la proporción de selección del modelo correcto crece, tal proporción es

relativamente baja (< 0.5) aún cuando se alcanzan = 100 con muestras sin censura. Ası́,

en esta situación el desempeño del AIC y BIC se ve afectado con la presencia de censura al

menos con los tamaños de muestra aquı́ consideradas.

n = 20 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.2061 0.1814 0.1659 0.1614 0.1629 0.1619 0.1665 0.1725

Lognormal 0.0902 0.0882 0.0922 0.0942 0.0954 0.0955 0.0915 0.0839

Logloǵıstica 0.1470 0.1824 0.1677 0.1530 0.1353 0.1133 0.0915 0.0749

Inversa Gausiana 0.5568 0.5481 0.5742 0.5914 0.6064 0.6293 0.6505 0.6688

Cuadro 3.17.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación, siendo que los datosson generados de una distribución

Lognormal con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 20.

n = 30 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.1524 0.1342 0.1291 0.1303 0.1328 0.1417 0.1515 0.1609

Lognormal 0.1505 0.1390 0.1428 0.1427 0.1459 0.1478 0.1368 0.1291

Logloǵıstica 0.1688 0.2000 0.1846 0.1667 0.1509 0.1261 0.1048 0.0828

Inversa Gausiana 0.5284 0.5268 0.5435 0.5604 0.5704 0.5843 0.6068 0.6272

Cuadro 3.18.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más adecua-

da es una de las 4 en comparación, siendo que los datos son generados de una distribución Lognormal

con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 30.
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n = 50 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.0882 0.0802 0.0829 0.0875 0.0925 0.1038 0.1167 0.1338

Lognormal 0.2492 0.2272 0.2277 0.2276 0.2262 0.2268 0.2165 0.1955

Logloǵıstica 0.1829 0.2112 0.2005 0.1849 0.1731 0.1484 0.1266 0.1080

Inversa Gausiana 0.4797 0.4815 0.4889 0.5000 0.5082 0.5210 0.5402 0.5627

Cuadro 3.19.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más adecua-

da es una de las 4 en comparación, siendo que los datos son generados de una distribución Lognormal

con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 50.

n = 100 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.0252 0.0268 0.0307 0.0354 0.0415 0.0525 0.0660 0.0841

Lognormal 0.4138 0.3764 0.3706 0.3663 0.3657 0.3593 0.3437 0.3153

Logloǵıstica 0.1657 0.2020 0.1977 0.1880 0.1814 0.1640 0.1479 0.1351

Inversa Gausiana 0.3952 0.3948 0.4010 0.4103 0.4115 0.4243 0.4424 0.4655

Cuadro 3.20.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más adecua-

da es una de las 4 en comparación, siendo que los datos son generados de una distribución Lognormal

con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 100.
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Figura 3.7. Proporción de veces que el AIC y BIC eligen al modelo correcto, siendo que los datos se

generan de una distribución Lognormal con mediaE(T ) = 50 y coeficiente de variaciónCV = 0.90.

Para seguir con el estudio ahora se asume que la distribución que genera los datos es Lo-

glogı́stica con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90. Los resultados para esta situación se muestran

en los Cuadros 3.21−3.24. El primer comportamiento general que se observa de tales cua-

dros es que conforme la fracción censura aumenta, la proporción de elegir el modelo correcto

decrece, tal como lo anticipa el análisis teórico. Además, se puede observar que a medida que

el tamaño de muestra se hace más grande tal decrecimiento comienza de valores cada vez

superiores, aunque también es cada vez más rápido; paran = 20 comienza en 0.2942 hasta

llegar a 0.1660 enγ = 0.5, paran = 30 de 0.3847 a 0.1561, paran = 50 de 0.5052 a 0.1818,

y paran = 100 de 0.6633 a 0.2775. Adicionalmente del Cuadro 3.21 se tienenque para todos

los valores deγ la distribución loglogı́stica no es la mayormente elegida. Paran = 30 (Cua-

dro 3.21) enγ = 0 y 0.05 el modelo loglogı́stico es el más elegido, paran = 50 enγ = 0,

0.05, 0.10, 0.15 y 0.20, y paran = 100 en todos los valores deγ aquı́ considerados (Cuadro

3.24) es mayor la proporción que se selecciona el modelo correcto, salvo cuando la fracción

de censura es del50% donde la distribución Weibull es la más elegida (0.3044).Obsérvese

también que la mayor proporción de selección del modelo correcto es menor a0.70, la cual

se encuentra enn = 100 y γ = 0 y representa la combinación, de las aquı́ consideradas,
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con la que se cuenta con mayor información. De esta manera, se tiene que este escenario el

desempeño del AIC y BIC no es bueno aún con tamaños de muestra más grandes los cuales

frecuentemente son usados en la práctica (50, 100) y peque˜na fracción de censura, aunado

que a medida que esta ultima crece, afecta significativamente la capacidad del selección del

verdadero modelo.

El comportamiento de las proporciones de selección del modelo correcto, con mayor de-

talle se puede observar gráficamente en la Figura 3.8.

n = 20 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.2233 0.2113 0.2153 0.2282 0.2387 0.2610 0.2676 0.2648

Lognormal 0.0595 0.0549 0.0586 0.0623 0.0617 0.0645 0.0631 0.0596

Logloǵıstica 0.2942 0.3156 0.2807 0.2546 0.2367 0.2081 0.1866 0.1660

Inversa Gausiana 0.4230 0.4182 0.4454 0.4549 0.4629 0.4664 0.4827 0.5097

Cuadro 3.21.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las tres en comparación, siendo que los datosson generados de una distribución

Loglogı́stica con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 20.

n = 30 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.1636 0.1607 0.1818 0.2041 0.2276 0.2603 0.2799 0.2917

Lognormal 0.0961 0.0898 0.0912 0.0949 0.0970 0.1023 0.0991 0.0946

Logloǵıstica 0.3847 0.3753 0.3266 0.2913 0.2596 0.2205 0.1894 0.1561

Inversa Gausiana 0.3556 0.3742 0.4004 0.4097 0.4157 0.4169 0.4317 0.4576

Cuadro 3.22.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más adecua-

da es una de las 4 en comparación, siendo que los datos son generados de una distribución Loglogı́stica

con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 30.
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3.2. IMPLEMENTACIÓN DEL MECANISMO DE CENSURA TIPO I

n = 50 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.0944 0.1036 0.1368 0.1701 0.2010 0.2503 0.2815 0.3070

Lognormal 0.1449 0.1328 0.1352 0.1439 0.1469 0.1520 0.1507 0.1441

Logloǵıstica 0.5052 0.4640 0.4082 0.3662 0.3303 0.2717 0.2267 0.1818

Inversa Gausiana 0.2555 0.2996 0.3198 0.3199 0.3218 0.3260 0.3411 0.3671

Cuadro 3.23.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más adecua-

da es una de las 4 en comparación, siendo que los datos son generados de una distribución Loglogı́stica

con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 50.

n = 100 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.0289 0.0417 0.0745 0.1095 0.1433 0.2082 0.2625 0.3044

Lognormal 0.1858 0.1771 0.1888 0.1978 0.2029 0.2066 0.2059 0.2046

Logloǵıstica 0.6633 0.6081 0.5542 0.5103 0.4739 0.4027 0.3391 0.2775

Inversa Gausiana 0.1220 0.1732 0.1825 0.1824 0.1798 0.1825 0.1925 0.2135

Cuadro 3.24.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más adecua-

da es una de las 4 en comparación, siendo que los datos son generados de una distribución Loglogı́stica

con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 100.
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Figura 3.8. Proporción de veces que el AIC y BIC eligen al modelo correcto, siendo que los datos se

generan de una distribución Loglogı́stica con mediaE(T ) = 50 y coeficiente de variaciónCV = 0.90.

Generando los datos de la distribución inversa gausiana con mediaE(T ) = 50 y CV =

0.90 se obtienen los resultados que se muestran en los Cuadros 3.25−3.28. Aquı́ el comporta-

miento de tales resultados es bastante diferente a lo obtenido cuando los datos son generados

de la distribución Weibull, Lognormal ó Loglogı́stica con las mismas especificaciones. Se ob-

serva que para todos los valores den y γ, la distribución gausiana inversa es la más elegida.

Para cada uno de los primeros tres tamaños de muestra que se consideran (n = 20, 30 y 50),

el comportamiento esperado no se aprecia, debido a que a partir deγ = 0.05 la proporción de

selección del modelo correcto comienza a crecer en vez de decrecer (es decir, según ambos

criterios, AIC y BIC, el modelo verdadero mejora entre más censura se tenga), además de

que el valor al que crece es superior para los tamaños de muestra más pequeños. Lo que si se

observa es que para cadaγ inferior a 0.3, el AIC y BIC son mejores entre más grande sea el

tamaño de muestra. Paran = 100 se observa un comportamiento más inclinado a lo intuitiva-

mente esperado, ya que a medida que la fracción censura crece, la cantidad de interés tiende,

aunque ligeramente, a decrecer. Ası́, a pesar de que el comportamiento de los resultados no

es del todo esperado, en esta situación el desempeño del AIC y BIC no se podrı́a juzgar de

forma negativa.
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n = 20 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.1378 0.1192 0.1034 0.0990 0.0948 0.0978 0.1039 0.1132

Lognormal 0.0709 0.0683 0.0753 0.0742 0.0758 0.0753 0.0713 0.0633

Logloǵıstica 0.1052 0.1385 0.1231 0.1071 0.0951 0.0776 0.0652 0.0583

Inversa Gausiana 0.6862 0.6740 0.6982 0.7198 0.7343 0.7493 0.7597 0.7652

Cuadro 3.25.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más adecua-

da es una de las tres en comparación, siendo que los datos songenerados de una distribución inversa

gausiana con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 20.

n = 30 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.0830 0.0722 0.0643 0.0636 0.0654 0.0701 0.0801 0.0936

Lognormal 0.1101 0.1045 0.1095 0.1094 0.1100 0.1084 0.1053 0.0962

Logloǵıstica 0.1008 0.1250 0.1112 0.0956 0.0849 0.0707 0.0604 0.0526

Inversa Gausiana 0.7062 0.6983 0.7150 0.7314 0.7398 0.7509 0.7542 0.7576

Cuadro 3.26.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las 4 en comparación, siendo que los datos songenerados de una distribución inversa

gausiana con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 30.

n = 50 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.0354 0.0290 0.0278 0.0291 0.0314 0.0371 0.0461 0.0592

Lognormal 0.1523 0.1484 0.1491 0.1542 0.1561 0.1578 0.1514 0.1402

Logloǵıstica 0.0779 0.0987 0.0855 0.0740 0.0659 0.0571 0.0516 0.0502

Inversa Gausiana 0.7345 0.7239 0.7377 0.7428 0.7466 0.7480 0.7509 0.7504

Cuadro 3.27.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las 4 en comparación, siendo que los datos songenerados de una distribución inversa

gausiana con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 50.
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n = 100 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50

Weibull 0.0043 0.0039 0.0040 0.0045 0.0058 0.0090 0.0130 0.0217

Lognormal 0.1872 0.1797 0.1862 0.1881 0.1933 0.1990 0.1946 0.1917

Logloǵıstica 0.0382 0.0509 0.0417 0.0340 0.0314 0.0279 0.0305 0.0351

Inversa Gausiana 0.7703 0.7656 0.7681 0.7735 0.7694 0.7642 0.7620 0.7514

Cuadro 3.28.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las 4 en comparación, siendo que los datos songenerados de una distribución inversa

gausiana con mediaE(T ) = 50 y CV = 0.90, considerando un tamaño de muestran = 100.
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Figura 3.9. Proporción de veces que el AIC y BIC eligen al modelo correcto, siendo que los datos

se generan de una distribución inversa gausiana con mediaE(T ) = 50 y coeficiente de variación

CV = 0.90.

Para verificar la consistencia del AIC en las proporciones deselección de cada uno de

los modelos que en esta sección se consideran, el Cuadro 3.29 muestra la mı́nima distan-

cia K-L del modelo candidatof(x|θ) al modelo que genera los datosg(x) (verdadero mo-

delo). La mı́nima distancia K-L entref(x|θ) y g(x) esta dada porI[g(.), f(.|θ0)], donde

θ0 = argmı́n
θ∈Θ

I[g(.), f(.|θ)]. Como de (2.4) se tiene que el estimador de máxima verosimili-
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3.2. IMPLEMENTACIÓN DEL MECANISMO DE CENSURA TIPO I

tud deθ del modelof(x|θ), θ̂n, converge en probabilidad aθ0, entonces se espera que para

n “grande”, la jerarquı́a del modelo más adecuado (de acuerdo a la distancia K-L) señala-

do en el Cuadro 3.29 se vea reflejado en los cuadros de resultados con tamaños de muestra

mayores, al menos para cuando la fracción de censura es nula. Ası́, para cuando los datos

son generados de la distribución WEI(52.0134, 1.1128), detal cuadro se tiene que el modelo

más adecuado es el Weibull, seguido por el loglogı́stico, lognormal e inverso gaussiano, lo

cual hace consistente a lo contenido en el Cuadro 3.16, aunque paraγ = 0 no exactamente

la distribución loglogı́stica sea la segunda más elegida. Esto es razonable ya que la distancia

de este modelo y del modelo lognormal al verdadero modelo, respectivamente, están muy

cercanas, 0.0632 y 0.0905. Enγ = 0.05, 0.10, 0.15, 0.20, 0.30 y 0.40 de (3.16) el orden de

jerarquı́a se mantiene, mientras que enγ = 0.50 pasa lo mismo que para cuando se tiene nula

fracción censura. Algo similar sucede paran = 50.

Para cuando el modelo verdaderog(x) es LOGNOR(3.6154, 0.7703) la jerarquı́a del me-

jor modelo de a cuerdo a la distancia de K-L es la siguiente: lognormal, inversa gausiana,

loglogı́stica y Weibull. Esta misma jerarquı́a se tiene para n = 100 (Cuadro 3.20), excepto

que para los valores deγ diferentes de0 el orden de los modelos lognormal e inverso gau-

siano intercambia, resultando este último el más elegido. Algo similar ocurre paran = 50.

Considerando el modelo LOGLOGIS(3.7197, 0.3353) es el que genera los datos, del Cua-

dro 3.24 se observa que paran = 100 y γ = 0 la proporción de selección del modelo correcto

es la más grande, luego la correspondiente al modelo lognormal, después la del inverso gau-

siano y por último la de la distribución weibull. Esta jerarquı́a es la marcada por la distancia

de K-L que se muestra en el tercer fila del Cuadro 3.29. Además, este mismo orden de pre-

ferencia se tiene para el resto de lasγ’s, salvo paraγ = 0.50 donde la posición del modelo

lognormal e inverso gausiano cambian y la de los dos restantes se mantienen.

Si la distribución IG(50, 1.2346) es la verdadera, comportamiento similares se obtienen

a los observados en el caso Weibull, pero adicionalmente en esta situación la jerarquı́a que

sugiere la distancia de K-L del Cuadro 3.29 también se aprecia paran = 50, salvo enγ = 0.5,

donde la posición de los modelos Weibull y loglogı́stico seintercambian.
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Modelo candidatof(x|θ)
Modelo verdaderog(x) WEI LOGNOR LOGLOGIS IG

WEI(52.0134, 1.1128) 0 0.0905 0.0632 0.5559

LOGNOR(3.6154, 0.7703) 0.0807 0 0.0095 0.0073

LOGLOGIS(3.7197, 0.3353) 0.1342 0.0138 0 0.0353

IG(50, 1.2346) 0.0944 0.0051 0.0223 0

Cuadro 3.29. Mı́nima distancia K-L entref(x|θ) y g(x), donde el modelo verdaderog(x) tiene

E(T ) = 50 y CV = 0.9.

Más escenarios se estudiaron considerando coeficientes devariaciónCV = 0.5, 2 y 3,

con los cuales se obtuvo un panorama más general del estudio, ya que como se mencionó, los

resultados solamente dependen del parámetro de forma de ladistribución (ó coeficiente de

variación) que genere los datos y no del de escala que se elija. Para cuando se generaron mues-

tras de distribuciones con un coeficiente de variación menor al que ya se discutió,CV = .5,

los resultados de selección de modelo correcto son bastante similares, manteniéndose apro-

ximadamente el mismo problema de selección del AIC y BIC cuando el modelo Lognormal

es el que genera los datos. Una posible explicación a esto esque la distribución lognormal y

la inversa gaussiana son muy similares si el coeficiente de variación es menor que 1 (Takagi

et al., 1997), además de que numéricamente la mı́nima distanciade K-L de uno hacia el otro

es relativamente “pequeña” y se alcanza en los mismo parámetros que hacen que ambos mo-

delos tengan misma media y mismo coeficiente de variación. Por ejemplo, siE(T ) = 50 y

CV = 0.5 la mı́nima distancia K-L de la familia gausiana inversa hacia el modelo lognormal

con tales especificaciones es 0.001036 y se alcanza enθ0 = 50 y β0 = 4, lo cuales también

corresponden a la distribución gausiana inversa con media50 y coeficiente de variación 0.5.

Resultados similares se obtienen si considera a la distribución gausiana inversa con misma

media y mismo coeficiente de variación como la verdadera, solo que ahora la mı́nima dis-

tancia K-L de la familia lognormal hacia este es 0.000869 y elcorrespondiente parámetro

esµ0 = 3.7997 y σ0 = 0.4731, los cuales también hacen que el modelo lognormal posea

E(T ) = 50 y CV = 0.5.

Para cuando se generan muestras de distribuciones con un coeficiente de variación mayor

que 1 se obtienen resultados que difieren al caso anterior. A medida que el coeficiente de

variación se aleja de 1, el problema de selección presenciado en la situación anterior cuando
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los datos son generados de la distribución lognormal va desapareciendo, algo esperado por lo

discutido en el párrafo anterior. Por la misma razón, cuando la distribución gausiana inversa

es de la que se obtienen las muestras, la eficiencia del AIC y BIC también tiende a mejorar.

Con el modelo loglogı́stico el comportamiento de los resultados se mantienen prácticamente

iguales al variar elCV, mientras que para el caso Weibull si cambian, obteniendo proporcio-

nes de selección de modelo correcto ligeramente más bajasque cuando se tomo unCV < 1.

Por ejemplo, conE(T ) = 50 y CV = 2.5 las proporciones de selección del modelo co-

rrecto generando los datos de la distribución WEI, LOGNOR,LOGLOGIS y IG con estas

caracterı́sticas, respectivamente se pueden observar en las Figuras 3.10-3.13
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Figura 3.10.Proporción de veces que el AIC y BIC eligen al modelo correcto, siendo que los datos

se generan de la distribución Weibull con mediaE(T ) = 50 y coeficiente de variaciónCV = 2.5.
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3.2. IMPLEMENTACIÓN DEL MECANISMO DE CENSURA TIPO I

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

0.
7

γ

P
ro

po
rc

ió
n 

de
 s

el
ec

ci
ón

n=20
n=30
n=50
n=100

Figura 3.11.Proporción de veces que el AIC y BIC eligen al modelo correcto, siendo que los datos

se generan de la distribución Lognormal con mediaE(T ) = 50 y coeficiente de variaciónCV = 2.5.
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Figura 3.12.Proporción de veces que el AIC y BIC eligen al modelo correcto, siendo que los datos

se generan de la distribución loglogı́stica con mediaE(T ) = 50 y coeficiente de variaciónCV = 2.5.
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Figura 3.13.Proporción de veces que el AIC y BIC eligen al modelo correcto, siendo que los datos

se generan de la distribución gausiana inverse con mediaE(T ) = 50 y coeficiente de variaciónCV =

2.5.

3.2.3. Distribuciones de uno, dos y tres parámetros

En esta parte se estudia el BIC y AIC pero ahora cuando se tieneel problema de discri-

minar entre las distribuciones Gama Generalizada, Weibull, Rayleigh, Exponencial y Log-

normal. Como adelanto de los resultados que se obtienen en este escenario, de forma general

se puede decir que se obtienen comportamientos bastante similares a los expuestos en las

secciones anteriores.

Las distribuciones que aquı́ se consideran todas tienen un parámetro de escala, ası́ que

por el Apéndice C se sigue que la elección de éste no alteralas proporciones de elec-

ción tanto del AIC como del BIC, esto es, los resultados son invariantes a la elección del

parámetro de escala en la distribución que genere los datos. Los valores de los parámetros

de las distribuciones con los cuales se experimentan en esteapartado son los siguientes:

GG(θ = 64, β = 5, κ = 3), WEI(β = 1.5, η = 64), RAY(σ = 45.6084), EXP(η = 64.5981)

y LOGNOR(µ = 4.839123, σ = 0.0365) ≈ GG(θ = 64, β = 5, κ = 30). La gráfica de

probabilidad correspondiente a estas 5 distribuciones se muestra en la Figura 3.14.
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Figura 3.14.Gráficas de probabilidad GG, WEI, RAY, EXP y LOGNOR

Para cuando los datos se generan de las distribuciones WEI(β = 1.5, η = 64), RAY(σ =

45.6084), EXP(η = 64.5981) y LOGNOR(µ = 4.839123, σ = 0.0365), las tablas de resul-

tados como desplegadas en los casos de las Subsecciones anteriores no se presentan, pero si

las gráficas que resumen las probabilidades de selección del modelo correcto, esto debido a

que el comportamiento de los resultados son análogos a los obtenidos en la Subsección 3.2.1.

Por estas razones para estas distribuciones los comentarios que se hacen son más breves y

hacen referencia a otros. Estas gráficas para las distribuciones WEI, RAY, EXP y LOGNOR

respectivamente se encuentran en las Figuras 3.15−3.17. Para cuando los datos generan de

la distribución WEI(β = 1.5, η = 64) (Figura 3.15) se observan resultados similares al caso

estudiado en la Subsección 3.2.1. Se observa que para cada fracción de censuraγ, a medida

quen crece, la proporción de selección de ambos criterios (AICy BIC) aumenta, y para cada

n esta decrece conforme al fracción de censura tiende a crecer. Aquı́ el desempeño del AIC es

superior al del BIC, aunque el desempeño de ambos es malo en los tamaños de muestra más

pequeños. Observaciones similares se tienen cuando los datos son generados de la distribu-

ción RAY(σ = 45.6084) y EXP(η = 64.5981), solo que en estos casos el desempeño del BIC

es mejor que del AIC y la presencia de censura no tiene un efecto negativo significativo en

ambos criterios, al menos para las fracciones de censura queaquı́ se experimentan (Figuras
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3.16 y 3.17).

Generando los datos del modelo LOGNOR(µ = 4.839123, σ = 0.0365), las proporciones

de selección del modelo correcto se presentan en la Figura 3.17 en la cual se aprecian cosas

observadas en escenarios estudiados: para cada tamaño de muestra, conforme la fracción de

censura presente es cada vez mas grande, las proporciones deselección tienden a decrecer,

y tal decrecimiento comienza de valores mayores a medida quen crece, aunque también se

tiene que dicho decrecimiento es más rápido, teniendo un efecto casi nulo la presencia de

censura para los tamaños de muestra mas pequeños. Aquı́ también el BIC es ligeramente

superior al AIC.
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Figura 3.15.Proporción de veces que el AIC (A) y BIC (B) eligen a la distribución WEI como mejor

modelo, siendo que de esta se generan los datos.
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3.2. IMPLEMENTACIÓN DEL MECANISMO DE CENSURA TIPO I
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Figura 3.16.Proporción de veces que el AIC (A) y BIC (B) eligen a la distribución RAY como mejor

modelo, siendo que de esta se generan los datos.
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Figura 3.17.Proporción de veces que el AIC (A) y BIC (B) eligen a la distribución EXP como mejor

modelo, siendo que de esta se generan los datos.
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3.2. IMPLEMENTACIÓN DEL MECANISMO DE CENSURA TIPO I
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Figura 3.18.Proporción de veces que el AIC (A) y BIC (B) eligen a la distribución LOGNOR como

mejor modelo, siendo que de esta se generan los datos.

Ahora, tomando a la distribución GG(θ = 64, β = 5, κ = 3) como la distribución verda-

dera, los resultados que se obtienen para tamaños muestra menores an = 100 son bastantes

desalentadores, por lo cual no se presentan. El desempeño de ambos criterios es bastante

malo aun cuando la presencia de censura es nula y los tamañosde muestra son cercanos por

debajo de 100. Sin embargo, para ilustrar como la fracción de censura afecta en este caso a

la proporción de selección del modelo correcto, se experimentaron con tamaños de muestras

mayores,n = 100, 200, 300 y 400. Los resultados obtenidos con estos tamaño de muestra se

presentan en los Cuadros 3.30−3.33. Para todos los tamaños de muestra y fracciones de cen-

sura considerados, se observa claramente la superioridad del AIC contra el BIC. Por ejemplo,

paran = 100 las proporciones de selección del modelo correcto con el AIC comienzan a

decrecer de 0.3737 hasta llegar a 0.0074, que es cuando se tiene50% de censura, mientras

que con el BIC tales proporciones decrecen de0.0176 a 0. Con el AIC y fracciones de cen-

sura nula, el modelo Weibull es el más favorecido y el que genera los datos el segundo (GG),

seguido por el modelo Lognormal, pero a medida que la fracci´on de censuraγ se acerca a0.5

este último modelo pasa a ocupar el primero, dejando al Weibull en segundo y desplazando

al verdadero en el tercer lugar. Con el BIC algo similar ocurre solo que el modelo verdadero

desde el comienzo ya es el tercero más elegido (Cuadro 3.30).
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3.2. IMPLEMENTACIÓN DEL MECANISMO DE CENSURA TIPO I

Al incrementar el tamaño de muestra an = 200, del Cuadro 3.31 se observa que en

ambos criterios las proporciones de selección del modelo correcto incrementan de forma

muy significativa, pero a medida que la fracción de censura crece, estas proporciones tienden

a decrecer rápidamente hasta casi alcanzar 0, llegando ambos criterios a favorecer más a la

distribución Weibull y Lognormal, cuando la fracción de censura se acerca al50%. Paran =

300 también en ambos criterios se tiene que la proporción de selección del modelo correcto

incrementa, aunque conforme la fracción de censura se aproxima a0.5, esta tiende a decrecer

más drásticamente que el caso anterior (Cuadro 3.32). Cuandon = 400 (Figura 3.33), con

el BIC el decrecimiento de la proporción de selección del modelo correcto es todavı́a más

rápido (de 0.7986 a 0), mientras que con el AIC se observa un decrecimiento ligeramente

más lento (de 0.9712 a 0.1866) que el observado conn = 300 (de 0.9225 a 0.0555), aunque

el desempeño de ambos criterios sigue siendo deficiente en la presencia de fracciones de

censura cercanas al50%. Las proporciones de selección del modelo correcto gráficamente se

pueden apreciar en la Figura 3.19, donde se refleja de mejor manera la superioridad que en

este caso tiene el AIC hacia el BIC.

n = 100 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC GG 0.3737 0.2228 0.1273 0.0598 0.0278 0.0120 0.0099 0.0074

Weibull 0.4211 0.4532 0.5014 0.5152 0.5205 0.5026 0.4834 0.4646

Rayleigh 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Exponencial 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Lognormal 0.2052 0.3240 0.3713 0.4250 0.4517 0.4854 0.5067 0.5280

BIC GG 0.0176 0.0007 0.0003 0.0005 0.0006 0.0012 0.0007 0.0000

Weibull 0.6213 0.5799 0.5722 0.5524 0.5394 0.5128 0.4924 0.4718

Rayleigh 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Exponencial 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Lognormal 0.3611 0.4194 0.4275 0.4471 0.4600 0.4860 0.5069 0.5282

Cuadro 3.30.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las 5 en comparación (GG, WEI, RAY,EXP y LOGNOR), siendo que los datos son

generados de una distribución GG(θ = 64, β = 5, κ = 3) considerando un tamaño de muestra

n = 100.
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3.2. IMPLEMENTACIÓN DEL MECANISMO DE CENSURA TIPO I

n = 200 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC GG 0.7831 0.6653 0.5607 0.4575 0.3531 0.1657 0.0410 0.0097

Weibull 0.1808 0.2380 0.2958 0.3462 0.3984 0.4815 0.5307 0.5225

Rayleigh 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Exponencial 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Lognormal 0.0361 0.0967 0.1435 0.1963 0.2485 0.3528 0.4283 0.4678

BIC GG 0.3437 0.1212 0.0305 0.0056 0.0011 0.0002 0.0001 0.0000

Weibull 0.4892 0.5852 0.6206 0.6144 0.6054 0.5773 0.5564 0.5308

Rayleigh 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Exponencial 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Lognormal 0.1671 0.2936 0.3489 0.3800 0.3936 0.4225 0.4435 0.4692

Cuadro 3.31.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las 5 en comparación (GG, WEI, RAY,EXP y LOGNOR), siendo que los datos son

generados de una distribución GG(θ = 64, β = 5, κ = 3) considerando un tamaño de muestra

n = 200.

n = 300 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC GG 0.9225 0.8550 0.7807 0.6962 0.6102 0.4167 0.2192 0.0555

Weibull 0.0715 0.1165 0.1655 0.2180 0.2679 0.3710 0.4696 0.5321

Rayleigh 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Exponencial 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Lognormal 0.0060 0.0285 0.0539 0.0858 0.1219 0.2124 0.3112 0.4124

BIC GG 0.6354 0.4198 0.2531 0.1156 0.0338 0.0012 0.0001 0.0000

Weibull 0.3096 0.4348 0.5256 0.5932 0.6246 0.6190 0.5984 0.5657

Rayleigh 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Exponencial 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Lognormal 0.0550 0.1454 0.2213 0.2912 0.3416 0.3799 0.4016 0.4343

Cuadro 3.32.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las 5 en comparación (GG, WEI, RAY,EXP y LOGNOR), siendo que los datos son

generados de una distribución GG(θ = 64, β = 5, κ = 3) considerando un tamaño de muestra

n = 300.
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3.2. IMPLEMENTACIÓN DEL MECANISMO DE CENSURA TIPO I

n = 400 Fracción de censuraγ

Distribuci ón 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5

AIC GG 0.9712 0.9396 0.8927 0.8342 0.7645 0.5963 0.3982 0.1866

Weibull 0.0278 0.0528 0.0892 0.1309 0.1770 0.2785 0.3867 0.4881

Rayleigh 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Exponencial 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Lognormal 0.0010 0.0076 0.0181 0.0349 0.0586 0.1252 0.2151 0.3253

BIC GG 0.7986 0.6296 0.4763 0.3247 0.1836 0.0169 0.0004 0.0000

Weibull 0.1859 0.3059 0.4081 0.4968 0.5690 0.6398 0.6241 0.5970

Rayleigh 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Exponencial 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Lognormal 0.0156 0.0645 0.1156 0.1786 0.2474 0.3433 0.3755 0.4030

Cuadro 3.33.Proporción de veces que los criterios AIC y BIC indican que la distribución más ade-

cuada es una de las 5 en comparación (GG, WEI, RAY,EXP y LOGNOR), siendo que los datos son

generados de una distribución GG(θ = 64, β = 5, κ = 3) considerando un tamaño de muestra

n = 400.
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Figura 3.19.Proporción de veces que el AIC (A) y BIC (B) eligen a la distribución GG como mejor

modelo, siendo que de esta se generan los datos.
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CAPÍTULO 4

Conclusiones

Después de hacer un estudio de simulación para comparar eldesempeño de los criterios

AIC y BIC, en la selección de modelos, bajo la presencia de censura, extraemos las siguientes

conclusiones.

Al hacer la discriminación entre los modelos WEI, EXP y RAY,se observa que gene-

rando los datos con uno de los modelos anidados en el modelo WEI, esto es EXP o RAY, la

eficiencia del criterio BIC es superior al AIC. Esta superioridad va siendo cada vez mayor a

medida que el tamaño de muestra aumenta, manteniéndose casi constante alrededor de 0.84

la proporción de selección del modelo correcto con el ı́ndice AIC, en todas las fracciones

de censura que se consideran. Aquı́ las fracciones de censura que se estudian, no afectan

significativamente el desempeño de ambos criterios. En la discriminación entre los mismos

modelos considerados anteriormente, pero generando los datos con el modelo WEI(η, 1.5),

el desempeño del criterio AIC es superior al BIC, observando en ambos casos que a medida

que el tamaño de muestra crece, la eficiencia de ambos criterios aumenta, siendo estos cada

vez más semejantes. Para tamaños de muestran = 20, 30 y 50, la proporción de selección

del modelo correcto por parte del criterio BIC es fuertemente afectada por la fracción de

censura, ocurriendo lo mismo para el criterio AIC, pero solopara los dos tamaños de mues-

tra más pequeños. Comportamientos similares se observancuando el parámetro de forma se
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elige cerca de 1.5, pero a medida que este se acerca a 1 o 2, ambos criterios se confunden

cada vez más, necesitando tamaños de muestra más grandespara mejorarla identificación del

modelo correcto. Conformeβ se aleja de 1 por debajo o se aleja de 2 por arriba, la capacidad

de selección de ambos criterios aumenta y va siendo cada vezmenos afectada por la frac-

ción de censura. Esto es algo esperado, ya que el modelo verdadero se aleja cada vez más de

los modelos RAY y EXP. En este caso, se observa que ambos criterios son consistentes. En

este caso, el criterio AIC es preferible para muestras pequeñas y el BIC lo es para muestras

grandes. Otro caso de interés fue la discriminación entrecuatro modelos que frecuentemente

compiten cuando se tienen datos de vida: Weibull, Lognormal, Loglogı́stico y Gaussiana in-

versa. Cuando se simularon datos de estas distribuciones con mediaE(T ) = 50 y coeficiente

de variaciónCV = 0.9, la fracción de censura fue un factor importante que afectosignifi-

cativamente la capacidad de selección del modelo correctopara ambos criterios, AIC y BIC.

Este efecto fue aún mayor cuando se tomaron muestras peque˜nas. En este estudio, el resulta-

do más inesperado se observó cuando los datos se generaroncon la distribución Lognormal,

donde la distribución Gaussiana inversa fue mayormente favorecida para todas las combina-

ciones den y γ consideradas en el estudio, salvo enn = 100 y γ = 0. Una explicación de

esto, es que para valores deCV menores que 1.0, estas dos distribuciones tienden a ser muy

parecidas. Cuando en el estudio se generaron los datos con unvalor deCV igual a 2.5, con el

modelo Loglogı́stico se obtuvo un comportamiento prácticamente análogo al casoCV = 0.9,

mientras que con el modelo Weibull se obtuvieron resultadosligeramente menos favorables.

Con el modelo Lognormal, al menos conn = 50, el problema anteriormente mencionado ya

no se tiene, ya que aquı́ el modelo correcto es elegido con mayor frecuencia y se enfatiza más

a medida que crece el valor delCV y el tamaño de muestra es mayor.

Al considerar el problema de discriminar entre los modelos GG, WEI, EXP, RAY y

LOGNOR, se observa que conforme la presencia de fracción decensuraγ se hace más gran-

de, el porcentaje de selección del modelo correcto decrece, excepto cuando el modelo que

genera los datos es el RAY o EXP, donde únicamente el tamañode muestra,n, tiene un efec-

to positivo sobre las proporciones de selección a medida que este aumenta. Cuando los datos

son generados de la distribución WEI(β = 1.5, η = 64), el AIC resulta superior al BIC, no

obstante con tamaños de muestra pequeños y fracciones de censura “grandes” el desempeño

de ambos resulta bastante malo (Figura 3.15. Contrario al caso Weibull, cuando los datos se

generaron del modelo RAY, EXP o LOGNOR el desempeño del modelo AIC resulta inferior
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al del BIC. Cuando los datos fueron extraı́dos del modelo GG(θ = 64, β = 5, κ = 3) el

desempeño observado para ambos criterios fue pésimo, conproporciones de selección cer-

canas a cero aún con las fracciones de censura más pequeñas y con los tamaños de muestra

más grande, de las aquı́ consideradas. Sin embargo, al experimentar con tamaños de muestra

más grandes,n = 100, 200, 300 y 400, además de observar el efecto positivo del tamaño de

muestra sobre las proporciones de selección del modelo correcto, también se observa el efec-

to negativo de las fracciones de censura sobres estas, incluso con eln más grande,n = 400

(Figura 3.19).

En general, en los escenarios estudiados se observó que la fracción de censura afecta sig-

nificativamente el desempeño de ambos criterios AIC y BIC. Este efecto disminuye a medida

que aumenta el tamaño muestral, aunque en muchos casos se requiere un incremento muy

grande, hasta alcanzar tamaños de muestra que en la práctica con frecuencia no se tienen.

Por ello se deben tener precauciones en el uso de estos ı́ndices como criterios de selección

de modelos de datos de vida, en presencia de censura y tamaños de muestra pequeños, ya

que nos pueden llevar a elegir un modelo incorrecto con alta probabilidad. Por esto, en si-

tuaciones similares a las aquı́ estudiadas, estos criterios pueden usarse como una herramienta

complementaria, mas no como la única que determine la elección del modelo. Incluso, deben

tomarse en cuenta otras fuentes de información, como por ejemplo la fı́sica o la quı́mica rela-

cionada con el patrón de falla de los componentes que se estudian. Esto último es importante

sobre todo, cuando nos interesa hacer extrapolaciones.

Además de extender el estudio anterior en la discriminaci´on de otros modelos y otras

fracciones de censura de interés, se podrı́a estudiar el desempeño de ambos criterios en mo-

delos de regresión de confiabilidad, ya sea en la elección del número de covariables a incluir,

o elegir entre modelos no necesariamente anidados.
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APÉNDICE A

Algunas distribuciones de tiempo de vida

A.1. Distribuci ón Weibull

Una variable aleatoriaT tiene distribución Weibull con parámetro de escalaη > 0 y

parámetro de formaβ > 0, T ∼ WEI(η, β), si su función de densidad y función de distribu-

ción están respectivamente dadas por

f(t; η, β) =
β

η

(
t

η

)β−1

exp

[
−
(
t

η

)β
]

F (t; η, β) = 1− exp

[
−
(
t

η

)β
]
, t ≥ 0.

La utilidad práctica de esta distribución se deriva de su habilidad de modelar tiempos de falla

en diferentes disciplinas.

La media y la varianza de la distribución Weibull están respectivamente dadas por

E(T ) = ηΓ(1 + 1/β)

Var(T ) = η2
[
Γ(1 + 2/β)− Γ2(1 + 1/β)

]

dondeΓ(x) =
∫
∞

0
zx−1 exp(−z)dz es la función gama,x > 0.

52



A.2. DISTRIBUCIÓN LOGNORMAL

Cuandoβ = 2, la distribución Weibull se reduce a la distribución Rayleigh con parámetro

σ = η/
√
2, RAY(σ), con función de densidad y función de distribución dadaspor

f(t; σ) =
t

σ2
exp

[
−
(

t

σ
√
2

)2
]

F (t; σ) = 1− exp

[
−
(

t

σ
√
2

)2
]
, t ≥ 0.

La media y la varianza de la distribución RAY(σ) son respectivamente,E(T ) = σ
√
π/

√
2 y

Var(T ) = (4− π)σ2/2.

Ahora, siβ = 1, la distribución Weibull se reduce a la distribución Exponencial, EXP(η),

con función de densidad y función de distribución respectivamente dadas por

f(t; η) =
1

η
exp

(
− t

η

)

F (t; η) = 1− exp

(
− t

η

)
, t ≥ 0.

La media y la varianza de una variable aleatoriaT ∼ EXP(η) son iguales:

E(T ) = Var(T ) = η.

A.2. Distribuci ón Lognormal

Una variable aleatoriaT tiene distribución Lognormal con parámetros−∞ < µ < ∞ y

σ > 0, T ∼ LOGNOR(µ, σ), si log(T ) ∼ NOR(µ, σ), es decir, si su función de densidad y

función de distribución están respectivamente dadas por

f(t;µ, σ) =
1

σt
φnor

[
log(t)− µ

σ

]

F (t;µ, σ) = Φnor

[
log(t)− µ

σ

]
, t ≥ 0

dondeφnor(·) y Φnor(·) denotan la función de densidad y función de distribuciónacumulada

de una variable aleatoria normal estándar. En este casoexp(µ) es un parámetro de escala,

mientras queσ es un parámetro de forma.

La media y varianza de esta distribución son,

E(T ) = exp

(
µ+

1

2
σ2

)

Var(T ) = exp
(
2µ+ σ2

) [
exp(σ2)− 1

]
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A.3. DISTRIBUCIÓN LOGLOGÍSTICA

La distribución lognormal es un modelo común para tiemposde falla. Siguiendo el teore-

ma del lı́mite central, esta distribución puede justificarse por ejemplo para una variable que

proviene del producto de un número grande de variables aleatorias positivas, independientes,

e idénticamente distribuidas.

A.3. Distribuci ón Logloǵıstica

Una variable aleatoriaT tiene distribución Loglogı́stica,T ∼ LOGLOGIS(µ, σ), si su

función de densidad y función de distribución están respectivamente dadas por

f(t;µ, σ) =
1

σt
φlogis

[
log(t)− µ

σ

]

F (t;µ, σ) = Φlogis

[
log(t)− µ

σ

]
, t ≥ 0

donde−∞ < µ < ∞, σ > 0, φlogis(z) = exp(z)/ [1 + exp(z)]2

y Φlogis(z) = exp(z)/ [1 + exp(z)]. exp(µ) es un parámetro de escala yσ es un parámetro de

forma.

La media y la varianza de esta distribución son respectivamente:

E(T ) =

{
exp(µ)Γ(1 + σ)Γ(1− σ), si σ < 1

no existe, si σ ≥ 1

Var(T ) =

{
exp(2µ)Γ(1 + 2σ)Γ(1− 2σ)− E2(T ), si σ < 1/2

no existe, si σ ≥ 1/2.

La forma de la distribución loglogı́stica es similar a la dela distribución lognormal.

A.4. Distribuci ón Inversa Gausiana

T tiene distribución Inversa Gausiana,T ∼ IG(θ, β), si su función de densidad y función

de distribución están respectivamente dadas por

f(t; θ, β) =
1

t
φligau [log(t/θ); β]

F (t; θ, β) = Φligau [log(t/θ); β] , t ≥ 0

dondeθ > 0 es parámetro de escala yβ > 0 es un parámetro de forma sin unidades,
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A.5. DISTRIBUCIÓN GAMA GENERALIZADA

φligau(z; β) =

√
β

exp(z/2)
φnor

{√
β

[
exp(z)− 1

exp(z/2)

]}

Φligau(z; β) = Φnor

{√
β

[
exp(z)− 1

exp(z/2)

]}
+ exp(2β)Φnor

{
−
√

β

[
exp(z) + 1

exp(z/2)

]}
.

La media y la varianza para esta distribución sonE(T ) = θ y Var(T ) = θ2/β, respectiva-

mente.

A.5. Distribuci ón Gama Generalizada

T tiene distribución Gama Generalizada,T ∼ GG(θ, β, κ), si su función de densidad y

función de distribución están respectivamente dadas por

f(t; θ, β, κ) =
β

Γ(κ)θ

(
t

θ

)κβ−1

exp

[
−
(
t

θ

)β
]

F (t; θ, β, κ) = Γ1

[(
t

θ

)β

; κ

]
t ≥ 0

dondeθ, β, κ > 0 y Γ1(v; κ) =

∫ v

0
xκ−1 exp(−x)dx

Γ(κ)
.

La media y varianza de esta distribución son:

E(T ) =
θΓ(1/β + κ)

Γ(κ)

Var(T ) = θ2
[
Γ(2/β + κ)

Γ(κ)
− Γ2(1/β + κ)

Γ2(κ)

]
.
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APÉNDICE B

Algunos resultados

Definición B.1

I(θ) =

∫
g(x)

∂ log[f(x|θ)]
∂θ

∂ log[f(x|θ)]
∂θ′

dx (B.1)

J(θ) = −
∫

g(x)
∂2 log[f(x|θ)]

∂θ∂θ′
dx (B.2)

Resultado B.1 Sig(x) se encuentra anidada en{f(x|θ) : θ ∈ R
p}, es decir,g(x) = f(x|θ∗)

para alǵunθ∗ ∈ R
p, entonces

1. θ0 = θ∗

2. y bajo condiciones de regularidad,I(θ0) = J(θ0).

Obsérvese que bajo los mismos supuestos del resultado (B.1), la ecuación (B.2) corresponde

a la forma alternativa de calcular la información esperadade Fisher,I(θ0).

Resultado B.2 Si X1, ...,Xn es una muestra aleatoria deg(x), θ̂n es el emv deθ, y θ0 =

argmı́n
θ∈Θ

I[g(.), f(.|θ)], entonces bajo condiciones de regularidad

√
n(θ̂n − θ0)

d−→
n→∞

MVNp[0, J
−1(θ0)I(θ0)J

−1(θ0)]. (B.3)
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Notése que si se tienen las condiciones del Resultado (B.1), este resultado es el correspon-

diente a la normalidad del emv deθ, θ̂n, en la teorı́a clásica de máxima verosimilitud en la

que se supone que el verdadero modelo esf(x|θ0). Una prueba de este resultado se puede ver

en Konishi y Kitagawa (2008). Otra en Claeskens y Hjort (2008).
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APÉNDICE C

Anexos

Supongamos que se tiene una variable aleatoria continuaT con función de distribución

G(t|α, θ) y función de densidadg(t|α, θ), dondeα y θ son sus parámetros. Supongamos

además que el primero de ellos,α, es un parámetro de escala, esto es, la densidad (g) y

función de distribución (G) deX pueden escribirse respectivamente como

g(t|α, θ) = 1

α
g(t/α|1, θ) (C.1)

G(t|α, θ) = G(t/α|1, θ) (C.2)

Seant1, . . . , tr los tiempos de falla ordenados observados deT hasta el tiempo de censu-

ra t1−γ , de una muestra de tamañon. Seanf1(t|α1, θ1), . . . , fp(t|αp, θp) y F1(t|α1, θ1), . . . ,

Fp(t|αp, θp) respectivamente las densidades y funciones de distribuci´on, dep modelos alter-

nativos para modelar estos datos, donde para elj-ésimo modelo (j = 1, . . . , p), αj representa

un parámetro de escala yθj sus restantes parámetros.

Observemos que sîαj y θ̂j son los EMV deαj y θj , respectivamente, entonces de (C.1) y

(C.2) la verosimilitud maximizada para elj-ésimo modelo se puede expresar como
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Lj(α̂j, θ̂j ; t) = máx
αj ,θj

[
r∏

i=1

fj(ti|αj, θj)

]
[1− Fj(t1−γ |αj, θj)]

n−r

= máx
αj ,θj

[
r∏

i=1

1

αj
fj(ti/αj |1, θj)

]
[1− Fj(t1−γ/αj|1, θj)]n−r

= máx
αj ,θj

[
r∏

i=1

1/α

αj/α
fj [(ti/α)/(αj/α)|1, θj]

]
{1− Fj [(t1−γ/α)/(αj/α)|1, θj]}n−r

= (1/α)r máx
αj ,θj

[
r∏

i=1

fj(ti/α|αj/α, θj)

]
[1− Fj(t1−γ/α|αj/α, θj)]

n−r

= α−rmáx
α∗

j ,θj

[
r∏

i=1

fj(t
∗

i |α∗

j , θj)

]
[
1− Fj(t

∗

1−γ|α∗

j , θj)
]n−r

= α−rLj(α̂
∗

j , θ̂j ; t
∗)

dondeα∗

j = αj/α, t∗i = ti/α , t∗1−γ = t1−γ/α y α̂∗

j es el EMV del parámetro de escala bajo

el modeloj, αj , pero con una muestrat∗
1
, . . ., t∗r que proviene de una variable aleatoriaT ∗ d

=

T/α, esto es, con densidadg(t|1, θ) y función de distribuciónG(t|1, θ), donde el parámetro

de escala es conocido e igual a 1. Además obsérvese queG(t∗
1−γ |1, θ) = G(t1−γ/α|1, θ) =

G(t1−γ|α, θ) = 1 − γ. De este modo, las log-verosimilitudes de losp modelos alternativos

pueden expresarse de la siguiente manera

ℓj(α̂j, θ̂j ; t) = ℓj(α̂
∗

j , θ̂j; t
∗)− r log(α), j = 1, . . . , p

dondet∗ es el vector que contiene a last∗i , las cuales corresponden a observaciones de una

variable aleatoriaT ∗ con densidad y función de distribucióng(t|1, θ) y G(t|1, θ), respectiva-

mente. Ası́, ya quer log(α) es un término común en todos los modelos, se sigue que tantoen

el AIC como en el BIC la elección del mejor modelo es independiente del parámetro de es-

cala de la distribución de la cual provienen los datos, bajolas condiciones en las cuales tanto

el modelo que genera los datos como los modelos alternativostienen un parámetro de escala.

Esto es, repeticiones independientes de las simulaciones para dos casos en el que únicamente

el parámetro de forma difiere en el modelo que genera los datos, proveen valores del AIC y

BIC que son versión escalada uno del otro.
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