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Este trabajo estudia el problema de pago éptimo de dividendos que hace una compania de
seguros a sus accionistas a partir de su proceso de riesgo (o superdvit) hasta el momento
en que ésta queda en ruina, utilizando el modelo de De Finetti [Fin57].
En el modelo originalmente propuesto por De Finetti [Fin57] se plantea el problema de
determinar la estrategia 6ptima de pagos de dividendos a partir de un proceso de riesgo
que se modela como una caminata aleatoria de saltos +1, demostrando [Fin57] que el pago
de la estrategia de dividendos éptima es una estrategia de barrera. Es decir, existe una



constante mayor o igual a cero tal que el excedente entre el proceso de riesgo y la constante
en cada tiempo es pagado a los poseedores de las acciones.

En el caso en que el proceso de riesgo es a tiempo continuo, el problema de encontrar
una estrategia de barrera que sea la estrategia de dividendos 6ptima ha sido estudiado
extensamente cuando el proceso de riesgo es un movimiento browniano estandar con deriva
[Ger69, ZPS95, Tak00], un proceso de Cramer-Lundberg [AMO05, Biith96, Ger69, Sch06,
Zho05] o un proceso de difusién [AHT00, AT97].

Recientemente el problema de De Finetti ha sido estudiado cuando el proceso de riesgo
es un proceso de Lévy espectralmente negativo [APP07, KP07, Loe08, RZ07, Zho06]. Dado
que el superavit de una compania de seguros varia a cada instante de tiempo hasta el
momento en que paga las reclamaciones a sus clientes, el proceso de Lévy espectralmente
negativo es una buena aproximacién para modelar este superavit, ya que una de las ca-
racteristicas de éste es que sus trayectorias no son mondétonas y tienen saltos no-positivos.
Ademas, se puede ver que los dos primeros modelos mencionados en el parrafo anterior son
procesos de Lévy espectralmente negativos [Fur98, HPSV04, KP07].

En este trabajo se estudiaran condiciones suficientes para que la estrategia 6ptima de
dividendos sea una estrategia de barrera, en el caso en que el proceso de riesgo es un
proceso de Lévy espectralmente negativo, y veremos la relacién que hay con las funciones
g-escala, las cuales determinan a este proceso.

En los trabajos de R. L. Loeffen [Loe08], F. Avram, Z. Palmowski y M. R. Pistoriuos
[APPO7], J. -F. Renaud y X. Zhou [RZ07] y X. Zhou [Zho06], muestran la relacién explicita
que hay entre las funciones de valor y las funciones g-escala cuando la estrategia de pagos
es una estrategia de barrera. Ademas, en los dos primeros trabajos definen una estrategia
de barrera, cuyo nivel queda determinado por las funciones g-escala y estudian condiciones
suficientes para que ésta sea la estrategia de dividendos 6ptima. Cabe mencionar que las
definiciones de dicha estrategia de barrera en los dos trabajos son diferentes entre si.

Como se vera posteriormente, las funciones g-escala estan determinadas por su transfor-
mada de Laplace y en pocos casos se puede determinar explicitamente éstas. Se estudiaran
dos métodos numéricos, Integral de Inversién de Bromwich e Inversion Post-Widder, que
nos ayudaran a aproximarnos a estas funciones a partir de la inversion de la transformada
de Laplace, y en consecuencia tener aproximaciones de la estrategia de barrera 6ptima y
la funcién de valor correspondiente. Para hacer uso de estos métodos numéricos se debe
estudiar primero la relaciéon que hay entre la funcién de renovacion de cierto subordinador
y las funciones g-escala.

El resto de la tesina esta organizada de la siguiente manera. En la seccion 2 se definiré el
proceso de Lévy espectralmente negativo, su exponente de Laplace y las funciones g-escala.
Se mencionaran algunas de sus propiedades y se vera la relacion que hay entre las funciones
g-escala y las trayectorias del proceso de Lévy espectralmente negativo. Ademas, se daran
algunas de las condiciones suficientes para que las funciones g-escala sean suficientemente
suaves. Para el estudio de las funciones g-escala y las condiciones suficientes y neceserias
para que éstas sean suficientemente suaves, el lector se puede referir a: [Kyp06], [Ber96] y
[CKS09].

En la seccién 3 se planteara el problema de dividendos. Se definird una estrategia de
dividendos, una estrategia de dividendo admisible, la funcién de valor y una estrategia de
barrera al nivel de una constante mayor o igual a cero. Se vera que el problema de encontrar



una estrategia de dividendos éptima es un problema de control estocastico. Ademas, se
tendra la relacion que hay entre las funciones g-escala y la funcion de valor de una estrategia
de barrera. Por ultimo, se estudiaran condiciones suficientes para que la estrategia de
dividendos éptima sea una estrategia de barrera. Para esta parte seguimos los articulos de
R. L. Loeffen [Loe08], F. Avram, Z. Palmowski, y M. R. Pistoriuos [APPO07], J. -F. Renaud
y X. Zhou [RZ07], y X. Zhou [Zho06].

Finalizando, en la seccién 4, se hablard acerca de la relacién que hay entre las funciones
g-escala y la funcién de renovacion de un subordinador conocido como de escala ascendente.
Luego, se estudiaran dos métodos numéricos, Integral de Inversion de Bromwich e Inversion
Post-Widder, que se aplicaran en la obtencion de aproximaciones a las funciones g-escala,
las cuales se ilustraran en tres ejemplos. En dos de los ejemplos las funciones g-escala estan
dadas explicitamente, lo que nos da pie a compararlas con las aproximaciones que nos dan
estos dos métodos numeéricos.

En la dltima parte de esta seccién se usaran dos de los tres ejemplos mencionados
anteriormente para ver graficamente las condiciones suficientes que se tratan en la seccién
3 y tener una aproximaciéon de la barrera 6ptima. Ademds, se obtendran ilustraciones de
estas condiciones suficientes y aproximaciones de la barrera éptima a partir del método de
Post-Widder. Para esta seccién se trabajo con los articulos de J. Abate, G. L. Choudhury
y W. Whitt [ACWO00], W. Feller [Fel71], trabajos que mencionan los métodos numéricos
Integral de Inversién de Bromwich e Inversién Post-Widder; L. Chaumont, A. Kyprianou y
J. C. Pardo [CKP09], A. E. Kyprianou y V. Rivero [KR08], estos estudian y dan ejemplos
de funciones g-escala; y por tltimo el de M. Veillete y M. S. Taqqu [VT10], aplica los
métodos numéricos mencionados antes para aproximar la funciéon de renovacion de un
suboordinador.

2 Procesos de Lévy espectralmente negativos

Un proceso X = {X; : t > 0} definido en un espacio de probabilidad (Q, F, F =
{Fi}i>0, P), donde la filtracion F satisface las condiciones de completez y continuidad
por la derecha, es un proceso de Lévy si cumple las siguientes propiedades:

1. Las trayectorias de X son continuas por la derecha con limites por la izquierda casi
seguramente.

2. P(Xo=0)=1.
3. Para todo 0 < s <t, X; — X, es igual en distribucién a X;_,.
4. Para todo 0 < s <t, X; — X, es independiente de {X,, : u < s}.

Definamos a {P, : € R} como la familia de medidas de probabilidad correspondientes
a la traslacion de X con condicién inicial Xy = x, donde Py = P. El valor esperado con
respecto a [P, se denota por E,.

Los procesos de Lévy se pueden clasificar a partir de sus trayectorias, es decir, éstas
pueden ser o bien monoétonas o no-mondtonas. Si las trayectorias de un proceso de Lévy X
son no-decrecientes casi seguramente se le llama subordinador; si las trayectorias de este



proceso son no-monotonas con saltos no-positivos se le llama proceso de Lévy espectral-
mente negativo.

Por la férmula de Lévy-Khintchine [Kyp06, Teorema 1.6], el proceso de Lévy X estd
determinado por la tripleta (v, o, v), donde v € R, 0 > 0 y v es una medida en R\{0} tal
que

/ (1A |z[*)v(dr) < oo. (2.1)
R\{0}
Ademas, su exponente caracteristico esta dado por

T(X) = —log(E(e™™))

= 17A + 1O'2>\2 + / (1 — ei)\x + i/\JZ-ﬂ{‘xKl})V(dZL‘),
2 R\{0}
para todo A € R.

Observe que la medida v es la medida de saltos del proceso de Lévy X. Quiere decir que
si X es un subordinador, v((—00,0)) = 0. Y si X es un proceso de Lévy espectralmente
negativo, v((0,00)) = 0.

Salvo que se diga lo contrario, en lo que resta de esta seccién se considerara al proceso
X como un proceso de Lévy espectralmente negativo que esta determinado por la tripleta
(7, o, v), donde v € R, 0 > 0 y v es una medida de saltos en (—o0,0) que satisface la
ecuacion (2.1). Quiere decir que su exponente de Laplace estd dado por

P(A) = log(E(eM))
=~ + %UQV + / (€ =1 = Al ggsoy)v(da), (2.2)

(_0070)

para todo A > 0. Entonces la funcién ¢ : [0,00) — R tiene las siguientes propiedades,
cuyas demostraciones se encuentran en el Apéndice A:

1. Es infinitamente diferenciable en [0, c0).
2. Es estrictamente convexa en [0, 00).
3. ¢(0) = 0y ¢(o0) = oo.

A partir de estas propiedades se sigue que E(X;) = ¢/(0+) € [—00,00). Definiendo a la
funcién ®(q), como la raiz mas grande de la ecuacién ¥(\) = ¢, es decir

®(q) =sup{A > 0: (\) = ¢}, para todo g € R, (2.3)
se afirma que:

1. Si E(X;) > 0, la funcién ®(q) es la tnica solucién a la ecuacién (\) = ¢, para todo
q=>0.

2. Si E(X;) < 0, la funcién ®(g) es la tnica solucién a la ecuacién 1p(\) = ¢, para todo

g > 0. En el caso en que ¢ = 0, la ecuacién ¥(A) = 0 va a tener dos raices, a saber 0 y
o(0).



3. La funcién ¢ es estrictamente creciente y la funcién @ es la inversa de v en el intervalo
[©(0), 00).

Otra manera de ver la expresién (2.2) es de la siguiente forma

Y(\) = (—w + %02/\2> - (u((—oo, ) /(0071] e 1)%)

. (/(LO)(eM - /\m)u(dx)),

para todo A > 0. Observe que los tres sumandos de la ecuacién anterior son los corres-
pondientes exponentes de Laplace de ciertos procesos de Lévy independientes, lo cual nos
sugiere que el proceso X estd determinado por la suma de éstos. Es decir, por el Teorema
de la Descomposicién de Ito [Kyp06, Teorema 2.1], se tiene que

Xt:(UBt—’Yt)+</ / xN(dstac))
[0,t] J (—o00,—1]

+ <lim/ / z(N(ds x dz) — v(dz) ds)), para todo t >0, (2.4)
0 10, J(-1,—¢]

donde {B; : t > 0} es un movimiento browniano estdndar y N es la medida aleatoria de
Poisson en ([0, 00) X (—00,0), B, dt x v(dx)), siendo B la o-algebra generada por B[0, 00) X
B(—00,0). El segundo sumando de la ecuacién anterior es un proceso de Poisson compuesto
con tasa v((—oo, —1]) y distribucién de saltos no positivos

v((—o0, 1)) w(dz)|(—co,-1.

El dltimo sumando de la ecuacién es una martingala cuadrado integrable con un ntmero
de saltos denso de tamano menor que uno en cada intervalo finito casi seguramente.

Otra de las propiedades que tiene el proceso X, es que sus trayectorias son de variacién
acotada o de variacién no acotada.

Condiciones necesarias y suficientes para que el proceso X tenga trayectorias de variacion
acotada son que [Kyp06, Lema 2.12]

o=0 vy / (1A |z]) v(de) < oo.
(_0070)

Lo cual nos lleva a que el exponente de Laplace, ecuacién (2.2), tome la forma

P(A) =d\ — / (1 —e*)r(dx), para todo A >0, (2.5)
(70070)
donde la deriva o
d=—y— / zv(dz) >0, (2.6)
-1

porque si no lo fuese, se sigue que 1 es el exponente de Laplace de un subordinador decre-
ciente, es decir, un proceso de Lévy cuyas trayectorias son no-crecientes casi seguramente,



lo que nos lleva a perder la propiedad de no-monotonia de las trayectorias de un proceso
de Lévy espectralmente negativo.
La ecuacion (2.5) puede ser vista también como

B(A) = dA —/ (1 ) u(da)

(_0070)
=d\ — )\/ / ™ dy v(dx)
(—00,0)  (z,0)

=d\ — )\/ eMo(y) dy, (2.7)
(70070)

para todo A > 0, donde v(y) = f(foo 9 v(dzx), para todo y < 0.

Proposicién 1. (i) Sea la funcién ¢ como en (2.2). Entonces

YN o®
Jm e =5

donde o > 0 es el coeficiente gaussiano.

(ii) Si X tiene trayectorias de variacién acotada, entonces

lim M =d,

A—oo A

donde d es el coeficiente de deriva dado por (2.6).

Demostracién. (i) Sea la funcién ¢ como en (2.2). Tomando A — oo se tiene que

YA o _ e —1— Al
1 = —+1
e A2 2 + fued (—00,0) A2 v

(dz).

Para usar el Teorema de Convergencia Dominada en la ecuacién anterior, se debe
A
|e r—1-— )\x]l{x>_1}|

)\2

acotar por una funcién g(x) integrable.

Six < —1,
e — 1]
\2

Observe que por (2.1) la funcién constante 1 es integrable en [—oo, —1].

<1, para todo A > 1,

Sea x € (—1,0). Entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones (A.2) y (A.3) se puede
ver que

eM—1—\x

1
32 < §|x|2, para todo A > 0.

1
Por la ecuacién (2.1) la funcién §|x|2 es integrable en (—1,0). Entonces,

|e’\’” —1- )\l’]l{$>_1}‘
22

1 2
< Tpp<y + §|$| Ties—1y,



para todo A > 1.

Por lo tanto, usando el Teorema de Convergencia Dominada tenemos

P\ o? / e =1 = Azl o?
O A L

(ii) Teniendo en cuenta la manera en que esta escrita ¢ en la ecuacién (2.7) y tomando
el cociente entre ésta y A se sigue que

M— — e)\yD
W /(OO’O) (v) dy. (2.8)

Entonces, tomando A — oo en (2.8) tenemos que

lim ¥ =d— lim eVu(y) dy.

A—00 A—o00 (—00,0)
Como eM(y) | 0 cuando A — oo, por el Teorema de Convergencia Mondtona se llega

a que )
v
T — d- D

lim
A—00

Definiendo el proceso £(c¢) = {&(c) : t > 0}, con ¢ > 0, como
&(c) = XY para todo t > 0,

es facil verificar que éste es una [P-martingala con respecto a la filtracién . Tomando
s <tyc>0, se sigue por definicion de un proceso de Lévy espectralmente negativo que
E(echfw(c)t | F) = E(ec(xzfXS)Jrer(c)t | Fs)
_ eXs—w(c)t]E(ec(Xt—Xs)>
_ eXS—Q,/)(c)t]E<ec(Xt75))
— oXs—v(O)t+9(c)(t—5)

_ eXS—lp(c)s‘

Por lo tanto el proceso £(c), con ¢ > 0, es una P-martingala con respecto a la filtraciéon F.
Como E(&(c)) = 1, para todo ¢, ¢ > 0, el proceso £(c) se puede usar para definir una

nueva medida de probabilidad it sobre la o-alegebra F; de la siguiente manera

dpe|
dP |,

&:(c), para todo t, ¢ > 0. (2.9)

A partir de esta medida de probabilidad se tiene que si X es un proceso de Lévy
espectralmente negativo respecto a la medida de probabilidad P, también lo es respecto
a la medida de probabilidad P¢, lo cual se sigue porque la medida de probabilidad P¢ es
absolutamente continua con respecto a la medidad de probabilidad IP. Por otro lado, el

7



exponente de Laplace en la nueva medida de probabilidad estd dado por [Kyp06, Corolario
3.10]

Ve(A) = log(E(e™1)) = ¥(A + ¢) — ¥(c)

1
= -\ + 502)\2 + o?e) — /( ) Arlps_1yv(da)
—00,0

+ / (M =1 = Azl s1y)e™ + Ave“ 1 ips 1y )v(dz)
(700’0)

= (020 -7+ / x(e™ — I)H{D_l}y(dx)) A
(70070)

1
+ 502/\2 + /( 0)(6’\:” — 1= Arlgps_1y)e“v(da),

para todo A > —c, donde [E€ es el valor esperado con respecto a la medida de probabilidad
Pe.

Esto quiere decir que el proceso de Lévy X, bajo la probabilidad P¢, esta determinado
por la tripleta (v*, o*, v*), donde

v = —o’c+ 7 +/ (1l —e”)ls_nyr(dr), o* =0, y v(dr)=e"v(dr).
(70070)

Note que el proceso X es de variacién acotada en P si y sélo si X es de variacion
acotada en P¢. Quiere decir que cuando o = 0,

/ (LA |z|)v(de) < oo siy sélo si / (LA |z|)e“v(dr) < oo,
(_0070)

(_0070)

lo cual nos lleva a que

Bo() = dA — / (1= e (dx).
(_0070)
Tomando ¢ = ®(q), con ¢ > 0, donde ®(q) es definido como la ecuacién (2.3), podemos
ver que

Vo) (A) = (A + ®(q)) — ¢, para todo, A > —P(q). (2.10)

De aqui que

w‘li(p)(o) = W(‘MQ)) > 0.

2.1 Funciones g-escala

Una de las caracteristicas que tiene el proceso X [Kyp06, Teorema 8.1] es que para todo
q > 0 existe una funcion W@ : R — [0, 00), tal que W@ (x) = 0siz < 0, y parax € [0, 00),
W@ (x) es una funcién continua, no decreciente y cuya transformada de Laplace estd dada

por
1

P(A) —q

8

/ e MW (z) dx = , para todo A > ®(q). (2.11)
(0,00)



A la funcién W@ se le llama funcién g-escala de X; la funcién W la denotaremos por
W.
Al considerar la medida de probabilidad P®@  con ¢ > 0, se puede ver que

Vo) (A — @(q)) = ¥(A) — ¢, para todo A > 0, (2.12)

lo cual nos lleva a que toda funcién g-escala la podemos representar mediante la funcién
Wa(q), bajo la medida de probabilidad P®@ cuya transformada de Laplace es

1
/ e MWy (z) dr = ———, para todo A > 0. (2.13)
(0.00) Ya(q)(N)

En consecuencia, teniendo en cuenta las ecuaciones (2.11), (2.12) y (2.13) se puede ver que

/ e MWW (z) de = / e~ A *@r g  (z)da.
(0,00)

(0,00)

Por lo tanto, la funcién g-escala bajo la medida de probabilidad P, queda determinada
bajo la medidad P®@ de la siguiente manera

W(q) (l‘) = extp(Q)W@(q)(l’), (2.14)

para todo x € R y para todo ¢ > 0.

Una de las aplicaciones mas interesantes que tienen las funciones g-escala es que apare-
cen en el cadlculo de la transformada de Laplace del primer tiempo de salida de X por la
parte superior del intervalo [0,a), donde a > 0 y = € [0,a] es el valor inicial de X. Es
decir, para a > 0 fijo, x € [0,a] y definiendo el primer tiempo de salida del proceso X del
intervalo [0, a) como

To,e) = inf{t >0 : X(t) ¢ [0,a)},
entonces [Kyp06, Teorema 8.1]

W@ (1)
_qT[ ,a) = —
E, (e 0 H{XT[O,Q)G}) W (a)’ para todo ¢ > 0. (2.15)

Consecuentemente, la probabilidad del primer tiempo de salida por la parte superior del

intervalo [0, a), estd dada en terminos de la funcién W, es decir, cuando ¢ = 0 se tiene que

W(z)
Wi(a)

]PQC(XT[OM =a)=

Lema 2. Para todo a > 0 y para todo ¢ > 0, el proceso
{e—q(t/\f[o,a))W(q) (Xt/\T[o,a>) C > 0}7

es una PP,-martingala.



Demostracién. Sean a,t > 0 y ¢ > 0. Entonces, aplicando la Propiedad Fuerte de
Markov, se tiene que

—q47(0,a B g
E, (e [0 )IL{XT[W) :a} ‘ ft/\ﬂO,a)) =E, (e o )H{XT[OVG)=G}]1{'5§T[O,«1)} ’ -/T"t)
—47(0,a)
+ (e H{XT[O’G) =a}]l{t>7'[07a)} ‘ ]:7'[0’(1)>

_ —qt qT a
=e ]Ext (6 0 {Xfo a)_a}) ﬂ{tST[o,a)}
qT[O,a)
+e H{Xf[o,a) :a} 1{t>7’[0,a) } ’

Como W@ (x) =0, para todo < 0, se tiene que

W (Xrpn)) = W@ (a) | + W@ (X

e o0 x,, <0}

= W(q ( ) {XT[Oya):a}'

De la anterior igualdad y de la ecuacién (2.15) se sigue que

E. (eqT[O’“) H{X 7(1}
T[0,a)

o W(q) (X)
[0,a) =€ W(q ( ) {t<7'[0 a)}

+ equ[O,a)

W(q) (Xt/\T[O,a))
1%74C)) (a)

— o 4(tAT.0))

Definiendo el proceso Y = {Y; : t > 0} como

Y, =E, (e_qT[O,a)W(q)(a)ﬂ{X - }
0,a) =%

]:tAT[o,a)>7 para todo t > 0,

se puede ver que este proceso es una P,-martingala, por lo que se sigue que
—q(tAT[0.q () .
{e a(tAT0,0)) 117 (4 (Xt/\T[O,a)) Ct > 0}’
es también una P,-martingala. O

Otra de las cosas que podemos ver acerca de las funciones g-escala, es que a partir de
su origen podemos obtener informacion sobre las trayectorias del proceso de Lévy X. A
saber [Kyp06, Lema 8.6]:

1. El proceso X es de variacion no acotada si y solo si

W@ (0) = 0. (2.16)

10



2. El proceso X es de variacién acotada si y solo si

1

W@ (0) = (2.17)

aa
donde d > 0 es la deriva definida en la ecuacién (2.6).

En este trabajo consideraremos que las funciones g-escala son suficientemente suaves.
A saber, una funcién f: R — R con f(z) =0 en z € (—00,0) es llamada suficientemente
suave en el punto x > 0 si f es continuamente diferenciable en x cuando X es de variacion
acotada y es dos veces continuamente diferenciable en = si X es de variacién no acotada.
Entonces, una funcién es suficientemente suave si es suficientemente suave en todo x > 0.
La derivada de W@ la denotaremos por W', Para ver condiciones suficientes y necesarias
para que W@ sea suficientemente suave remitase a [CKS09)].

Lema 3. Sea ¢ > 0. Entonces

*° / A
MWW () dz = ——— — W9D(0), para todo A > B(q). 2.18
/ (2)ds = S5 = W90, p @ (21

Demostracion. Sea ¢ > 0. Por el Teorema Fundamental del Célculo se tiene que

W (z) = W@ (2)dz + W@D(0), para todo z > 0.
(0,2]

Entonces
/ e_MW(q)(:v)da: = / e ( W(q)/(z) dz + W(Q)(O)) dx
0 0 (0,2]

e MW@' () W@ (0)
= d
/0 h zZ+ N

para todo A > 0.
Por lo tanto, teniendo en cuenta la ecuacién (2.11) y la igualdad anterior, se llega a que

> ! )\
—Azy7(@) dz =
I B4z = 0=

La siguiente proposicién esta ligada a la siguiente seccién de una manera explicita, ya
que nos ayudara a ver que la funcién de valor esta bien definida.

— WD(0), para todo A > ®(q). O

Proposicion 4. Sea ¢ > 0. Entonces,

/ 2 :
(i) Si X es de variacién no acotada entonces W@'(0) = —» donde o es el coeficiente
o

gaussiano.

v(0) +4
—5— donde

(ii) Si X es de variacién acotada entonces W@'(0) = g

v(y) = / v(dy), para todo y < 0.
(70073/)
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Demostracion. Sea ¢ > 0. Por integracién por partes se tiene que

lim e W@ (z) — W@'(0) = / e W@ (dx) — / e W@ (z) da,
0

T—00 0

Como / W@ (2)e™* dz es finita, ecuacién (2.18), se tiene que
0

lim e MW@' () = 0,
Xr—r00
entonces

~W@'(0) = / e MW@ (dr) — / Ae MW@' (1) d,
0 0

Por el Lema 3 se puede ver que

—W@'(0) = /0 N e W@ (dx) — (WZ_Q — AW (0)>.

Tomando el limite cuando A — oo en la igualdad anterior se llega a que

W@ (0) = lim (WZ_Q - )\W(’”(O)) : (2.19)

Usando el hecho anterior, se sigue que:

(i) Si X es de variacién no acotada entonces por la Proposicién 1 y la ecuacién (2.16),
la ecuacion (2.19) queda de la manera

, 2
W@ () = =.

o2

(ii) Si X es de variacién acotada entonces por (2.7) y (2.17) tenemos que la ecuacién
(2.19) queda de la forma

0
) / AeMD(z)dz + g
W(q)/(O) =~ Alin.}o oo
d— / M o(z)da — 4
oo A
0
. / (1 —e*)(dz) +q
= — lim —=
d A —=oo 0
T / M p(z)de — %
v(0) +4
== O
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3 Planteamiento del problema

Como el superavit de una compania de seguros varia a cada instante de tiempo hasta el
momento en que paga las reclamaciones a sus clientes, modelaremos a éste como un proceso
de Lévy espectralmente negativo X, con valor inicial Xy = x, ya que una de las propiedades
que tiene este proceso es que sus trayectorias son no mondétonas con saltos no-positivos.
Quiere decir que x es el capital inicial de la compania. De ahora en adelante al proceso X
le llamaremos proceso de riesgo.

Al proceso de riesgo le queremos descontar los dividendos que se les debe pagar a
los inversionistas bajo cierta estrategia. Dicha estrategia debe ser de tal manera que la
aseguradora no se vaya a la ruina.

Una estrategia de dividendos 7 = {L] : ¢t > 0} es un proceso F-adaptado, no decre-
ciente, continuo a izquierda y cuyo valor inicial Ly = 0, donde L] representa los dividendos
acumulados pagados hasta el tiempo ¢. Entonces, el proceso de riesgo con capital inicial
x > 0 que es controlado bajo la dindmica de 7 estd dado por U™ = {U] : t > 0}, donde

U =X, — L}, con Xy =2z, para todot > 0.

Sea o™ = inf{t > 0 : UF < 0} el tiempo en que ocurre el primer tiempo de ruina
del proceso de riesgo U”". Como queremos tener estrategias de dividendos tales que la
aseguradora no se vaya a la ruina al pagarlos, consideraremos estrategias m que cumplan
la siguiente condicién

Li, — L7 < U], paratodot <o”.

Tales estrategias se les llama estrategias de dividendos admisibles. Al conjunto de todas
las estrategias que cumplan la anterior condicion se le denotara por II.
Definimos la funcion de valor de una estrategia de dividendos 7 por

s

E, (/ e_qtde), siz >0,
Uﬂ-(l’) = 0

0, six <0,

donde ¢ > 0 es la tasa de descuento. La funcién de valor es la utilidad que esperan obtener
los inversionistas por haber invertido en la compania aseguradora bajo la tasa de descuento
q.

El problema de encontrar una estrategia 6ptima de dividendos termina siendo un pro-
blema de control estocastico, que consite en encontrar una funcion de valor éptima v, dada
por

v(z) = supv,(z), para todo z > 0,
mell

y una estrategia éptima m, € II tal que
Ur, () = vi(x), para todo z > 0.

Una de las tareas de este trabajo es estudiar condiciones suficientes para que la es-
trategia optima de dividendos sea una estrategia de barrera. Es decir, consideremos la
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estrategia de barrera al nivel a, 7, = {L{ : t > 0}, definida por

sup (X, —a)", sit>0,
L? = 0<s<t

0, sit =0,

y denotemos como v, a la funcién de valor de la estrategia de dividendos m,. Entonces,
queremos ver condiciones suficientes tales que v.(z) = v,(x), para todo = > 0, para un
cierto a especifico. Note, ademads, que la estrategia de barrera 7, es un proceso F-adptado,
no decreciente, continuo y con valor inicial L§ = 0.

En la siguiente proposicién se presentara de forma explicita la relacion que hay entre
la funcion de valor de una estrategia de barrera y las funciones g-escala.

Proposicién 5. Asumamos que W@ es continuamente diferenciable en (0, c0). La funcién
de valor de la estrategia de barrera al nivel a > 0 esta dada por

_ W(q)/(a)> )
Ua(x) - W(q)(a) .
l’—CL—FWT,(a), S1 T > a.

Demostracion. Seana >0y Xy =z > 0.

La demostracién de esta proposicién se desprende en tres casos. A saber: a = =,
r € (0,a) 0oz > a.

Supongamos que a = .

1
Sea n > 1 tal que — < a. Definiendo el tiempo de salida o,, como
n

1 1
crn:inf{tZO - Xy ¢(—,a—|——)},
n n

1
se tiene que las tnicas maneras en que el proceso X sale del intervalo (—, a + — | por
n n
primera vez, es cuando
1 1

Xoy <— 0 X,, =a+—,
n n

ya que este proceso tiene saltos negativos.
Entonces, la funcién de valor evaluada en a queda de la forma

a a

va(a) =E, (/0 e_qtdL? H{Xanﬁl}) + E, (/0 e_qtdL? H{Xan=a+i})' (31)

: 1
Como o, es estrictamente menor que ¢ en el evento {Xan =a+ — ¢, el segundo sumando
n

de la anterior ecuacién queda expresado como

E “qLe 1 1 =E, “tqLe 1 1
a(/o e t {Xgn:aJrn}) </[07%}G t {Xgn=a+n}>

+ E, (/ e_qtdL? H{X(y :a+1}). (32)
(O’n,oa} n poy
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Haciendo un cambio de variable, el segundo sumando de la anterior ecuacién queda de la
forma

E, <[ ] e_qtdL? H{Xan=a+i}> =[E, (/(0 } e_Q(t+0n)dL?—|—an 1{X0n2a+i}> . (33)

Definiendo el proceso X = {X, : ¢ > 0} como
)Aft = Xtto, — Xo, + a, para todo t > 0,

se tiene que el proceso X es un proceso de Lévy espectralmente negativo, con la misma
ley que nuestro proceso X e independiente de la o-dlgebra F, [Kyp06, Teorema 3.1].
Observe que este proceso es también un proceso de riesgo con valor inicial Xy, = a, quiere

decir que a partir de ¢l podemos definir un proceso de estrategia de barrera al nivel a,
7 ={L{ : t > 0}, donde

n

_ sup (X, —a)™, sit>0,
Lo = { o<t (3.4)
0, sit=0,

y el proceso de riesgo descontado, U= {ﬁt : t > 0}, de la siguiente manera

U =X, — L}, con X, = a, (3.5)

para todo t > 0.
1
Entonces, bajo el evento {Xon =a+ —} y tomando ¢ > 0 fijo se tiene la siguiente
n

igualdad en distribucion

LY, = sup (Xy—a)"Vv sup (Xy—a)"

t+o
" 0<s<on on<s<ttop

1
=—V sup (Xyio, —a)t
n  o<s<t

Il

~. 1
Li+ - (3.6)

Ademds, a partir de la igualdad anterior y el primer tiempo de ruina del proceso descontado
U, es decir B
o =inf{t >0 : U <0}, (3.7)

se tiene que
o =inf{t >0, : X; — L} <0}
o, +inf{t >0 : Xyy,, — L7, <0}
on+ 7. (3.8)
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Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.6) y (3.8), la ecuacién (3.3) queda de la forma

E, / e "dLY 1 —ar) | =Eq| e 1 —ar 11 Eq / e "dLy | F,,
((an,oal {en +"}> {on e} ((07'&‘1}
=Eo|e 1, _ 1B, / e—qtdig>)
{ on +77} ( (076.'11}
= Eo| ¢ Ly, _ups )Ea ( / e—qtdig>
nT4Tn (0,5]

~E, (ww IS }> vala). (3.9)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.2) y (3.9), la funcién valor v, evaluada en a queda de
la forma

’Ua<a) =E, (/[0 }e*qtdL? 1{X0n§5}>

+Ea (/ eiqtdLg ]]'{Xa a+1}> +Ea(eq‘7"]]_{Xa —a+l )Ua(a). (310)
[07 O'n] n n n n

Usando integraciéon por partes en el segundo sumando de la ecuacién anterior y recordando
la ecuacién (2.15) se sigue que

a

v 1
va(a) = E, (/0 e_qtdL? H{Xcrnﬁi}> + E]Ea (e_qU"H{X%:cw}L})
E Cewtradrl ) E, (e %"1 1y Vg
+ a(q/o e i dt {X%:M_n}) + (e {X(m:a_’_n})v (a)
1

EEG (e—qUn ]]‘{Xa7la+7ll}) + Ea (e—qan I]‘{Xgna-i-}l}) Ua(a)
W@ (a) W@ (a)

= 1 + 1 vg(a).
nW (@) (a + —) W <a + —)
n n

Ahora, definiendo el tiempo de salida o, con n > 0, como

1
U;:inf{tzo : Xy ¢ (O,a+—>},
n

y bajo el mismo argumento de la ecuacién (3.1) tenemos que

v

(3.11)

a a

va(a) = E, (/0 e_qtdL%z H{Xoh S0}> + E, (/0 e_qtdL? H{Xag:“‘*‘i}) .
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Puesto que 0% < o}, en el evento {X,, < 0}, entonces, argumentando como las lineas

anteriores, se llega a que

a

va(a) < E, </ ' e "dL? Lix, <0}) + E, (/ e dLe Lex, :a+1})
0 On— 0 On n
0'41 1 ,
_ —qt a - —qoy 1
E, (/0 e "dLj 1{X0h<0}> + n]Ea (e 1{X6%=a+n})
D) Ceetraden ) E,(e %1 1 ug(a).
+ a(q /0 ¢ {Xoran}) + (e {Xafa*n})v (@)

1
Por otro lado, se sabe que e”% < 1, para todo t > 0, y X; < a + — en el evento {XU;z =
n

1
a+ —}, se sigue que
n

E, / ematdron ) <E, (Lg, 1 )
< 0 ¢ X, <0} n Xy <0}
Po(Xo <0)

1
(1-Pu( =)
n

<

SI—3

y

!

On 1 /
_qt a 1 < — _ 90, 1
Ea<q/0 (§] Ltdt ]l{X[;;f“Jrn}) ~ nEa ((1 (§] )H{XU%:MF”})

1 1 o
— _(IP(I(XJ,’ﬂ =a-+ ﬁ) —]Ea<e q n]l{Xg,’n:a'i'»,lz}))‘

n
Entonces, por las ultimas dos desigualdades y la ecuacién (2.15) se llega a que

W@ (a)

vala) < ~ + mvam).

S|

n

Por lo tanto, considerando la anterior estimacién y la desigualdad (3.11) tenemos que

W (@ (a) W(Q)(a) (3.12)

Ug(a) = lim :
n—o00 1 (¢)
n (W(Q) (a + —) . G (CL)> w (CL)
n

Supongamos que x € [0,a). Definamos el tiempo de salida o4y como

00,0 = inf{t >0 : X; ¢ (0,a)},
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tenemos que L{ = 0, para todo ¢t < 0(,). Entonces, recordando la ecuacién (2.15) y la

ecuacion (3.12)
E, / e AL 1 )
( 0(0,a) ! {XU(O,CL) :(1}

]E:E —40(0,a) I]_ o
(e {Xo0a) :“}) va(@)
W@ (z)

W@ (a)

Va(T)

Por ultimo supongamos que x > a. Quiere decir que el proceso de dividendos 7 al
tiempo cero tiene un salto de tamano x — a, llevando al proceso U* al nivel a y para todo
t > 0 el proceso de dividendos 7 va a tener una estructura de la forma

Li = sup((Xs — @) + (z — a))"
s<t
= (x - a)ﬂ{t>0} + sup (Xs - :E>+.
0

<s<t

Entonces la funcion de valor queda de la forma

va(7) = E, (/ e_qtdL?) =r—a+E, (/ e_qtd( sup (X, — x)+)) (3.13)
0 (0,09] 0<s<t

Definiendo el proceso X = {X, : t > 0} de la siguiente manera
X, =X, — (r —a), para todo t > 0,

se sigue que éste es un proceso de Lévy espectralmente negativo con la misma ley que el
proceso X [Kyp06, Teorema 3.1]. Observe que el proceso X , con valor inicial )?0 = a, es
un proceso de riesgo. Entonces definiendo las estrategia de barrera al nivel a, 7® = {Z? :
t > 0}, y el proceso de riesgo descontado, U= {ﬁt : t > 0}, como en las ecuaciones (3.4)
y (3.5) respectivamente, se tiene que

_ sup (X, —x)%, sit>0,
L = { 0<s<t (3.14)
0, sit=0.

Ademas, definiendo 6 como en la ecuacion (3.7) y teniendo en cuenta la anterior igualdad,
se puede ver que

ot = inf{t >0: X, — sup (X, —2)" < 0} =inf{t>0: X, — L <0} =0% (3.15)

0<s<t

Entonces, a partir de las ecuaciones (3.14) y (3.15), se tiene que la ecuacién (3.13)
queda de la siguiente manera

Ua(x):x—a+E(/ eqtde )?Oza):x—a—l—va(a):x—a—k—.
(0,57]
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Por lo tanto, teniendo en cuenta los casos vistos anteriormente concluimos que la funcion
de valor para cualquier barrera a > 0 es de la forma

M Si T < a
B W(q)/(a)7 — D
Va(T) = W@ (q) '
x—a+WT,(a), st x > a.

Por la Proposicién 4 vemos que cuando la estrategia de barrera es cero, la funcién de
valor vy estd bien definida. Ademds, a pesar de que W@ es una funcién continuamente
diferenciable, no es cierto que para todo a > 0 la funcién de valor v, sea continuamente
diferenciable cuando = = a.

Una de las herramientas que se usara en lo que resta de esta seccion es el generador
infinitesimal que actia sobre una funciéon f suficientemente suave. Este es definido de la
siguiente manera

D) = £ @+ @ [ (1)~ )~ F@tecio)vd),

(_0070)
para todo x € R.

Lema 6. Si W@ es suficientemente suave en (0, 00), entonces para todo a > 0 se cumple
(I' = q@)va(z) = 0, para todo z € (0,a).

Demostracién. Sea t > 0. Aplicando Integracién por Partes a e W@ (X;) sobre el
evento {t < 0} tenemos que

t t
MWD (X,) - WD (X,) = / e~ dW D (X,) — / qe W9 (X, ) ds. (3.16)
0 0

Por otro lado, aplicando la Férmula de It6 [Pro05, Teorema 2.32] a W@ (X,) se tiene
que

t 2 ot
W@O(X,) — WD (X,) = / W@ (X, )dX, + %/ WO (X, )ds
0 0

+ > (WOX,) - WX, ) - WX, )AX,). (3.17)

0<s<t

Teniendo en cuenta la ecuacién (2.4) se puede ver que
t / t / t /
/ WX, )dX, = / oW W' (X, )dB, + / YW@ (X, )ds
0 0 0
t
+ / / W@ (X, )z N(ds x dz)
0 J(—o0,—1]

t
+ h{(r)l/ / W@ (X, )z(N(ds x dz) — v(dz)ds). (3.18)
€ 0 J(—1,)
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Por otro lado

> (WO(X,) - WX, ) - WX, )AX,) =

0<s<t

> (WX, + AX,) = WO(X,D) = WO (X, )AX,Ljax,j<1))

0<s<t

=) WX, )AX Lgax, 1 (3.19)

0<s<t

Como bien sabemos el proceso de Lévy espectralmente negativo X tiene asociado una
medida aleatoria de Poisson N, quiere decir que la ecuacién (3.19) se puede escribir de la
siguiente manera

(WX, - WX, ) - WX, )AX,) =

0<s<t
t
L[ o 40 = wO) = W (X ) N(ds x dy)
0,0
¢
[ WOy Nds < dy). (320)
0 —00,0)
De las ecuaciones (3.17), (3.18) y (3.20) se llega a que
t t
W@ (X,) - WD (X,) = / ITW@(X,_)ds+ / oW ' (X, )dB,
0
/ / X +y) = WX,
00,0)
~ WY (X, )yLgyen) (N (ds x dy) — v(dy)ds)

¢
+ 1im/ / W@ (X, )y(N(ds x dy) — v(dy) ds).
0 J(—o0e)

el0

Entonces, a partir de la anterior igualdad y la ecuacién (3.16), se puede ver que
t
eI (X,) — WO (2) — M, / o9 (T — )W (X, ) ds, (3.21)
0
donde el proceso M = {M, : s > 0} definido como

M, = / oe W@ (X, )dB, +lim / / e WO (X, Ya(N(dz x dr) — v(dz) dr)
1,—¢)

/ / (WO (X, +2) = WX, )
ooO
— WX, )2l ae—1.0n)(N(dz x dr) — v(dz) dr),

para todo s < t, es una P,-martingala con My = 0. Con ayuda del Lema 2 se verifica
que la parte izquierda de la igualdad (3.21) es una P,-martingala. Ademads, el proceso que
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estd dentro del integrando de la parte derecha de la iguadad (3.21) es continua y acotada
por una constante casi seguramente. Quiere decir que la P,-martingala mencionada antes
es una P ,-martingala continua cuadrado integrable, cuya variaciéon cuadrética es igual a
cero. Lo que nos lleva a que

(T — )W 9(X,_) =0, para todo s € [0,], c.s.
Como lo anterior estd hecho sobre el evento {t < o(oq)} se sigue que
(T — )W 9 (2) = 0, para todo z € (0,a).

W(q)(:v
W(Q)/(a)

Como v,(z) = , para todo = € (0, a), concluimos que

(I' = q)va(x) = 0, para todo = € (0, a). O
Sea a* definido de la siguiente manera
a* =supf{a>0: W@ (a) < W' (z), para todo = > 0}, (3.22)
donde W@'(0) se entenderd como lim, o W@’ (x). Como
W' (2) = e (Wa(g) (2)B(q) + Wiy () > ¥ Wag (2)D(q),

se tiene que lim W(q)/(x) = 00, lo que nos lleva a que a* < oo.
Tr—r00

Por definicion de a*, se tiene que W(q)"(a*) = 0. Lo cual es cierto porque

W@ (a* 4+ h) — W@ (a*) W@ (a*) — W@ (a* — h)
>0 vy <0,
h h
donde 0 < h < a*. Entonces, tomando limite cuando h | 0 en las dos desigualdades
anteriores se obtiene dicha igualdad.

Al finalizar esta seccién se mostrard que bajo ciertas condiciones de la funcién W@
la estrategia de barrera en el nivel a* es la estrategia de barrera 6ptima. Para lograr
este cometido necesitaremos de tres lemas que van a jugar un papel importante en la de-
mostracion de este hecho. El primero, llamado Lema de Verificacién, nos dara condiciones
suficientes para que una estrategia de dividendos admisible sea éptima.

Lema 7 (Lema de Verificacién). Suponga que 7, es una de estrategia de dividendos ad-
misible tal que v, es suficientemente suave en (0, 00), y para todo x > 0

max((I' — q)vx, (z), 1 — vy (x)) <0,
entonces vy, (r) = v.(x), para todo = € R.

Demostracién. Sean 7 € Il y x > 0. Por Integraciéon por Partes en e v, (U), con
t > 0, se tiene que

t t
e Mo, (UF) — v (UF) = / e ¥ du,, (UT) — / ge Pu,, (U ds. (3.23)
0 0
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Aplicando la Férmula de It6 a v, (UF) [Pro05, Teorema 2.32], con ¢ > 0, se puede ver
que

t 2 t
0e (U7) = v UF) = [ b T a07 + G [ o7 s
0 0
+ > (0n (U7) = vn (UL) = vy (UL)AUT). (3:24)

0<s<t

Como dU]" = dX; — dL7, implica que

t
/ ol (UT)dUT = / (U™ )dX, — / ) dLT
0

/ (UT)dX, — / dLT®— > vl (UF)ALT, (3.25)

0<s<t

donde L€ es la parte continua de L.
A partir de la ecuacién (2.4), se puede ver que

/Ot (U7 )dX, = /UU (U7 )dB, - /t o (U )ds
//(Oo AUSTIER

+ lim/ / v, (U7 )y (N(ds x dy) — v(dy) ds).
0 J(-1)

€l0

Entonces, la ecuacién (3.25) queda de la siguiente forma

t t t
/ o (UT)dUT = / ovl (U7 )dB, — / Tl (UT ) ds
0 0 0
t
T / / o (UT )y N(ds x dy)
00,—1]

+lim / / . )y (N(ds x dy) — v(dy) ds)

el0
—/ A dLTe = > vl (UT)ALL (3.26)
0 0<s<t
Por otra parte

> (n (UD) = vr (UL) = 0L (UL )AUT) =

0<s<t

Y (0n(UL) = vn (UL) = vy (UL)ALY) Liarz 20y

0<s<t

+ Y (0n (UL + AX,) = vr (UL) = v, (UL)AX,),

0<s<t
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y por un argumento similar a la ecuacién (3.20) se puede ver que

> (Wn (UT) = v (UL) = 0, (UT)AUT) =

0<s<t

Y (e (UZ) = vn (UL) = vy (UL)AL) Lars 2oy

0<s<t

-+ /Ot /_OO’O)<U7T* (U;r— + y) — VUr, (U;r_) — U;*(Uf_)y) N(ds x dy)

Definiendo A; = U~ + AXj, con t > 0, se puede ver que
Ay=U" y A — AL, =U]_, paratodot > 0.

Entonces, la ecuacién (3.27) queda de la siguiente forma

> (W (U]) = v, (UL) = v (UL)AUT) =

0<s<t

D (Wr (A = ALT) = vr,(Ag) = v (UDALY) Larz s

0<s<t

[ U ) = e U7) o U ) Vs x )

Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.24), (3.26) y (3.28) se llega a que

t

t 2 t
on (UF) — v (UF) = / oul, (UT)dB, / T (UT)ds + / o (UT ) ds
0

(3.27)

(3.28)

t
— / v (UL)dLTC + hm/ / N(ds x dy) — v(dy) ds)
0 1,—¢)

el0

+ D (0n (A = ALT) — vr. (Ay) = v (UD)AL) Liarg 20}

0<s<t

t
[ ] U )~ e (U)o (U )0) Neds x ).
0 J(—00,0)

A partir de la anterior igualdad y la ecuacion (3.23) se obtiene que

t t
e "or, (UF) = v, (2) = / (I' = @)um, (UL ) ds — / e vy (Us) LT + My + Jh, (3:29)
0 0

donde los procesos M; y J;, con t > 0, estan dados por

Jo= Y e "(vn (A — ALT) — vr, (AJ)L{aLz 20y

0<s<t
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¢
M, :/ oe v (Us_) dB; +hm/ / e Py, (Us—)x(N(ds x dt) — v(dz)ds))
1,—¢]

/ / e (v, (Ul +x)—v,, (U)
(—00,0)
— v (UL) a1 {pe(-1,03) (N (ds x dz) — v(dz) ds).

s

Se sabe por hipotesis que v} (x) > 1, entonces, por el Teorema del Valor Medio se sigue
que
Un, (As - ALQ—) — Un, (As) S _AL;ra

lo cual implica que
Jp < — /t e *dL%, para todo t > 0. (3.30)
Definiendo el tiempo de paro ano, con n > 1, como
=inf{t >0 : U > n},

el proceso M = {M;,,, : t > 0} es una P,-martingala con My = 0. Entonces, teniendo
en cuenta la desigualdad (3.30) y que (I' — q)v,, (x) < 0, tomando valor esperado en la
ecuacion (3.29) se llega a que

onN\NO
(o) 2 Bl o (070 + B[ e arz)
0

Luego, haciendo tender n a infinito, la anterior desigualdad queda expresada de la siguiente
manera

™

vr(z) > E, ( /0 T e dLg) — on(a).

Dado que v, () = v.(z) = 0, para todo z < 0, se concluye que v, () = v.(z), para todo

z € R. L]

El lema que sigue, al igual que el anterior, nos dara condiciones suficientes para que la
estrategia de barrera en el nivel a* sea 6ptima.

Lema 8. Sea W@ suficientemente suave tal que
(I' = q)va+(x) < 0, para todo = > a”.
Entonces vy« () = v4(x) para todo x € R.

Demostracion. Es suficiente ver que la funcion de valor v,« verifica la hipdtesis del Lema
de Verificacién. En el caso en que a* = 0 se cumple trivialmente, ya que W@ es suficien-
temente suave, entonces por la Proposicién 5 se sigue que vg(x) es suficientemente suave
para todo z € (0,00). Ademés

(T'—q@uo(z) <0 y 1—vi(x) =0, para todo z > 0.
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Por el Lema de Verificacién se sigue que vg(x) = v4(x), para todo x > 0.

Supongamos que a* > 0. Dado que W9 es suficientemente suave y W@ (a*) = 0, por
defincién de a*, vemos por la Proposicién 5 que v,«(z) también es suficientemente suave y
vl (x) > 1, para todo x € (0, 00).

Por otra parte, por el Lema 6 se tiene que

(T' = q)vas(z) = 0, para todo z € (0,a").
En el caso en que z = a*, por la suavidad de la funcién (I' — q)v,« se sigue

(F - Q)Ua* (CL*) = ing}‘(F - Q)Ua(m) = 0.

Entonces por el Lema de Verificacién concluimos que vg+(x) = v, (z), para todo x € R. O
Lema 9. Sea W@ suficientemente suave en (0, 00), tal que
W@ (a) < W@ (b) para todo a* < a < b. (3.31)

Entonces

li%rn(l“ — q)(Vgr — vz)(y) <0, para todo x > a™.
ytx

Demostracién. Sea z > a*. Como las segundas derivadas de las funciones valor vy« y v,
son continuas en (0, 00), excepto cuando limy, v7(y) # lim,, V7 (y), se sigue a partir de la
Proposicién 5 y de la desigualdad (3.31) que

lylgl ui(y) > 0= v (x). (3.32)
Por definicién de a* y por (3.31) se puede ver que
(V. —vl)(u) > 0, para todo u € [0, ], (3.33)
lo cual implica que
(Vgr — Uz)(x + 2) < (Vgr — v,)(x), para todo z < 0. (3.34)
Ademas
vl (z) = vl (z) = 1. (3.35)

Por otra parte, tomando limite cuando y 1 = a la funcién (I" — q) (v — v,) nos queda lo
siguiente

ytz ytz 2

+ /(_OO’O)((UCL* — ) (Y + 2) — (Var — V) (y)

(T — ¢)(ver — v)(y) = lim (v(v;* —)(y) + S (0 =) (Y) — q(ver — ) (y)

www%mmﬂmmm@

= (v = V(@) + 5 (vl (@)~ Hm(w)) = (v = v2)(a)
+ hm ((Ua* - Ux)(y + Z) - ('Ua* - Ux)(?/)

¥z J(—00,0)
— (U = 20) (Y) Lize(-10y)v(d2). (3.36)
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Por otro lado, en caso en que = € (0, 1], la funcién que esta dentro del integrando de la
anterior igualdad esta acotada por

|(Var = 02)(y + 2) = (Var = v)(Y) = 2(Ver = ) (Y) Lae(-10)|

e |Wl(x) — limyp, V)
< max |(Ver — Ue) ()| Lz<—1y + 22 (5 - — 4+ [va- (2) vt (y)|> Lize(z,0)}
yE(yEI,CE) 2 2

|(Var = v2)(y + w) = (Var — va)(y) — WV —va) W)
< (pr ) {ze(—1,2¢]}>»

+ 22 max
(’UJ,Z/)E(—LZE}

para todo z € (—00,0) y para todo y € (y-,x). Donde ¢, & > 0, la constante y. es
suficientemente cercana a x por la izquierda que depende de € y 2. es una constante
suficientemente cercana a 0 por la izquierda que depende de ¢’. En caso en que x > 1, la
funcién que estd dentro del integrando de la igualdad (3.36) estd acotada por

|(Var — Uac)(y +2) = (Var — Uw)(y) - (Uz/z* - U/x)(y)Z]l{ZE(—l,O)}|
el (x) — limyp, V2 (y
< max ‘(Ua* — Ux)(y)|]l{zg_x} + 22 <€ — E + | ( ) ik ( )|>1{ze(ze,0)}

TS RED) 2
+ max Vg — Ug +w) — (Vg — Uy Tioe(—u—
el = 0l 0) = = 02)0) flecacny
_ _ . _ Lo
L2 e { |(Vgr — Ug)(y +w) — (v, : vy)(z) — w(v. —vl)(y)] }ﬂ{ze(—l,ze}}y
(w,y)€(—1,2e] X (yor ,z) w

para todo z € (—00,0) y para todo y € (y.,x). Donde €, &' > 0, la constante y., es suficien-
temente cercana a x por izquierda que depende de £’ y z. es una constante suficientemente
cercana a 0 por izquierda que depende de &’

Observe que en los dos casos mencionados anteriormente, la funcién que acota es inte-
grable con respecto a la medida de salto v. Entonces, usando Teorema de Convergencia
Dominada se tiene que la ecuacién (3.36) queda de la forma

2

lim(I = g) (var = v2) () = 3 (e = 0))(@) + 5 (vl () ~ Him ol (w) ) = qlvr — ) (@)

+ /(— 0)((“@* — Vo) (¢ + 2) = (var — va)()
— (Ul — VL) (@) 1 ze(-1,0y)(d2).

Entonces teniendo en cuenta las ecuaciones (3.32), (3.33), (3.34) y (3.35) se concluye
que
Im(I" — q) (v — vs)(y) < 0. O

yliz

Teorema 10. Sea W (@ suficientemente suave en (0, 00), tal que
W@ (a) < W@ (b) para todo a* < a < b.

Entonces la estrategia de barrera en a* es una estrategia 6ptima.
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Demostracion. Para demostrar este hecho sélo tenemos que verificar las hipétesis del
Lema 8, la cual demostraremos por contradiccién. Supongamos que existe x > a* tal que

(I' = q)vg () > 0.
Entonces por el Lema 9 se sigue que

0 < (T = qug(z) < li%n(l“ — @) (y).
ylx
Quiere decir que
(F - Q)Ux(y) > 07 con y € (07 $>7

lo cual contradice el Lema 6. Por lo tanto a* es un estrategia de barrera éptima. O]

4 Métodos numéricos

En esta seccidn se estudiaran dos métodos nimericos, Integral de Inversién de Bromwich
e Inversion Post-Widder, para aproximar las funciones g-escala, ya que no siempre pode-
mos tener explicitamente dichas funciones, y asi poder ver graficamente las condiciones
suficientes que se estudiaron en la seccion anterior para que la estrategia éptima sea una
estrategia de barrera en el problema clésico de pago de dividendos.

Para usar estos métodos, debemos estudiar primero la relacién que hay entre las fun-
ciones g-escala y la funcién de renovacién de cierto subordinador llamado de escala descen-
dente y que estd definido a partir de tiempos locales.

Un proceso estocdstico L = {L; : t > 0} que es continuo, no decreciente, con L; €
[0,00), para todo t > 0, y F-adaptado, es un tiempo local en 0 para el proceso {supy <, Xs—
X; : t > 0} si cumple lo siguiente: o

i) El soporte de la medida de Stieltjes dL; es la cerradura del conjunto de tiempos
{t > 0: supge,; Xs = X;} vy es finito para todo ¢ > 0.

ii) Para todo tiempo de paro T' con respecto a la o-dlgebra I, tal que supy. 7 Xs = X7

en {7 < oo} casi seguramente, el proceso definido como

{(XT+t — X7, sup Xo— Xrg4, Lrys — LT> tt > 0},

0<s<T+t

es independiente de Fr en {T' < oo} y tiene la misma ley que {(X;, supg<,<; X, L) :
t > 0} sobre P.

Anélogamente, el proceso L = {Et : t > 0} denotard el tiempo local para el proceso
{X; — info<s< X5 0 ¢ > 0}

A partir del tiempo local definimos los procesos L™ = {L;* : t >0}y H = {H, : t >
0} como

Li'=inf{s>0: L, >t} vy Hy = X1,
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para todo t > 0, respectivamente. El proceso L~! es el inverso del tiempo local L y el
proceso H es conocido como de escala ascendente. Se puede ver que estos dos procesos
son subordinadores y en consecuencia el proceso bivariado (L~', H) = {(L;*, H,) : t >
0}, llamado proceso escala ascendente, es un subordinador bivariado, cuyo exponente de
Laplace denotaremos por

kla, \) = — log(]E <e’aL;1”\H1>), para todo a;, A > 0.

Anéalogamente, el proceso bivariado (E_l, H ), llamado proceso escala descendente, es cons-
truido a partir del proceso de Lévy X =-X. Su exponente de Laplace lo denotaremos
por

Rla, ) = — log(lE <e‘ai;1_’\ﬁ1>>, para todo a;, A > 0.

Definiendo el proceso L como

L; = sup X, para todot > 0,
0<s<t

es un tiempo local en 0 para el proceso {supogsgt Xe— X0t > 0}. Esto se puede ver a
partir de que el proceso X tiene saltos no-positivos y tiene la propiedad fuerte de Markov
[Kyp06, Terema 3.1]; su inverso L~! est4 dado por

L;'=inf{t > 0: X, > t}, para todo t > 0,
y la escala ascendente H es de la forma
H, = XL;1 =t, para todo t > 0.

Quiere decir que el exponente de Laplace [Kyp06, Teorema 3.12] del proceso de escala
ascendente, (L™, H), queda determinado de la siguiente manera

kla,\) = @(a) + A,

donde la funcién ®(a) es definida como en la ecuacién (2.3).

Teniendo en cuenta la ecuacién anterior y la Factorizacién de Wiener-Hopf [Kyp06,
Teorema 6.16] se puede ver que el exponente de Laplace del proceso escala descendente,
(Zﬁl, ﬁ), es de la forma
a— (A
O(a) — N\

Suponiendo que ®(0) = 0, es decir, ¥)(\) > 0, para todo A > 0, se puede ver que cuando
a =0 en la ecuacién (4.1), el exponente de Laplace de la escala descendente H es

A, \) = (4.1)

IV
o) =RON =4 A AT (4.2)
YP'(0), siA=0.
Considerando el inverso de subordinador H, F = {E:: t > 0}, donde
E,=inf{s >0: H, > t}, para todo t > 0, (4.3)
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definimos la funcién de renovacién U(t) como el valor esperado del inverso de subordinador,
es decir
U(t) = E(E};), para todo t > 0.

Como los eventos {flx < t} y {E; > x} son iguales para todo t, z > 0, y tomando
F.(t) =P(H, <t), cont, x>0, se sigue por el Teorema de Fubini que la transformada
de Laplace de la funcién de renovacion U, que denotaremos por U, es de la forma

U\ = /OO e MU(t) dt

0
:/ / e MP(E, > x)dxdt
o Jo

= / / e ME,(t)dt dz, (4.4)
o Jo
para todo A > 0.

Teniendo en cuenta de nuevo el Teorema de Fubini, se puede ver que

00 00 t
/ e ME, (1)t = / / M, (ds) dt
0 o Jo
:/ / e Mdt F,(ds)
0 s
e

o0 . —N\s
= F,(d
/0 F(ds)

J—ey
= 4.
T (4.5)
para todo A > 0.
Entonces, por las ecuaciones (4.2), (4.4) y (4.5) se sigue que
~ > 1 1
U\ = / e Ny = = , 4.6
W= YISV IR (49)

para todo A > 0.
Por otro lado, considerando el exponente de Laplace de la funcién de escala, ecuacion
(2.11), y la ecuacién (4.6), se llega a que

/ e MU(t)dt = / e MW (t)dt, para todo A > 0,
0 0

lo cual nos dice que la funcién de renovacién U es igual a la funcién de escala W, cuando
®(0) = 0.

Note que la relacion vista en los parrafos anteriores, es valida con cualquier medida
de probabilidad P®@ con ¢ > 0, la cual estd definida en la ecuacién (2.9). Es decir,
definiendo una funcién de renovacién U bajo esta medida y tomando la funcién de
escala, Wa(q), que también estd definida en el mismo espacio de probabilidad, se puede ver
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que son iguales. Quiere decir que las funciones g-escala W@ con ¢ > 0, estan relacionadas
con estas funciones de renovacion, de la siguiente manera

W (z) = "D Uy, (), para todo z € R y para todo ¢ > 0, (4.7)

la cual se sigue de la ecuacién (2.14) y la relacién que hay entre la funcién de renovacién
Us(g) v la funcién de escala We ).

4.1 Meétodos numéricos y funciones ¢-escala

En vista de la relacion que hay entre las funciéon de renovacion U y la funcién de escala
W, cuando ®(0) = 0, en esta subseccién se tratardn dos métodos numéricos que nos
servirdn para aproximarnos a la funcién de renovacién U por medio de la inversa de su
transformada de Laplace U, obtenida en (4.6), y por ende obtener la funcién de escala W.
De igual manera, obtendremos la aproximacion de las funciones de renovacion Ug(q), para
asi aproximarnos a las funciones g-escala W@ con ¢ > 0.

4.1.1 Meétodo 1: Integral de Inversién de Bromwich

El primer método para calcular la inversa de la transformada U es por aproximacién
nimerica de la Integral de Inversién de Bromwich [ACWO00, Teorema 1].

Teorema 11 (Integral de Inversién de Bromwich). Sea u una funcién real valuada y u su
transformada de Laplace. Entonces
1 b+ioco

u(t) = 2_7“/1) e”u(z) dz, para todo t > 0, (4.8)

—ioco
donde b es una constante real tal que la funcién u sea analitica en {z € C: Re(z) > b}.

Haciendo el cambio de variable z = b+ iy, con y € R, en la ecuacién (4.8) se tiene que

1 [ Ve~
u(t) = %/ e(b“y)tu(b +iy) dy, para todo t > 0.

—00

Como u es real valuado en {z € C: Re(z) > b} N R, se sigue que u(z) = u(z), para todo
z € {z € C: Re(z) > b}. Entonces, la ecuacién (4.8) queda de la forma

2 bt 0 _ _
2u(t) = % / (Re(a(b +1iy)) cos(yt) — Im(u(b + iy)) sin(yt)) dy,
0
para todo t > 0, por lo que obtenemos que
2€bt 00
u(t) = T/ Re(ﬂ(b + iy)) cos(yt) dy, (4.9)
0
y
ert oS
u(t) = —— Im (a(b + iy)) sin(yt) dy, (4.10)
T Jo
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para todo t > 0.

Una manera de obtener aproximaciones de las integrales anteriores es a partir de la
Regla Trapezoidal. A saber: sea f una funcién acotada en [c, d| cuyo conjunto de discon-
tinuidades tiene medida cero, entonces

-1

/Cdf@)dmd;f(f(c)*f(dﬁ 1f(c+k:d_c)), (4.11)

2 m

3

i

con m sufucientemente grande.

Para utilizar esta regla primero hacemos el cambio de variable y = en las ecua-

ciones (4.9) y (4.10), quedando asi

2" (11 1— 1 -
u(t) = i/ —Re (ﬂ(b+i 8)) cos (t S> ds, (4.12)
T Jo s s s

2" (11 1— 1—
ult) = =2 _21m(a<b+i S>) sin(t S> ds, (4.13)
T Jo S S S

para todo t > 0.

Como los integrandos de las ecuaciones anteriores estan indefinidas en el cero y la Regla
Trapezoidal es para funciones acotadas, cuyo conjunto de discontinuidades es de medida
cero en el intervalo cerrado [c,d], tomamos a ¢ > 0. De ese modo podemos aplicar la
aproximacién (4.11) a las integrales (4.12) y (4.13).

Para usar este método en nuestro caso, debemos averiguar que posibles valores toma
la constante real b, para que al extender la transformada de Laplace U a los complejos sea
analitica en {z € C: Re(z) > b}.

Como el exponente de Laplace ¢ es una funciéon que inicia en cero y es no-decreciente
en el intervalo [0, 00), por el supuesto de que ®(0)=0, se sigue de la ecuacién (4.6) que el
unico punto singular de la funcién U en el intervalo [0,00) estd en el origen, por lo que la
constante real b debe ser mas grande que cero.

Observe que en las ecuaciones (4.9) y (4.10), en nuestro caso, sélo hace falta ver quien

es la parte real e imaginaria de la transformada de Laplace U(b + iy), donde y € R. Para
ello, procedemos a evaluar la funcién (4.6) en b+ iy y teniendo en cuenta que

Y(b+iy) = Re(y(b+iy)) +ilm(y(b + iy)),

logramos obtener que

O(b+iy)) = Re((b +1iy))
RG(U(b + 1y)) " Re(®(b+1iy))2 + Im(v(b + iy))2’
y
e (L (£27)

Re(¢(b+1iy))? + Im(ih(b +iy))*”
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para todo y € R, donde

2

Re(y(b+1iy)) = —ab+ %(b2 - y2)+/ (" cos(yz) — 1 — balyys_1y) v(dz), (4.14)
(=00,0)

Im((b+iy)) = —ay + by + / (e¥*sin(yz) — yolizs_1y) v(dz), (4.15)
(—00,0)

para todo y € R. Las ecuaciones (4.14) y (4.15) se obtienen a partir del exponente de

Laplace v evaluandolo en b + iy, y posteriormente tomando la parte real e imaginaria de

éste.

En el caso en que la funcién de renovacién sea Usp(q), que estd bajo la medida de pro-
babilidad P®@, con ¢ > 0, por la ecuacién (2.10) se tiene que al extender su transformada
de Laplace ﬁcp(q) sobre el conjunto {z € C: Re(z) > b}, su parte real e imaginaria van a
ser

Re(y(b+ ®(q) +iy)) — ¢

Be(Uoo b +19)) = R B 5g) + ) —0)? + (0o £ (@) T )

Im(y (b + @(q) +iy))
(Re(v(b+ @(q) +iy)) — q)? + Im((b + ®(q) +iy))?’

para todo y € R. De igual manera que en las ecuaciones (4.14) y (4.15) se obtiene la parte
real e imaginaria de la funcién ¢ evaluada en b+ ®(q) + iy.

Im(qu)(q)(b + iy)) = —

4.1.2 Método 2: Inversion Post-Widder
El siguiente método se basa en la Férmula de Inversién Post-Widder [Fel71, VIL.6].

Teorema 12 (Férmula de Inversién Post Widder). Sea u : RT — R, una funcién tal que

@ < (C, cuando x — oo, (4.16)

para alguna C' > 0, y sea u la transformada de Laplace de u. Entonces

e (D k~(k—1) k
u(t) —kh_>1rolo = 1) 7)o 7 |> para todo t > 0, (4.17)

donde ©®) denota la k-ésima derivada de @, con k € {0, 1, 2 ...}.

Observe que para usar la Formula de Inversiéon Post-Widder en nuestro caso, sélo
debemos ver que la funcién de renovacion U cumpla la condicién (4.16). Gracias al Teorema
de Renovacién [Kyp06, Corolario 5.3] tenemos que

uie) 1
tooo E(f_jl)’
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en el caso en que E(ﬁ1)< 00. Si el subordinador H tiene esperanza infinita, se puede

acotar inferiormente por un subordinador H* = {H; : t > 0} que tiene esperanza finita.
Al tomar la funcién de renovacion U* de este nuevo subordinador se puede ver que ésta es
mas grande que la funcién de renovacién U del subordinador H casi seguramente, y usando

el Teorema de Renovacién en el subordinador H* se tiene que estd acotado por una

constante C' > 0 cuando t — oc.

Més concretamente, el subordinador H* es construido mediante el truncamiento de la
medida de saltos del subordinador H. Es decir, como el proceso H se puede escribir de la
siguiente manera [Kyp06, Lema 2.12]

flt:dt—i—/ / x N(ds x dx), para todo t > 0,
0.4

donde N es la medida aleatoria de Poisson en ([0, 00) x (0,00), B, dt x II(dx)), siendo B
la o-dlgebra generada por B[0,00) x B(0, 00), II la medida de saltos del subordinador H y
d > 0, definimos la medida de saltos 1, con & > 1, como

I (dz) = TI(d2) Lizery + Or(da)II([k, 00)).

Esta nueva medida tiene saltos menores o igual a k£ y cumple que

I ((—00,0)) =0, /00°<1 A ) I(dr) < ooy /000(1 A )1 (dz) < oo, (4.18)

las cuales son heredadas de la medida de saltos II [Kyp06, Lema 2.14].
Definiendo el proceso H* = {H; : t > 0} tal que

ﬁt* = dt—l—/ / x N*(ds x dx), para todo t > 0,
0.t

donde N* es la medida aleatoria de Poisson en ([0,00) x (0,00), B, dt x IIx(dz)), siendo
B la o-dlgebra generada por B[0, 00) x B(0, 00), se sigue de (4.18) que el proceso H* es un
subordinador [Kyp06, Lema 2.14].

Note que los saltos del subordinador H* son iguales al subordinador H en el caso en
que los saltos sean menores a k. En caso contrario, los saltos de éste van a ser igual k. Lo
que nos lleva a que ﬁt* < I/-jt, para todo t > 0. Ademas, usando el Teorema de Campbell
[Kyp06, Teorema 2.7] se llega a que

E(H?) =d+ /OO 2l (dz) = d + /k II((s, k))ds + KII([k, 00)) < 0.

Entonces, tomando la inversa de H * Ef={E;:t >0}, que estd definida como
Ef =inf{s > 0: H* > t}, para todo t > 0,

se tiene que
E, < E}, para todot > 0,c. s.,
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y de ahi que

U(t) < U*(t), paratodot >0 c. s.,
donde U* es la funcién de renovacion del subortdinador H*. Usando el Teorema de Reno-
vacién en el subordinador H* se sigue que — estd acotado por una constante C' > 0

cuando t — oo.
Ya que la funcién de renovacién U cumple la ecuacion (4.17), para k suficientemente
grande tenemos una aproximacion de ésta de la siguiente manera

Ult)  ——| — - :
(t) (k=1 U , para todo t > 0, (4.19)

donde U™ es la k-ésima derivada de U. B

Una forma de calcular la k-ésima derivada de la funciéon U, de la ecuacién anterior,
es a partir de la Férmula de Leibnitz, a saber: dadas dos funciones f, g cuyas k-ésimas
derivadas f*), g®) con k € {0, 1, 2, ...}, existen, entonces

k
(f9) (k Z ( )f(k ’) (t), cont e R,
=0

donde (fg)* es la k-ésima derivada de la funcién fg.
Sea k > 1,1 > 0y A > 0. Usando la formula de Leibnitz en la funcién unidad
(AU ( ), se tiene que

J Ji ~ 1, sij=0
E =D \UD(N\) = ’ ’
(i>¢ () () {0, sij >0,

i=0
para todo 7 =0, 1, 2, ...,k — 1, la cual es equivalente a la ecuacién matricial
WA 0 0 0 0 T 1
P (A) oy 0 0 0 UM 0
P (N) 2 (A) v 0 0 U (\) 0
GO0 3A0) 30 00) v o || gopy | T [0 @20
PEDO) (= Dyt o) ey, o

Observe que las entradas de la matriz de tamano k X k de la féormula anterior, depende
de la k-ésima derivada de la funcién v. Por las ecuaciones (2.2), (A.8), (A.12) y (A.15) se
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sigue que
(

1
—ad+ 5o° N’ +/ (€ = 1= Arlgsyy)v(da), sij=0,
(700,0)
—a+ 0%\ +/ x(e” — ﬂ{z>,1})u(dx), sig =1,
. —00,0
SO0 = (e ) (4.21)
o? +/ e M y(dr), sij=2,
(700’0)
/ "My (x), sij > 3.
(_0070)

\

k
Tomando A = 7Y resolviendo el sistema de ecuaciones (4.20) se tiene la (k — 1)-ésima

derivada de U evaluada en %

El caso en que la funcién de renovacion es Ug(q), que estd bajo la medida de probabilidad
P®@ | se procede de igual manera que en el caso de la funcién de renovacion U, teniendo
en cuenta que la k-ésima derivada de su transformada de Laplace, Ug(q), estd determinada
por el exponente de Laplace g4 y sus derivadas, que a su vez estdn determinadas por la
funcion ¢. Es decir, teniendo en cuenta la ecuacién (2.10)

G o JYA+®(q) —¢q, sij=0,
Vi) = {W(A +®(g), sij>1.

4.1.3 Algunos ejemplos

En esta parte se daran tres ejemplos que ilustran los métodos numéricos anteriores para
aproximarnos a las funciones de escalas W'y Wy (q), que estan bajo las medidas de probabi-
lidad P y P®@ respectivamente. Ademés, a partir de la ecuacién (4.7) ilustraremos unas
aproximaciones de las funciones g-escala W@,

Ejemplos
1. Un ejemplo sencillo de una funcién de escala es considerando el proceso X = {X; :

t >0} como
X; = V2dB,; + kt, para todo t > 0,

donde d, Kk >0y B ={B;: t >0} es un movimiento Browniano estédndar.

Como B es un proceso que tiene trayectorias continuas casi seguramente, la medida
de saltos del proceso X es cero. Entonces, por la ecuacion (2.2), su exponente de

Laplace es
P(A) = kA + dN?, para todo A > 0. (4.22)

A partir de esta ecuacién y la ecuacién (2.11), se tiene por inversién de Laplace, que
las funciones W y W@ con ¢ > 0, son de la siguiente manera

1 K
W(zx) = E(l —e 1)y WW@W(z) = D 4 Dye™2,

35



para todo x > 0, donde

1 1
Dj=—— y Dym——
' d(pr — p2) Yoo d(pa — 1)

tal que py, po, con p; # pe, son las raices del polinomio ¥(A) — q.

En el caso en que k = 1 y d = 10, la Figura 1.a muestra la aproximacion que se tiene
de la funcién W mediante el Método 1 para diferentes valores de m, el cual usamos
teniendo en cuenta la ecuacién (4.22) y la Regla Trapezoidal dada en la ecuacién
(4.11), con b =10"*y ¢ = 1075.

La Figura 1.b muestra las distancias que hay entre la funcién W y su aproximacién
para valores diferentes de m. Observe que la distancia se aproximan linealmente a
cero a medida que el nimero de iteraciones m aumenta.

k=1,d=10,b=10" c=10"° k=1,d=10,b=10" c =10
. 0.07 T T T T

0.8

= 06
=

W0
o
o
@

0.4 B 0.021

0.2 m=100000 [
m = 500000 L m=100000 |/
——— m = 1000000 m = 500000
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ — W) ——— m = 1000000
_ . . . . . . . T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
X

(@ (b)

Figura 1. Método Integral de Inversién de Bromwich. (a) Aproximacién de la funcién de escala
W para diferentes valores de m. (b) Distancia entre la funcién de escala W y su
aproximacion para diferentes valores de m.

En el Método 2 como ya explicamos, primero debemos calcular la k-ésima derivada
de la funcién U. Teniendo en cuenta la ecuacién (4.22) podemos ver que la k-ésima
derivada de U es de la forma

) = ()\(/illgli];!)k+1 (“k 5 (k : 1) “”k(“)““)’

i=1

para todo A > 0 y para todo k£ > 0. Entonces, por la ecuacién (4.19) se tiene que

U(t) ~ (mﬁ)k@—l +§ (T) (?)“m—l), (4.23)

para todo t > 0 y k suficientemente grande.
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En la Figura 2.a, ilustra la aproximacion de la funcién de escala W usando la formula
(4.23) para diferentes valores de k, y la Figura 2.b muestra la distancia de la funcién
de escala y su aproximacion para diferentes valores de k. Observe que el niimero de
iteraciones es menor que en el Método 1 y es una mejor aproximacién a la funcién

w.

T T
1k
| r

06F

k=1,d=10 x10° k=1,d=10
T T T

W)

04l |

02 — WK H

o kN w & a o N o ©
T T T T T T T

— k=100
r/ ——k=50 ||
k=30

L L L L L L L I T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 2. Método de Inversién Post-Widder. (a) Aproximacién de la funcién de escala W para

diferentes valores de k. (b) Distancia entre la funcién de escala W y su aproximacién
de la funcién de escala W para diferentes valores de k.

En vista de que el Método de Inversién Post-Wider resulta ser mejor que el Método
Integral de Inversiéon de Bromwich, se mostrara la aproxomacion de la funcion de
escala Wy (y) aplicando este método y en consecuencia, por la férmula (4.7), se ob-
tendran la aproximacién de la funcién g-escala W@,

Por las ecuaciones (2.10) y (4.6), la transformada de Laplace, ﬁp(q), de la funcién de
renovacion Ugq), que estd sobre el espacio de probabilidad P®@ va a ser de la forma

1
~ kA 2(q)) + AN+ 0(q)2 — ¢

fj‘P(q) ()‘)

para todo A > 0y ¢ > 0.
Definiendo las funciones f, g como

S - y 9(A) = !
A+ ©(q) ﬁ+d(x+@(q))_#®(q)’

f)

para todo A > 0, se tiene que la funciéon ﬁ@(q) queda determinada por estas funciones
de la siguiente manera

(7q>(q)()\) = f(N)g()N), para todo A > 0.

Entonces, teniendo en cuenta la Férmula de Leibnitz, la k-ésima derivada de ﬁ(}(q)
va a ser

oH oy =3 (k> FED (gD (), (4.24)

- 1
=0
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para todo A > 0 y para todo k € {0, 1, 2, ...}.
Note que la k-ésima derivada de f es de la forma

(—1)"k!

(k) _ N v
FPN = G e

(4.25)

para todo A > 0 y para todo k£ > 1.

La k-ésima derivada de la funcion g no tiene un desarrollo sencillo, pero aplicando la
Férmula de Leibnitz a la funcién unidad 1 = g;(A\)g(\), donde

q

91(A) =k +d(A+ @(q)) — ch(q)’

para todo A > 0, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

91( 0 0 0 0 g()\) 1
W gy 00 0 | [smn 0
9N 200 @) 0 S 7 B ) B
a0y 367N 301700 () o [N ]| = ol -
. .. (k). .
) kat? V) oany) 9P 0
donde ) .
A+ ®(q)) — — 2 =0
| 1 , .
g (\) = ((I)((])—er(d(q’(fﬁ +A) +q), sij=1,
-1 Jj+1
Jlq (—) , sij>2,
\ (I)<Q)+)‘

para todo A > 0.

Fijando A > 0 y desarrollando el sistema de ecuaciones (4.26) se tiene el vector de
derivadas de la funcion g evaluadas en . Entonces, teniendo en cuenta la ecuacién

(4.25) se obtiene la k-ésima derivada de [7¢(q). Quiere decir que si tomamos A = g

con t > 0y k suficientemente grande, y la ecuacion (4.19), se tiene una aproximacion
de la funcién Uy y por ende a Wy (y).

Tomando k = 1y d = 10, la Figura 3 muestra la aproximacion de la funcién de escala
Wa(g).-

La Figura 4 y la Figura 5 muestran las aproximaciones de la funcién g-escala W@ en
el caso en que ¢ = 0.1, 0.4. Ademé&s muestran las distancias etre la funciéon g-escala
y sus aproximaciones.

Noétese que la Figura 5.c muestra que la distancia entre la funcién g-escala y su apro-
ximacién se hace cada vez mas grandes cuando k y x toman valores suficientemente
grandes.
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Figura 3. Aproximacién de la funcién Wg () por el Método Inversién Post-Widder para diferentes

valores de k.

2. En [CKPO09, P4gina 10] muestran que la funcién

(A +a)

Y(A) = W, para todo A > 0,

(4.27)

donde « € (1,2), es una exponente de Laplace de un proceso de Lévy espectralmente
negativo, y la funcién de escala asociada a esta funcién es de la forma

Wi(z) = (1 —e™*)*! para todo z > 0.

A partir del exponente de Laplace dado en (4.27), se tiene que la transformada de
Laplace de U, U, es de la forma

04)7 para todo A > 0.

Como el Método de Integracién de Inversion de Bromwich depende de la eleccion de
la constante real b > 0, en este ejemplo vemos que para diferentes valores de b la
aproximacion a la funcién W no es muy buena (Figura 6), a pesar de que el nimero
de iteraciones es grande.
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Figura 4. (a) Aproximacién de la funcién g-escala W@ por el Método Inversién Post-Widder
cuando ¢ = 0.1 para diferentes valores de k. (b) Distancia entre la funcién g-escala
W) y su aproximacién para diferentes valores de k.

Al igual que en el ejemplo anterior, para desarrollar el Método de Inversién Post-
Widder se debe primero calcular la k-ésima derivada de U, que se obtiene a partir
de las derivadas de la funcién gamma, a saber

M) = / t* e (logt)* dt, para todo A > 0, (4.28)
0
con k > 0. Entonces, definiendo las funciones g, g como

g(A) = !

Ot a) y a1(A) =T\ +a),

para todo A > 0, y aplicando la Férmula de Leibnitz a la funcién unidad 1 =
g(N)gi1(A), para todo A > 0, tenemos un sistema de ecuaciones como en (4.26),

donde ggj)()\) = T'V(X + a), para todo A > 0 y para todo j > 0. Fijando A > 0
y desarrollando dicho sistema de ecuaciones se obtiene el vector de derivadas de la

k
funcion g evaluadas en A. Tomando A\ = —, con £ > 0, y teniendo en cuenta que
17()\) =T (M) (a)g1(A), con XA > 0, se aplica la Férmula de Leibnitz a U, obteniendo

k
asi la k-ésima derivada de ésta evaluada en n Entonces, tomando k suficientemente

grande y considerando la ecuacién (4.19) se obtiene una aproximacién de la funcién
de escala W.

Una manera de tener la aproximacion de las derivadas de la funciéon gamma, es a
partir de la Regla trapezoidal (4.11). Haciendo dos cambios de variable en la integral

(4.28), a saber z = logt y luego x = — ) se tiene que

! t—1 t—1\\ (t— 1)k
k —
INCUPY —/0 exp(T)\—eXp< ; )) s

1—t¢ 1—¢\\ (1—¢)"
+exp(7)\ —exp( ; )>( tk+2) dt,
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Figura 5. (a) Aproximacién de la funcién W@ por el Método Inversién Post-Widder cuando
g = 0.4 para diferentes valores de k. (b) Distancia entre la funcién g-escala W@ y su
aproximacién para diferentes valores de k en el intervalo [0,130]. (c) Distancia entre

la funcién g-escala W (@) y su aproximacion para diferentes valores de k en el intervalo
(130, 200].

para todo A > 0 y para todo & > 0. Asi, tomando ¢ cercano a cero en (4.11), se
obtiene la aproximacién de la integral anterior.

Un inconveniente que tiene el Método de Inversion Post Widder en este ejemplo, es
que al tomar ¢ suficientemente pequeno la funcion gamma y sus derivadas toman
valores muy grandes, que computacionalmente son infinito. Es por eso que en la
Figura 7 se muestra la aproximacién de W para valores de k pequenos.

En vista de que las aproximacion por el Método Integral de Inversiéon de Bromwich
no ha sido muy buena para diferentes valores de m, usaremos el Método de Inversion
Post-Widder para obtener las funciones Wg(,), que estdn bajo la medida P®@ . Para

lograrlo debemos tener la k-ésima derivada de la transformada de Laplace, ﬁq)(q), de
la funcion de renovacion Ug ).

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso de U se obtienen las derivadas ﬁ@(q),
teniendo en cuenta que

A+ @(g) ()
LA+ @(q) + a) — qL'(A + @(¢))[ ()’

fj@(a)()‘) =

41



a=15,c=10"% m = 10000

a=15,c=10" m = 10000

1.4 . . . : : , . . . 1.0005 . . . : . . .
121 —
ANV ‘M‘H“‘“M \A\”U
Y M‘u\smww‘\wwwwv vruey
! AR (LAY
. | ‘h ) B
1 | wauu A
08 4 il m“\\‘v
g g
B 3
06 ,
09995 1
04} ,
——p=1013 —p=1013
0.2} b=10"14|] b=10"14
——b=10"% ——b=10"°
— WK — WK
0 . . . . . . . : : 0.999 . . . . :
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 6 6.5 7 75 8 85 9 95 10
X X

Figura 6. Método Integral de Inversién de Bromwich. Aproximacién a partir de la Regla Trape-

zoidal.
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Figura 7. Método Inversiéon Post Widder.

y

(TN + P(q) + @)
~qT(@)T (A + B(¢)))®) = T

para todo A > 0 y para todo k£ > 0.

0.3

0.35
X

(b)

A+ ®(g) +a) — gl'(a)T*

L
0.4

'\ +2(q)),

Al igual que en W, hay problemas cuando ¢ es suficientemente pequeno, es por eso

que en la Figura 8 se muestra la aproximacion a We (g
porque a valores grandes de k no se va a tener informacion de We ()

algin p > 0.

con valores pequenos de k,

en (0,p), para

En la Figura 9 se muestran las gréaficas de las funciones W@, con ¢ = 0.1, 0.4; se
puede ver que para valores pequenos de k las aproximaciones estan cercanas.

3. Sea X = {X;: t >0} un proceso tal que

Nt
X ::U—i-dt—ZC'i—i-aBt, para todo t > 0,

=1

42



a=15,c=10" m=11000, q = 0.1 a=15,¢=10" m=11000,q=04
0.9 T T T 08 T T T T T T

0.8

0.7

0.6

05F

Wag®

0.4
0.3

0.2ff Py k=5
k=7 —k=7
. . . . . . . . :

L L L L 1 1 1 1 T 0.1
0.10 0

Figura 8. Aproximacion a la funcién de escala Wy (,) a partir del Método Inversion Post Widder.

donde d, o > 0; la sucesion de variables aleatorias {C;}°; son independientes e
identicamente distribuidas, con C; 2 Erlang(2, «); los procesos N = {N;: t > 0} y
B = {B;: t > 0} son el proceso de Poisson con pardmetro # > 0 y un movimiento
browniano, respectivamente.

La medida de saltos para este proceso esta dada por la funcion de distribucién C; y
la tasa de arrivos del proceso de Poisson N, es decir v(dz) = —fa?ze**dx. Entonces
el exponente de Laplace de X es de la forma

Oa? 1

5 T —0%\?, para todo A > 0.

V) =dA =0+ e+

Teniendo en cuenta la ecuacién anterior podemos obtener una forma explicita de las
funciénes Wy W@ invirtiendo sus transformadas de Laplace respectivamente.

La funciéon de escala W tiene la forma

3 2
a
W(z) = cjeP’" — ———=—— para todo x > 0,
jzl 30° [T i
donde )
. (pj + @)
;=

3 )
%UQPJ' Hizl,j;éi(pj - pi)
tal que p; #p; #0,1# jy j, 1 =1, 2, 3, son las raices del polinomio

1 1
502/\3 + (d + o%a)\* + (2ad -0+ 502042) A+ (do® — 26a).
La funcién escala W@, con ¢ > 0, tiene la forma

4
W@ (z) = Z D;e%" para todo x > 0,

j=1
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Figura 9. Aproximacion a la funcién W a partir del Método Inversién Post Widder.

donde
(Oé + 9]')2

i 4 )
%02 Hi:l,j;ﬁi(@j —0;)
tal que 0; #0;,1# jy j, i =1, 2, 3, 4, son las raices del polinomio

(¥(A) = g)(a + )™

En la Figura 10.a se muestra la aproximacion de la funcién de escala W a partir del
Método de Integral de Inversién de Bromwich; la Figura 10.b muestra las distancia
que hay entre la funcion de escala y su aproximacién para diferentes valores de m.
Note que la aproximacién requiere un nimero bastante grande de iteraciones para
que estén cerca a la funcion W. En cambio, por el Método de Inversién Post-Widder
ilustrado en la Figura 11, la aproximacién que se obtienen es mejor que el Método
de Integracion de Inversion de Bromwich.

Para usar el Método de Inversiéon Post-Widder debemos calcular la k-ésima derivada
de ——, con A > 0, que se obtiene de aplicar la Férmula de Leibnitz a la funcion

»(A)
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Figura 10. Método Integral de Inversién de Bromwich. (a) Aproximacién de la funcién de escala
W para diferentes valores de m. (b) Distancia entre la funcién de escala W y su
aproximacion para diferentes valores de m.
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Figura 11. Método de Inversién Post-Widder. (a) Aproximacién de la funcién de escala W para
diferentes valores de k. (b) Distancia entre la funcién de escala W y su aproximacién
para diferentes valores de k.

unidad 1 = 9 (A) , teniendo en cuenta que

1
ey
'ﬁwa? + (300 + d)X?

+3((0)? + da)\? + da?® — 200?), sik =1,
PPN = ﬁo\“a? + 4X3ao? + 60 (ao)?
+4 ao? + ato? + 60a?), si k=2,

. a?0
\(—1) (k + 1)!m7

para todo A > 0.

si k>3,

Dado que en este ejemplo sigue siendo mejor aplicar el Método de Inversion Post-
Widder, la aproximacion de la funcién Weq) que se ve en la Figura 12 para valores
diferentes de k, fueron hechas a partir de este método para ¢ = 0.1, 0.4.
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Figura 12. Aproximacion a la funcién Wy, a partir del Método Inversion Post Widder.

La Figura 13.a y la Figura 14.a muestran la funcién W@ y sus aproximaciones, que
fueron realizadas a partir de las aproximaciones de la funcién We(,) (Figura 12) y la
ecuacién (4.7); la Figura 13.b y la Figura 14.b muestran las distancias que hay entre
la funcién W@ y sus aproximaciones.

Observe que para usar el Método de Integracién de Inversién de Bromwich se requiere de
un numero de iteraciones muy grande para que la aproximacion sea estable. Por ejemplo, en
la Figura 6 o Figura 10 se observa que para valores de m alrededor de 10000 la aproximacion
a la funcion de escala oscila por las funcidénes coseno y seno que estan en las férmulas 4.9
y 4.10 respectivamente, lo cual nos lleva a tomar valores muy grandes de m y por ende los
calculos algoritmicos llevan demasiado tiempo computacionalmente hablando. En cambio,
por el Método de Post-Widder con un nimero pequeno de iteraciones k se tiene una buena
aproximacién a la funcién de escala (Figura 11 o Figura 16). La distancia entre éstas y sus
aproximaciones estdn en el orden de 1073.

Como se dijo anteriormente la aproximacion de las funciones g-escala estan dadas por
la aproximacién de las funciones de escala Wy, las cuales se obtuvieron a partir del
Método de Post-Widder. Al igual que la aproximacion de las funciones de escala W se
puede observar que las distancias entre su aproximacién estd también en el orden de 1073
(Figura 5, Figura 13 o Figura 14). Aunque también podemos ver en la Figura 5.c que hay
un problema con la distancia entre la funcién g-escala y su aproximaciéon cuando z y k
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Figura 13. (a) Aproximacién de la funcién W@ por el Método Inversién Post-Widder cuando
g = 0.1 para diferentes valores de k. (b) Distancia entre la funcién g-escala W@ y su
aproximacion para diferentes valores de k.
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Figura 14. (a) Aproximacién de la funcién W@ por el Método Inversién Post-Widder cuando
g = 0.4 para diferentes valores de k. (b) Distancia entre la funcién g-escala W@ y su
aproximacion para diferentes valores de k.

tienden a infinito, recordando que x > 0y k& € {0,1,2,...}. Lo que se puede interpretar
de esta grafica es que tomando k grande, la aproximacién a la funcién g-escala crece mas
rapido que la original cuando x — o0, o viceversa. Una razon por la que ocurre esto es
porque a la hora de evaluar k para valores grandes en la ecuacién (4.24), la combinatoria
que hay en esta ecuacion no la calcula MATLAB, asi que hacemos uso de la igualdad

]

k k—i i
(k) = exp Zlog(j) — Zlog(j)—i—Zlog(j) , para todoi=1,2,...,k,
=1 j=1 j=1

la cual no es igual computacionalmente. Es por eso que para valores grandes de k la
aproximacién a W@ no resulta ser buena.
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4.1.4 Aplicacién del Método Inversiéon Post Widder al problema de dividendos

En esta tultima parte se mostraran graficamente las condiciones suficientes que se vieron
en el Lema 7 y Teorema 9. A la vez, a partir del Método de Inversién de Post-Widder
obtendremos una aproximacién de las funciones g-escala, para tener una aproximacion de
la estrategia de barrera a*, para ello se usaran los ejemplos 1 y 3.

Para obtener la aproximacion de la estrategia de barrera a*, debemos primero aproximar
la derivada de la funcién g-escala W@ la cual se tendrd a partir de la aproximacién de la
derivada de la funcién obtenida del Método Inversion Post-Widder.

Dicha derivada se hallarda por medio del siguiente método: sea f una funcion derivable
en el punto x, entonces

) = —f(x 4 2h) +8f(a:+h1)2;8f(x— h)+ f(x — 2h) o). (4.20)

Considérese el Ejemplo 1 de la subseccion anterior. Eligiendo xk =1, d =10y ¢ = 0.1,
se obtiene que a* =~ 8.608.

En las Figuras 15 y 16 muestran las funciones W@ y (I' — ¢)v,-. Observe que estas
graficas ilustran las condiciones suficientes del Teorema 9 y Lema 7 respectivamente, lo
que nos sugiere que la estrategia de barrera a* ~ 8.608 es una estrategia de barrera 6ptima
para este problema.

k=1,d=10,q=0.1,h=10""
! |

0.0662

0.066 -

0.0658 -

0.0656 -

0.0654 -

W)

0.0652

0.065

0.0648

0.0646
7

Figura 15. Funcién W9 y su aproximacién a partir de la ecuacién (4.29) y el Método Inversién
Post-Widder.

Por otra parte, teniendo en cuenta el Método Inversion Post-Widder, obtenemos que
una estrategia de barrera para este problema es ap_ ~ 8.59, la cual es obtenida a partir
de las ecuaciones (4.23) y (4.29). Teniendo en cuenta esta estrategia de barrera, la Figura
16 ilustra la aproximacién (I' — q)vas_, sugiriendo que esta estrategia de barrera es una
estrategia de barrera éptima.

Considérese el Ejemplo 3 de la subseccion anterior. Eligiendo ¢ = 21.4, § =10, a = 1,
q = 0.1 y 0 = 1.4, tenemos que una estrategia de barrera para este problema es de la
forma a* =~ 0.366323. En la Figura 17 ilustra que para esta estrategia de barrera no se
cumplen las condiciones suficientes del Lema 7 y el Teorema 9, lo cual por este medio no
podemos sugerir que sea una estrategia de barrera éptima. Aunque graficamente, Figura
18, se puede ver que tomando a = 7, 8 la funcién valor para estas estrategias de barrera
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Figura 16. Funcién (I' — q)v,» con a* =~ 8.608 y su aproximacion.
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Figura 17. (a) Funcién W9 y su aproximacién a partir de la ecuacion (4.29) y el Método Inversién
Post-Widder. (b) Funcién (I" — q)vg+ con a* ~ 0.366323 y su aproximacion.

estan por encima de la funcién valor v,«, sugiriendonos que esta estrategia de barrera no
es una decisiéon 6ptima para los pagos que debe realizar la compania de seguros a sus
inversionistas.

Empleando el Método Inversién Post-Widder para este caso y la ecuacion (4.29), en-
contramos que una estrategia de barrera es ap.y ~ 0.36669. Al igual que en el parrafo
anterior, las graficas de la Figura 17 ilustran que esta estrategia de barrera no cumple las
condiciones necesarias del Lema 7 y el Teorema 9; la Figura 19 muestra que para valores
de a = 7,8 las funciones de valor v, estdn por encima de la funcién valor v .

Considerando el caso en que o0 = 2, se obtiene que la estrategia de barrera es a* ~
10.53469. La cual, en las Figuras 20 y 21 ilustran que esta estrategia de barrera cumple
las condiciones suficientes del Teorema 9 y Lema 7 respectivamente.

Aplicando el Método Inversion Post-Widder y la ecuacién (4.29) se obtiene que la
estrategia de barrera es ap .y ~ 10.532019. La Figura 20 y la Figura 21 sugieren que esta
estrategia de barrera es una estrategia de barrera 6ptima.

Observe que a partir del Método de Post-Widder hemos obtenido una buena aproxi-
macién de la estrategia de barrera a*, con la cual se pudo analizar graficamente las condi-
ciones suficientes del Lema 7 y el Teorema 9 y asi sugerir que esta estrategia de barrera
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Figura 18. (a) Funcién valor v,. (b) Diferencia de las funciones valor vy« y v, cuando a
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Figura 19. (a) Funcién valor v,. (b) Diferencia de las funciones valor Vgt Y Va cuando ap_y ~
0.36669.

es una estrategia 6ptima de barrera. En caso en que no cumpliera las hipotesis del Lema
7 v el Teorema 9, mediante graficas se observo que hay estrategias de barrera donde sus
funciones de valor estan por encima de la funcién de valor de la estrategia de barrera ap_yy.
También podemos ver que a pesar de que no obtuvimos unas buenas aproximaciones de
la funcién g-escala W@ en el Ejemplo 1, Figura 5.c, no afecté en la aproximacién de la
estrategia de barrera ap_yy, esto se debe a que los puntos criticos de la derivada de las
funciones g-escala estan en una region donde las distancias entre la funcion g-escala y sus
aproximaciones estdn en el orden de 1073,
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Figura 20. Funcién W@ y su aproximacién a partir de la ecuacién (4.29) y el Método Inversién
Post-Widder.
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Figura 21. Funcién (I' — q)vg+ con a* ~ 10.53469 y su aproximacion.
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5 Conclusiones

e Las estrategias de barrera son muy utiles porque con ellas se pueden hacer calculos
sencillos a la hora de ver cual es la mejor manera de pagar a los poseedores de las
acciones de una compania de seguros.

Una de las ventajas de tener una estrategia de barrera, es que su funcién de valor
estd dada explicitamente por las funciones g-escala, las cuales podemos encontrar por
medio de métodos numéricos.

Definir la estrategia de barrera a* a través de las funciones g-escala es muy til, ya
que a partir de las derivadas de estas funciones se puede ver si la estrategia de barrera
a* es una estrategia éptima de dividendos.

e Luego de haber aplicado los métodos numéricos, Integral de Inversion de Bromwich
e Inversion Post-Widder, para obtener aproximaciones de las funciones de escala
W, se observé mediante graficas que el Método de Post-Widder resulta ser mejor
que el Método Integral de Inversion de Bromwich, porque a partir de un nimero
menor de iteraciones se pudo obtener mejores aproximaciones a estas funciones. Por
ende se aplicé el Método Inversion Post-Widder para obtener aproximaciones de las
funciones 0O-escala Wy, y posteriormente obtener aproximaciones de las funciones
W@ las cuales también fueron unas buenas aproximaciones.

e Cabe mencionar que a partir de la tripleta (7,0, v) que determina a un proceso de
Lévy espectralmente negativo y el Método Post-Widder se puede obtener aproxima-
ciones de las funciones g-escala W@ a partir de la ecuacién matricial (4.20) y la
ecuaciéon (4.21). Note que de esta ultima ecuacién se puede ver que el exponente
de Laplace y sus derivadas estan determinadas por la tripleta anterior y que son la
forma general para cualquier exponente de Laplace y sus derivadas. Quiere decir
que no es necesario tener explicitamente este exponente de Laplace para utilizar el
Método de Post-Widder, sino que por métodos numéricos se puede obtener aproxi-
maciones de la ecuacién (4.21) y asi resolver la ecuacién matricial (4.20) para obtener
aproximaciones de las funciones g-escala W (9.

e La combinacion entre el Método de Post-Widder, el Lema 7 y el Teorema 9, son
una fuerte herramienta para determinar si la estrategia de barrera a* definida en la
ecuacién (3.22) es una estrategia de barrera 6ptima. En caso de que no cumpla las
condiciones suficientes del Lema 7 y el Teorema 9, una manera de ver si la estrategia
de barrera a* no es una estrategia éptima de dividendos, es graficando las funciones
de valor de diferentes estrategias de barrera y ver si hay alguna que esté por encima
de la funcién de valor de la estrategia de barrera a*.
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A Apéndice

En este apéndice se demuestran las propiedades de v, que fueron mencionadas anterior-
mente.

1. Sea A > 0. Entonces

A+ h) =P\ h 1
L f)L P =—v+Ao*+ 5 + 7 /( ) (eWHhle _ gro _ haliys_1y)v(de).
Tomando h — 0 tenemos de la anterior igualdad que
1
Y (A) = —y+ Ao + hi% ( O)(e(’\””)x — ™ — halys_1y)v(da). (A.1)

Para lograr calcular el limite que estd a la derecha de la ecuacién (A.1) se debe

encontrar una funcién medible f que sea integrable con respecto a la medida de

Mh)z _ hrl
e e o
| T e>1j] para todo h € (0,1).

Antes de ver quien es la funciéon f observe la siguiente identidad

saltos v v que acote a la funcién

e’ =1+ z + |7|*0,, para todo x < 0, (A.2)

1
donde 6, = / (1 — 2)e™dz, para todo x < 0. Ademas
0

1 1
1
|0x|§/ ll—z]e”dzg/ 1= 2|ds = 1, (A.3)
0 0 2

para todo x < 0.

Sea x € (—1,0). Entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones (A.2) y (A.3), se puede

ver que
(Mh)z _ —h ( — 0 )
e x Otz — e
| h | )\2| ‘2 + " —+ 2>\\x|29(,\+h)x -+ h|x]29(,\+h)z
2 21004n)e = Oxal 2 2
< o 20 = 00l o100+ Bl
0 + — O 1
e (A4)

para todo h € (0,1).

Por otra parte

0 9 . a:hz_l 1 1
| (/\+h A | / 11— ’V‘z’ . ’dz < |$|/0 |2||1 = 2|dz = |x|67 (A.5)

para todo h € (0,1).
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Entonces, teniendo en cuenta las desigualdades (A.4) y (A.5), se sigue que
’e(/\+h)a: — e’ _ h:c]
h

1 1

< )\2|x|36 + Mz2 + §h|93|2
1 1

<2 2t

< |z| (6)\ +2h+)\)

1, 1
< W(EV +h )\), (A.6)

para todo h € (0,h'), donde A’ es una constante suficientemente pequena.

Sea x € (—o0, —1], entonces

A+h)z _ . A\T Az (L hr

- xre | _ \:ce (eh 1)‘ < |£L‘|2€>\x, (A?)
para h’s suficientemente pequenos. Ademds, para un |z;| suficientemente grande,
existe ¢; > 0 tal que |z|?¢*® < ¢, para todo |x| > |21]. Como |z|?e** es continua en
el compacto [z, —1] existe ¢, > 0 tal que |z|*¢*® < ¢y, para todo x € [z1,—1]. Por lo

tanto, teniendo en cuenta (A.6) se tiene la siguiente desigualdad

— halg,s_ 1 1

|ze

|e(>\+h)x — et

h
+ Clﬂ(foo,xl)(x) + 621[5517*1] (m)’

para todo h € (0,h'), donde A’ es suficientemente pequenio. Observe que esta cota es
una funcién integrable con respecto a la medida de saltos v.

Por el Teorema de Convergencia Dominada

1
/ E(e(’v’h)x — e — halps_1y)v(da) 120, 2(eM — Lips—1y)v(da).
(—00,0) (—o0,0)
Por lo tanto
P (A) = —y+ oA+ /( )x(ex’\ — Lgps—1y)v(d). (A.8)
—00,0

Para ver la segunda derivada de 1, s6lo nos centraremos en la derivada de

/ z(e — 1is_1y)v(da), (A.9)
(_0070)

ya que

d/\< v+ 0%\ = o’
Sea x € (—o0, 1]. Entonces por la desigualdad (A.7) y por el Teorema de Convergen-
cia Dominada

I I ehx_l(d)
hli%h —o0,—1] (mlxehlir(l) no
/ 2t v(dx) (A.10)
c0,—1]

o4



Sea x € (—1,0). Entonces, usando las ecuaciones (A.3) y (A.5), se llega a que

|:E(e()‘+h)x _ 1) _ :E(eM _ 1)| |e(/\+h)x _ e)‘z|
h =l h
< |z|? TS LIS
- 6 2 '

para todo h € (0,h'), donde A’ es una constante sufucientemente pequena.

1 1
/ x2(1+—/\2—|——h+/\)<oo.

Por lo tanto, por el Teorema de Convergencia Dominada

AMh)z _ Az Ah)z _
lim z(e © )V(da:) = / lim z(e ¢ )V(d:L‘)
h—0 (—1,0) h (—1,0) h—0 h

Observemos que

_ / 2 (dx). (A11)
(_170)

Usando (A.10) y (A.11) tenemos que la derivada de (A.9) va a ser

d
I 2(eM — Lips_1y)v(dz) = / 22 My (dx)
(—00,0) (—0,0)
De lo anterior tenemos que
P’ (\) = o? +/ 2 y(dr). (A.12)
(_0070)

Por 1ultimo veremos la n-ésima derivada, con n > 2, de
/ 2" *eMy(dz), para todo A > 0.
(_0070)

Sea A > 0. Si z < —1, con un argumento similar a los casos antoriores, podemos

‘xn—le)\x(ehx _ 1)’ ) » ] )
ver que estd acotada por una funcion medible integrable, a saber

c11(—oo,y)+ €21}z, ,—1), donde ¢ y ¢; son constantes positivas que dependen de |21/, con
|z1] un nimero suficientemente grande. Entonces, por el Teorema de Convergencia
Dominada

hr __ 1
lim —x" e (eh — 1y (dx) = / 2" 1M lim uy(dx)
(700771} h—0 h

= / z"e My (dz). (A.13)
(_007_1}

Siz € (—1,0), entonces |z|""! < z?, para todo n > 2. Luego, para h suficientemente
pequeno
e — 1

l|xn—1(e(/\+h)a: o e)\ar)| < |1,|n—1e/\x -

< |zf?,
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para todo n > 2. Quiere decir que la funcién anterior esta acotada por una funcién
integrable en (—1,0). De nuevo, por el Teorema de Convergencia Dominada

1 e h A (" —1)
lim —x" e (M — 1y (dx) = / 2" 1eM lim ———v(dr)

= / 2" My (dx). (A.14)
(7170)
De (A.13) y (A.14) concluimos que
YM(N) :/ e My(x), (A.15)
(=00,0)

para todon > 2y A > 0.

. Como

Y’ (\) = o? +/ 2Ny (dr) > 0,

(_0070)
se tiene que v es una funcién estrictamente convexa.

. Para ver que 1(0) = 0, note que si z < —1 entonces
|e’\w — 1] <1, para todo A > 0.

Como f(foo ] v(dr) < oo, se tiene que estd acotada por una funcién medible inte-
grable en (—oo, —1]. Entonces, por el Teorema de Convergencia Dominada

lim (M — 1)y(dz) = / lim (e** — 1)v(dz) = 0. (A.16)

A—0 (—OO,—I} (—OO,—l] A—0

Si z € (—1,0), entonces

)\k
M —1— 2| < E ﬁ]x\k < eta?.
E>2

Puesto que f( r?v(dr) < oo se tiene que [e’ — 1 — Ax| estd acotado por una

~1,0)
funcién medible e integrable. Entonces, por Teorema de Convergencia Dominada, se

tiene que

lim (M —1 = Az)v(dr) = / lim (e — 1 — Az)v(dz) = 0. (A.17)
A—0 (7170) (7170) A—0

Teniendo en cuenta (A.16) y (A.17) concluimos que

¥(0) = lim <—fy>\ + %U2A +/

A—0

(M —1— )\m]l{x>_1})u(dx)>

(—O0,0)
= li AT ] — _
lim (_0070)(e A2l (ps—1y)v(dx)
= 0.
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Usando la ecuacién A.2 se tiene que

2
M — 1 — x| < %, para todo z < —1 y para todo A > 0.

Ademas
le’” — 1| < 1, para todo x < —1 y para todo A > 0.
Entonces por el Teorema de Convergencia Dominada

(o0) = lim (—’y)\ + %(72)\2 —i—/

A—00

(M —1— )\xﬂ{m_l})y(dx))

(_0070)
1
= lim (—yA + =0?)\?) + / lim (X — 1 — Avls_qy)v(da)
A—00 2 (—o00,—1) A—00
= 0.

Por lo tanto 1 (c0) = 0.
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