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Introduccion

El interés actuarial por estudiar el capital de una compania de seguros hizo del modelo clasico
de riesgo una herramienta y objeto de estudio muy importante. Este modelo no sélo funciona en
companias de seguros, sino también en cualquier empresa cuyos gastos sean aleatorios y se consi-

dere un ingreso fijo, entre otros supuestos.

En este trabajo de tesis se estudia al modelo dual de riesgo, el cual busca modelar el comporta-
miento del capital en empresas que reconocen un gasto constante y tienen ingresos aleatorios. Los
articulos en los cuales se basa este trabajo son Avanzi, Gerber y Shiu (2007) y Avanzi y Gerber

(2008).

En el capitulo 1 se trabajara con el modelo dual de riesgo sin preturbar. En la seccién 1.1 se
encuentran definiciones y ejemplos que nos permiten conocer al modelo dual de riesgo y tres tipos
de empresas donde puede ser usado. En la seccion 1.2 se define la estrategia de barrera para el pago
de dividendos y a la funcién de valor V (u;b), la cual nos servird para determinar preferencias sobre
los niveles de barrera b. En esta misma seccién encontramos el resultado principal del capitulo 1,
en el Teorema 1.1, porque con base en este se caracteriza a la funcién de valor con una ecuacién
integro-diferencial. En las secciones 1.3 y 1.4 encontramos explicitamente a la funcién de valor
V(u; b) para el caso de que los ingresos se distribuyan exponencial o mezcla de exponenciales. En
la seccién 1.5 se dan férmulas para el nivel de barrera 6ptimo en el caso de ingresos con distribucién
exponencial y se muestra una férmula importante para hallar el nivel de barrera éptimo en casos
mas generales. La seccién 1.6 ofrece un método alternativo para el cdlculo de la funcién de valor en

el caso de mezcla de exponenciales. En la seccién 1.7 se usa la transformada de Laplace para poder



caracterizar a la funcién de valor. Con esto se ofrece la alternativa de encontrar a V' (u;b) usando
férmulas de inversién de la transformada de Laplace o métodos numéricos. En la seccién 1.8 se ge-
neralizan los resultados de las secciones 1.2 y 1.7 considerando un proceso de ingresos mas general,
siendo éste un subordinador y no un proceso Poisson compuesto. En la seccién 1.9 se calculan los

niveles de barrera éptimo para tres distribuciones mezcla de exponenciales y se analiza lo observado.

En el capitulo 2 se estudia al modelo dual de riesgo perturbado por una difusién. En este
capitulo se generalizan algunos resultados obtenidos en el capitulo 1. En las secciones 2.1 y 2.2
se define al modelo dual de riesgo, el proceso de dividendos y se obtiene de nuevo una ecuacién
integro-diferencial que nos serd de utilidad para conocer a la funcién de valor V(u;b). La seccién
2.3 trata el caso cuando los ingresos tienen distribucién mezcla de exponenciales, obteniendo para
este caso la funcién de valor V(u;b) de manera explicita. En la seccién 2.4 se explica el método de
la transformada de Laplace para caracterizar a V (u;b), como se vi6 en la seccién 1.7. La seccién 2.5
halla una férmula muy importante para la funcién de valor V' (u;b) evaluada en el nivel de barrera
Optimo b*. Esto se usa en el método de la transformada de Laplace como condicién de frontera
para poder hallar el valor de b*. En la seccion 2.6 se considera el modelo dual de riesgo cuando el
proceso de ganancias S(t) es un subordinador. Esto generaliza lo encontrado en la seccién 1.8 para
el caso con el modelo perturbado. En la seccién 2.7 se presentan ejemplos numéricos utilizando el
método de la transformada de Laplace y usando los resultados de la seccién 2.3.

El interés de este trabajo es presentar resultados que nos permitan conocer de manera tanto
exacta como aproximada al nivel de barrera 6ptimo b* en el modelo dual de riesgo con y sin

perturbacién.



Capitulo 1

Pago de dividendos en el modelo

dual de riesgo

1.1. Preliminares

En este trabajo es de interés estudiar el desarrollo del capital de cierto tipo de companias con-
siderando una estrategia de pago de dividendos. La finalidad es maximizar de alguna manera el

dividendo que los accionistas perciben durante toda la vida de la companfia.

Supongamos que la compania tiene un capital inicial aportado por un grupo de accionistas
y un gasto constante conocido que se paga de manera continua, el cual es interpretado como la
consecuencia de pagar némina, renta, proveedores, etc. También supondremos que los ingresos en
la empresa son aleatorios tanto en tiempo de aparicién como en monto. Mas adelante se daran
ejemplos sobre empresas que presentan estas cualidades. Entonces, sin considerar atin una estra-
tegia de pago de dividendos, el capital de la empresa es regido por una parte determinista, en el

capital inicial y el gasto en el tiempo, y por una parte aleatoria, en los ingresos.

Para modelar los ingresos supondremos que siguen un proceso de Poisson compuesto S(t)

definido de la siguiente manera:
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Definicién 1.1 Sean (Y)ren variables aleatorias positivas independientes e idénticamente distri-
buidas con distribucion comin P(y). Sea N(t),t > 0 un proceso de Poisson con tasa \. Definimos

al proceso Poisson compuesto S(t) como:

N(#)
Y, siN(t) > 0;

S(t) = i=1
0 st N(t) =0.

Llamaremos a este proceso S(t) como el proceso de ingresos. Considerando los supuestos ante-

riores, se tiene la siguiente definicién del modelo dual de riesgo.

Definicién 1.2 El proceso {U(t),t > 0} representa al capital al tiempo t, definido como:

Ut)y=u—ct+S(t), (1.1)

donde:

= u capital inicial,
= ¢ gasto por unidad de tiempo,

» S(t) proceso de ingresos de la definicion anterior.

A este modelo se le conoce como el proceso dual de riesgo.

En adelante, a lo largo de este trabajo se considerara que

u=E[S(1)] —c= A / T ypy)dy — > 0. (1.2)

Esto significa que el valor esperado de U(t 4+ 1) — U(t) es estrictamente positivo. Se considera
de esta manera porque al constituirse una empresa se espera que el capital vaya aumentando, y la
condicién (1.2) representa este hecho. En lo consecuente se dan ejemplos donde se usa el modelo

dual de riesgo.
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1.1.1. Instituciones de seguros, rentas vitalicias.

En la dindmica general del sector asegurador intervienen dos entes, el cliente y la institucién ase-
guradora. Cuando el cliente reconoce un riesgo que amenaza un estado comodo para €l en términos
financieros, y existe una intitucién aseguradora con un producto que cubre total o parcialmente las
necesidades del cliente, entonces se conviene el pago de una prima por parte del cliente, a cambio

de obtener una proteccion total o parcial del impacto financiero proveniente del riesgo en discusién.

En el ramo de seguros de vida, se tiene una serie de productos conocidos como rentas vitali-
cias. Después de una prolongada etapa de trabajo lo que se desea es descansar y disponer de una
pensién que otorgue tranquilidad financiera. La renta vitalicia es un seguro en convenio con una
compania de seguros, el cual ofrece una modalidad de jubilacién y garantiza una renta periddica

que se mantiene fija durante la vida del asegurado.

En este caso, el cliente se cubre del riesgo de no tener dinero en su futuro al gozar con una renta
de manera periddica por el resto de su vida, y la institucién aseguradora recibe el capital consti-
tutivo considerando monto, periodo y la informacién del cliente. Al momento del fallecimiento del

cliente, se considera al capital constitutivo no devengado como ganancia para la institucion.

El modelo dual de riesgo da la posibilidad de interpretar el pardmetro u como un presupuesto
inicial con el que cuenta el drea de rentas vitalicias dentro de una compania de seguros. El gasto por
unidad de tiempo c se interpreta como la ponderacion de todos aquellos gastos tales como némina,
infraestructura y miscelaneos. Como el tiempo de defunciéon y el monto de capital constitutivo
no devengado son no conocidos, se consideran aleatorios y se modelan con el proceso Poisson

compuesto S(t).

1.1.2. Empresas petroleras.

En el mercado petrolero interactiian diferentes entes, tales como los paises productores, paises
consumidores y las empresas petroleras. Estas tiltimas tienen la oportunidad de intervenir en una
o mas de las siguientes fases: exploracion, perforacién, extraccion, almacenamiento, transporte,

refinacién y distribucién. Considerando una empresa que se desenvuelva en al menos las primeras
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tres fases, por tener un gasto conocido en la inversiéon de la exploracién y por la naturaleza de
lo aleatorio al encontrar yacimientos petroleros, es posible usar el modelo dual de riesgo de la

siguiente manera:

= u es el capital inicial,

= ¢ es la tasa de gasto derivado de la némina de los trabajadores y administrativos, costos de

materiales y misceldneos,

= S(t) representa el ingreso aleatorio en tiempo y monto. Aleatorio en tiempo por que no se
sabe ctianto se demora el proceso de exploracién en encontrar un yacimiento petrolero y en
monto porque se desconoce la cantidad de petrdleo que se va a encontrar y el precio que

tendra.

Es importante tener en cuenta que los ingresos Y; de cada yacimiento encontrado se contabilizan
en valor presente porque no es un ingreso inmediato. Esto es para a todo proceso de perforacion,

extraccion, y comercializacion.

1.1.3. Industria farmacéutica.

El sector empresarial de la industria farmacéutica se dedica a la fabricacién, preparacién y
comercializacién de productos para la prevencién y tratamiento de enfermedades. Este tipo de
empresas desarrollan tareas tales como la produccién de agentes activos, farmacos dosificados e
investigacion y desarrollo.

Considerando empresas que desempernien esta 1ltima labor, se tiene un esquema determinista en
cuestion de némina y gastos materiales dirigidos a la investigacién y desarrollo de nuevos y mejores
medicamentos. Como no se conoce el tiempo de desarrollo para un medicamento y tampoco el valor
de la patente de este, esta informacién se considera aleatoria. Por estas razones, se usa el modelo

dual de riesgo para modelar el capital de la empresa de la siguiente manera:

= y representa el presupuesto inicial con el que cuenta el departamento de investigacién y

desarrollo,

= c es el gasto contemplado para los proyectos. Incluye costos materiales y humanos,

10
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= S(t) son los ingresos provenientes de cada producto desarrollado y vendido. El valor de Y;
representa el valor presente del producto o el costo por la venta de la patente, segiin sea el

caso.

1.2. Definiciones y propiedades basicas del modelo.

Siendo el problema de interés en este trabajo el estudiar el desarrollo de un capital respecto al
tiempo considerando el pago de dividendos, es necesesario definir la estrategia de pago de dividen-

dos que estudiaremos y al dividendo de acuerdo a la estrategia escogida.

Una estrategia de barrera con parametro b, llamado nivel de barrera o umbral, es aquella en
la que el pago de dividendos se realiza inmediatamente después de que el capital haya alcanzado
el umbral b y el monto del dividendo es igual al excedente del capital sobre el nivel de barrera b.
De manera formal, se tiene la siguiente definicién de dividendo bajo una estrategia de barrera con

parametro b.

Definicién 1.3 Considerando a u — ct + S(t) como el capital al tiempo t sin considerar pago de

dividendos, se define el dividendo al tiempo t como:
D(t) = oix, (u—cr+S(1) —b)+ (1.3)
Una vez definido el proceso de dividendos relacionado con el capital U(t), se define al modelo

dual de riesgo con pago de dividendos de la siguiente manera:

Definicién 1.4 Considerando una estrategia de barrera para el pago de dividendos en el modelo

dual de riesgo, se tiene a U(t) como el capital al tiempo t determinado como:

Ut) = u—ct+ S(t) — D(t). (1.4)

Entendiendo que los dividendos serdn pagados a los accionistas durante la vida de la compania,
es decir, hasta el tiempo de ruina, considerando el evento ruina como alcanzar un capital estric-
tamente negativo en algun tiempo finito, se tiene la siguiente definiciéon para el tiempo de ruina

T.

11



CAPITULO 1. PAGO DE DIVIDENDOS EN EL MODELO DUAL DE RIESGO

Definicién 1.5 Consideramos al capital U(t) como en la definicion anterior. Se llama tiempo de

ruina T al instante en el que el capital U(t) es negativo por primera vez, es decir:

inf {t > 0|U(t) <0} siU(t) <0 para algin t >0,

0 otro caso.

Ahora, estudiando la estrategia de barrera definida anteriormente, se define la funcién de valor.

Definicién 1.6 Se define a la funcion de valor de la estrategia de barrera con umbral b de la

siguiente manera:

T
V(u;b) =E l/ e“”dD(t)] : (1.5)
0
donde T es el tiempo de ruina y § constante dada llamada tasa de interés.

La funcién de valor es el valor esperado del valor presente de todos los dividendos pagados hasta
que la ruina ocurra. De esta manera, el problema planteado desde el principio de este trabajo se
reduce a elegir el pardmetro de umbral b que maximice la funcién de valor, es decir, maximice la

percepcién promedio de los accionistas.

Para obtener la funcién de valor para un b dado y calcular el umbral b* tal que maximiza
V(u;b) como funcién de b, primero estudiamos a la funcién de valor. Teniendo en cuenta que el
proceso dual de riesgo disminuye inmediatamente despues de iniciar, entonces se tiene que para
capital inicial u = 0, el tiempo de ruina 7" es igual a cero con probabilidad 1, y de la definicién de

la funcién de valor es inmediato que para todo b > 0,

V(0;b) = 0. (1.6)

Debido a la dindmica de la estrategia de pago de dividendos, se tiene que si el capital inicial u

estd por encima del umbral b, entonces inmediatamente se paga el excedente u — b como dividendo
y el capital inicial bajo el cual se calculara la funcién de valor serd b. De aqui que,

V(u;b) =u—b+V(b;b), para u > b. (1.7)

Ahora, el teorema principal del primer capitulo, es el siguiente:

12
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Teorema 1.1 Para 0 < u < b, la funcién de valor V(u;b) satisface la siguiente ecuacion integro

diferencial:
, b—u s}
cV o (u;0)+(A40)V (u; b)—A V (u+y; b)p(y)dy—A (u—b+y)p(y)dy—AV (b;b)[1—P(b—u)] =0 .
0 b—u
(1.8)
Demostracion

Para probar esto, se considera un tiempo 7 pequeno tal que u—c7 > 0. Entonces, condicionando

al tiempo T,

V(sb) = E

T
/e_‘ssdD(s)
0
T
/e—ésdD(s),TlgT
0
0
= / e ME
0
T 00 T
= /)\ef)‘t/ E / e %%dD(s)|Ty =t,Y1 =y
0 0 0

= / )\6_(>\+5)t/ V(’LL —ct+ v b)p(y)dydt + V(u —cT; b)e—(5+>\)7 )
0 0

T
- E +E / e %dD(t), Ty > 7
0

T T
/ e %%dD(s)|Ty € dt| P[Ty =t] +E / e OdD(t), Ty > T
0 0

T
dt +E / e™'dD(t)|Ty > 7| P[Ty > 7]
0

T
/ e %%dD(s)|Ty =t
0

p(y)dydt + V(u — cT; b)ef(‘H)‘)T

Ahora, restando V' (u — ¢7) y dividiendo entre cr, se obtiene

Viwh) =V —ert) _ e O X Viu =+ yplydydt | Vi = er )T 1)
cT N cT cT

A T 00 —(0+M7T _ 1

= — / e~ (ATt / V(u—ct+y; b)p(y)dydt + V(u — cr; b)u
CT 0 0 CT

Haciendo 7 — 0, multiplicando todo por ¢ y evaluando en 7 = 0, se obtiene
, oo
o (ust) =3 [ Vit by — 6+ NV ) (19)
0

13



CAPITULO 1. PAGO DE DIVIDENDOS EN EL MODELO DUAL DE RIESGO

Escribiendo la integral como la suma de 0 a b —u y de b — u a co y usando (1.7) tenemos

b—u oo
V' (u;b) = A/O V(u+y;0)p(y)dy + A /bi (uty—b+V(bb)p(y)dy — (5 + A\)V (u;b)
b—u fo'e) o
= A/ V(u+y;0)p(y)dy + A (u+y —b)p(y)dy + V(b; b) / p(y)dy — (0 + )V (u; )
0 b—u b—u
b—u 0o

—Uu

= A/ V(u+y; b)p(y)dy + A/ (u+y =0)p(y)dy + V(b:b)[1 = P(b—w)] = (6 + )V (u;0) -
0 b
Despejando se obtiene (1.8).

O

El siguiente corolario nos permite tener una ecuacién equivalente a la anterior y sera la que

utilizaremos en lo consecuente del trabajo.

Corolario 1.1 Para todo u < b, la funcion de valor V(u;b) cumple que

b

o0

V(:c;b)p(xfu)d:cf)\/ [1—P(y)]dy— AV (b;b)[1—P(b—u)] =0 .

V' (u;b)+(A+5)V(u;b)*A/ b
(1.10)

u
Demostracion

Usando el cambio de variable z = u + y, obtenemos

b—u b
—)\/ Vu+y;b)p(y)dy = —)\/ V(z;b)p(x — u)dz .
0 u
Ahora, por el teorema de Fubini y usando que 1 — P(y) = fyoo p(z)dz,

o0

/\/boo (u—="b+y)p(y)dy = *A/ [1 = P(y)ldy .

—u b—u

Por tltimo, sustituyendo estas expresiones en (1.8), se obtiene el resultado.

14
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1.3. Calculo de la funcién de valor cuando la distribucion
de los saltos es exponencial.

En esta parte del trabajo se encuentra de manera explicita la funcién de valor V(u;b) cuando

p(y) es de la forma

ply) = Be P, y > 0. (1.11)

Teorema 1.2 Si la distribucion de los saltos en el modelo dual de riesgo es de la forma (1.11),

entonces la funcion de valor es

S <u<b, (1.12)

A
Viusb) = B (cr+0)er — (cs + 6)esd 0<

donde r y s son las raices de

€+ (A+06—Be)E—B5=0. (1.13)

Demostracion

Primero usamos la forma de p(y) sustituyendo en (1.10), obtenemos

b

V(x; b)ﬂe*ﬁ(zfu)dx _ )\/ e’ﬂydy — AV (b; b)efﬁ(b*“)
b

—Uu

V' (usb) + (A + )V (u;b) — )\/
b oo
=V (u;b) + (A + &)V (u; b) — )\ﬁeﬁu/ V(x;b)e P da — % Be PYdy — AV (b; b)e PO~
u b—u
b
=cV' (u;b) + (A + &)V (u; b) — ABe* / V(z;b)e Pde — %e‘ﬁ(b_”) — AV (b; b)e P~

u

-0 (1.14)

Ahora, derivando a (1.14) respecto a u de la misma manera que en la seccién anterior, se tiene

b
V' (w;b) + (A + )V (ub) — /\6265"/ V(z;b)e™ P dx + BV (u; ) — Xe P~ — X\BV (b; b)e A0~

u

=0 . (1.15)

15
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Multiplicando (1.14) por —f y sumando a (1.15) obtenemos la siguiente ecuacién diferencial

homogénea de segundo orden.

V' (u;b) + (A + 8 — Be)V (u;b) — BV (usb) =0 .

Usando (1.6) para las condiciones iniciales y Braun [6] se sigue que

V(u;b) =k(e™ —e®), 0<u<b, (1.16)

donde 7 y s son soluciones de la ecuacion caracteristica

2+ N+0—Be)—B5=0. (1.17)

Para determinar el valor de k, se sustituye (1.16) en (1.14) con u = b:

b
ck(re™ — se®) + (A4 0)k(e™® — eP) = ABePP [ k(e — %) Prdx — %e‘ﬂ(b_b) — k(e — es0)e= B0
b

=ck(re™ — se*®) + (A + 0)k(e™® — e*®) — % — Me(e™® — et)
=0. (1.18)

Despejando k en (1.18) se concluye el teorema.

1.4. Calculo de la funcién de valor cuando la distribucién
de los saltos es mezcla de exponenciales.

Ahora estudiamos el caso en que las ganancias tienen una distribucién que es mezcla de expo-

nenciales, es decir,

ply) = AiBie ™Y, y>0 (1.19)
=1

donde 5y < By < ... < Bp, 4; >0y A1+ ...+ A, =1.

16
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Teorema 1.3 Si la distribucion de los saltos en el modelo dual de riesgo es de la forma (1.19),

entonces la funcion de valor es

n
= ZC’keT’““, 0<u<hb,

donde los coeficientes C, dependen de b y son la solucion del sistema de ecuaciones

1
=—,1=1,..,n.
Z ’fﬂl—m B;

chzo,
k=0

y las constantes r, se determinan por el sistema de ecuaciones

e+ (A +6) — )\ZA —0, k=0,1,..n.

Demostracion

Usando la forma de p(y) en (1.19) y sustituyendo en (1.10)

b n
cV/(u;b) + A+ 0V (u;b) — )\/ V(x;b) ZAiﬂiefﬁi(xfu)dx - / ZA e Bly]dy AV (b;b)] ZA e Pilb— ")]
u =1 b—u

i=1
n b )
=cV' (u;b) + (A + 8)V (u;b) — A Z Az-ﬁ,»eﬂf"/ V(z;b)e P dr — )\Z B_’ ﬂ e PVdy — AV (b;b) Z AgePilb—w)
i S (3 —u i=1
=V (u;b) + (A + 8)V (u )\Z A;BiePi / V(z;b)e P de — A %6_5’i(b_“) — AV (b)Y Agem P07
i=1 1 i=1

=0 . (1.20)

De manera anéloga a la seccién anterior, usamos la ecuacién (1.20) para derivarla respecto a u
y despues restarle ella misma multiplicada por ;. Al resultado le hacemos lo mismo y repetimos
hasta que se hallan usado todas las §’s. El resultado es una ecuacién diferencial homogenea de

orden n + 1 para la funcién de valor V(u;b). Por lo tanto V' (u;b) es de la forma

17
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V(ub) = Cre™", 0 <u<b, (1.21)
k=0

Para obtener los coeficientes Cj, y 7, sustituimos (1.21) en (1.20)

Z Crrie™ 4+ (X + 0) Z Cre™ ™ — X Z Z CLA TR erkb—ﬁi(bfu))

k=0 =01=1

—AZBZ e A=) _ AV (b b) ZAe—W’ u)

=1

=0. (1.22)

Como esta ecuacién debe cumplirse para toda u € [0, ], entonces los coeficientes de e™* deben

ser nulos. Esto implica que r; cumplen

crp+ (A +6) — /\ZA o Bi =0, k=0,1,...,n. (1.23)

— 1

Definimos la funcién f(€) de la siguiente manera:

. B;
f&) =c&+(A+9) - )\ZA@ z Z ( ﬁ§>+(A+5). (1.24)

Entonces rg, 71, ..., son las n + 1 raices reales de f(£), y ellas cumplen

ro<0<r<pBi<..<rp <P (1.25)

Esto puede verse usando la continuidad de f(&) y calculando los siguientes limites:

18
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FOT8 =34, (-3) + oy =5>0

i 10 =3 (Jim - 72 )+ 040 oo

Ahora calcularemos los coeficientes Cy, k = 0,1,...,n. De la condicién (1.6) y el hecho que
(1.22) debe cumplirse para toda u, se tiene que los coeficientes de la funcién AA;ePi(b=%) deben

ser iguales a cero, lo que da lugar al siguiente sistema de n + 1 ecuaciones que cumplen Cj:

- 1
Y Ot = =10, (1.26)
= BTk Bi

> Cp=0, (1.27)
k=0

de donde determinaremos los coeficientes Cy, C1, ..., C,.
O
Este resultado es muy importante porque el modelo dual de riesgo utiliza variables aleatorias Y;
no negativas que representan los ingresos y como la familia de distribuciones de me (ver Dufresne
[7]), aproximan la distribucién de Y;. Dufresne ([7]) presenta dos métodos para obtener estas

aproximaciones, uno basado en la expansién polinomial de Jacobi y el otro en la distribucién

logbeta.

1.5. Nivel de barrera 6ptimo

En esta seccién discutiremos sobre como obtener la funcién de valor V' (u;b) en el caso que p(y)

permite la existencia del nivel de barrera 6ptimo b*, el cual maximiza a V'(u;b) para cualquier
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valor de u. Esto puede verse en la Figura (1.1). En este ejemplo, se tiene el supuesto (1.11) y se

usa la férmula (1.12).

Funcion de valor respecto a b,

10 12

V(ub)

08

04

Figura 1.1: V(u;b) como funcién de b con v = 0.6,0.8,1,1.2. A =5 =,1, § =2, ¢ =,03

En este caso, de la seccién 3 se tiene la férmula de la funcién de valor V(u;b), y se puede

encontrar de manera analitica el parametro b*.

Teorema 1.4 En el modelo dual de riesgo con distribucion de saltos exponencial, de la forma

p(y) = Be=PY, el nivel de barrera éptimo b* es de la forma

b = risln (iggiig;) (1.28)

donde r y s son las raices de la ecuacion caracteristica (1.13).

Demostracion

Como la ecuacién caracteristica (1.13) no depende de b, entonces para maximizar (1.12) respecto

a b basta minimizar la funcién

h(b) = (cr 4 6)e™ — (cs + 6)e®.

Derivando con respecto a b e igualando a 0, se obtiene

20



CAPITULO 1. PAGO DE DIVIDENDOS EN EL MODELO DUAL DE RIESGO

B (0*) = (cr + 8)re™ — (cs+68)se™ =0,

de donde despejando b*, se concluye que:

v ()

Para ver que efectivamente se trata de un minimo, vemos que la segunda derivada de h es:

h//(b*) _ (C’I"—I—(S) 2 rb (CS-i—(S) 2 sb™

= (er+ o)l TR — (s 4 )ster e M)

- (cr+5)7“21n< Ezjig) ~ (s + 0)sIn (M)

s (s(cs+ )™
= )<(r(cr+5))fs>'

Usando que s < 0 < r (esto es asi porque los limites calculados en la seccién 4), tenemos que

h’(b*) > 0, lo que indica que b* es un minimo para h.

O

Corolario 1.2 Bajo las mismas condiciones del teorema anterior, una férmula equivalente para

el nivel de barrera dptimo b* es

b= 1n(5_“8>. (1.29)

r—s 0 — pr

Demostracion

Usando (1.2) se tiene que ¢ = % — i, sustituyendo en (1.13) obtenemos que r y s cumplen

§(c€+6) = &(Be—A)+po

= PO+ fe — M

— 854 B(5 - WE - X
= BOAE— B — XE
= B(6 — ué),
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Por lo tanto, sustituyendo en (1.28), se obtiene el resultado.
O

En el caso general de p(y), no se tiene una forma explicita para V' (u;b) y b*. Una forma de esti-

mar b* es aproximando la distribucién p(y) con una mezcla de exponenciales y usando el teorema

4.1.

Mas adelante se desarrollard un método considerando la siguiente férmula

1

V(b*;b*) = 5 (1.30)
Para demostrar que esto es cierto, primero se tiene por definiciéon de b*,
OV (u;b)
— =0 1.31
b ‘b:b* ’ (1.31)
lo cual implica que
dV (b,b) /
=V (b*—;b* 1.32
S =V e, (1.32)

donde V' (b*—;b*) denota la derivada por la izquierda de V' (u;b) en el punto u = b. Para ver
esto, se usa la definicién de derivada por la izquierda y por la derecha. Para el caso de la derivada
por la izquierda,

V(0" —h,b* —h) = V(" ,b%) . V(b —hb* —h) — V(b* —h,b") + V(b* — h,b*) — V(b*,b%)

g h =im h
7h,mV(b —h,b*—h)—=V(b —h,b)+h,mV(b — h,b*) =V (b*,b%)
hl0 h hl0
=V(b*—,b")

donde la tltima igualdad es resultado de la continuidad de V' (u,b) como funcién de u y por
(1.32). De manera andloga se muestran los limites por la derecha. Ahora, usando que la derivada

de (1.7) respecto a b es igual a 0 por (1.31), se tiene que

dV (b, b)
db b=b*

—1+ = 14V (b*—;b*) =0. (1.33)
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Con esto y la derivada de (1.7) respecto a u y luego hacer u | b, concluye que

Vb =b*) =1 =V (b*+;b"). (1.34)

A esta propiedad se le conoce como condicién de alto contacto. Haciendo v = b = b* en (1.10)

y usando (1.34) se obtiene

c+ A+ 6V, b)) — )\/Oo[l — P(y))dy — AV (b*,b*) = 0. (1.35)
0

Despejando V (b*,b*) y usando (1.2), se concluye que

V(b*,b%) = %. (1.36)

1.6. Método alternativo

La propuesta de este método consiste en reemplazar la variable u por z = b — u, la distancia

entre el nivel de barrera y el capital inicial. Definimos W (z;b) como

W(z;0) =V(u;b), 0<2<b. (1.37)

De (1.6) y el hecho de que z = 0 cuando u = b se tiene que

W(0;b) = V(b; b) (1.38)

W (b;b) = V(0;b) = 0. (1.39)

En esta seccién se analizard el caso en que p(y) es mezcla de exponenciales como en (1.19).

Reemplazando u por b — z en (1.21), se tiene que

n n
W(z;b) =Y Cre™ =2 =3 " Dre "7, (1.40)
k=0 k=0

donde Dy, = Cre™® y r,s son las rafces de (1.24). Usando las relaciones (1.26) y (1.38), los

coeficientes Dy, D1, ..., D, satisfacen el siguiente sistema de n + 1 ecuaciones:
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. 1
YN Dt et = i=1,n, (1.41)
= BTk Bi

n

> Dy =V(b;b). (1.42)
k=0

Para encontrar el nivel de barrera éptimo b*, se usa la condicién (1.30) en (1.42) con b = b*

para obtener

Y D= % (1.43)
k=0

Resolviendo el sistema formado por (1.41) y (1.43), se obtienen los coeficientes b* para la funcién
W(z;b*). De aqui la ventaja del método alternativo, porque encontrar b* deja de ser un problema

de optimizacién por (1.39) y se convierte en calcular la raiz de una funcién.

Para dar un ejemplo de esto, se considera cuando n = 1, el caso exponencial. Fijando ro =r y

r1 = s, se tiene que

W (z;0%) = Doe™"* + Die™ %%, (1.44)
Por (1.39),
0 = Doe " +Dye ™"
7D0€7Tb* _ Dlefsb*
Do _ b*(r—s)
D, ¢
D
l”(_ﬁi) = b(r—s).
Por lo tanto
1 Dy
b* = In(——). 1.45
—— (") (1.45)

Ahora, para determinar los coeficientes Dy y D1, se tiene que resolver el siguiente sistema de

ecuaciones,
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(1.46)

Dy

| =

r s
D
,B—T+ "B

Do+ Dy = (1.47)

SRS

Despejando Dy de (1.47) se obtiene que Dy = & — Dy, y sustituyendo esto en (1.46) se obtiene

que:

1.

W r 1
K _p ) D = =
(5-D G—r 5, 5
nor s T 1
® D - = .
T 1(/35 5r> 3
Dando como resultado que
1 _p_s
Dy=-L_2F~ (1.48)
B—s  B—r
1_p_r
D=L 25 (1.49)
B—s  B—r
obteniendo asi que
1 M s
Dy 5755
=i (1.50)
B § B—r

Finalmente, sustituimos en (1.45), obtenemos el nivel de barrera éptimo b*.

7. Método de transformadas de Laplace

En las secciones anteriores se hicieron supuestos sobre la forma de p(y). Ahora, consideraremos

una funcién de distribucién general P(y). Usando la ecuacién (1.10) en términos de W(z;b), se

tiene que

W (225 + (A )W () — A / Wy b)p(z — y)dy — A / Tl Ply)ldy - AW(0; )1 - P(2)] = 0.

(1.51)
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Denotando con w(z) a la extensién de W(z;b) sobre todo 0 < z < oo, que satisface (1.51).
Tomando la transformada de Laplace en la ecuacién integro-diferencial de w(z) y usando las pro-

piedades de la tranformada de Laplace vistas en [1] se tiene que:

cw(0) — cE0(E) + (M + H)B(€) — AD(E)R(E) — g—lm 1o+ gwm)m(s) “1=0, (152)

la cual es una ecuacién lineal para @(§)). Despejando se sigue que

cw(0) + 20(0)[p(€) — 1] — Z[H(E) — 1 — €5/(0)]
€~ N+ 8) + Ap(E) '

Usando esta férmula, con la condicién de frontera w(0), invirtiendo la transformada de Laplace

w(§) =

(1.53)

cuando es posible, se obtiene la funcién w(z). Usando (1.39), podemos hallar b con el valor z que
haga w(z) = 0. Por ultimo, de la definicién de W (z;b), calculamos la funcién de valor V(u;b) de

la siguiente manera:

V(u;b) = W(b—z;b) para0 <u<b.

En el libro de Abramowitz[1] hay férmulas de inversién, propiedades y tablas de las transfor-

madas de Laplace que pueden resolver de manera explicita para algunas funciones.

1.8. Proceso de ingresos S(t) es un subordinador.

Supongamos que S(t) es un proceso no decreciente con incrementos independientes y estacio-
narios, es decir, un subordinador. Definimos el tiempo de vida de un subordinador de la siguiente

manera:

Definicién 1.7 Sea S(t) un subordinador. Se define el tiempo de vida ¢ como
C=mf{t>0:5(t) =00} .

El subordinador S(t) que trabajamos explica los ingresos recibidos hasta el tiempo t, por
consiguiente es natural pensar que ( = oo con probabilidad 1. De la proposicién (1.3) de Bertoin[5]
se tiene que el subordinador S(t) puede descomponerse en una parte continua y una parte discreta

de la siguiente manera:
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St)y=dt+ > A,
0<s<t

donde A = (Ag, s > 0) es un proceso puntual de Poisson con medida caracteristica la cola de la
medida de Lévy @ : (0,00) — [0,00). Trabajando con el modelo dual de riesgo, la deriva d puede

incluirse en el gasto constante ¢ y estudiar inicamente la parte de saltos del subordinador.

Por los Lemas 2.12 y 2.14 de Kyprianou[10] sabemos que el subordinador S(t) es un proceso

de variacién acotada y junto con Bertoin[5] tenemos que Q(x) satisface:

) Q) — 0,

T—>00

ii) fooo Q(z)dx = fooo s[—dQ(x)] < oo .

Del Lema 2.13 de Kyprianou[10] y del Teorema 1 de Bertoin[4] sabemos que, o bien S(¢) es un

proceso de Poisson compuesto, o es limite de procesos Poisson compuestos, dependiendo si el valor

Q(0) := lim Q(x)

x]0

es finito o no. Asumiendo el primer caso y utilizando lo visto en las secciones anteriores, tenemos

el siguiente teorema.

Teorema 1.5 En el modelo dual de riesgo U(t), definimos la funcién Q de la siguiente manera
Q(z)=A1-P(z)], x>0.
Entonces la transformada de Laplace de la funcion de valor cumple:

~ aw(0) ~w(0)Q(E) + ¢
cE—6—-¢&

(€) - $EIS())

Q
Q&)

Demostracion

Usando la definicién de la funcién @, sabemos que su transformada de Laplace es:
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Q) = ¢ /Oooe—zfcz(zwz
_ g/oooe_zf)\[l—P(z)}dz

- ¢ /Oooe—zfx / " p(y)dydz
s /O 0 /0 " et dzdy

= X /OOO p(y)[1 — e " dy
AlL = 58]

Con esto, y la formula E[S(1)] = —Ap (0), sustituyendo en (1.53) se obtiene directamente el

resultado.

O

Ahora, considerando el segundo caso, cuando Q(0) = oo, primero se demostrardn dos lemas

tutiles para generalizar el teorema 1.5.

Lema 1.1 Considerando la cola de la medida de Lévy Q(x), entonces:

a) Qx)r — 0.

z]0

b) Q(z)[1 — €57 —ﬁ) 0 para £ > 0.

Demostracion

Empezaremos probando a). Dado que Q(z) cumple:

/ Q(y)dy < oo para toda € > 0,
0
Q(z) e

entonces Q(x) ~ Az~* donde A es una constante y o < 1. De aqui concluimos que:
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’ N P2 l—-a
1;&)1 zQ(x) = 111&1 Az 7% =0.

Ahora probemos b). Por L’Hopital tenemos la siguiente convergencia,

Qz)x 1
Q) (1 — e &) 210 € °

Usando esto y lo mostrado en a), se termina la prueba.
O

Para definir via limite al proceso de saltos S(t), definimos al proceso de Poisson compuesto

S(t: ) como la suma de los saltos de S(t) mayores que z hasta el tiempo ¢.

El proceso puntual de Poisson N (¢;2) cuenta el nimero de saltos mayores a x hasta el tiempo

t, y tiene intensidad Q(x). La distribucién de cada salto P(y;z) estd dada de la siguiente manera:

0, siy<ax

1—88%, siy>x

P(y;z) =

Lema 1.2 Considerando al proceso S(t;x) definido anteriormente, se tienen las siguientes con-

vergencias:

1. E[S(t:2)] — E[S()].

2. —Q(x)[P(&x) — 1] o £Q(€), para & > 0.

Demostracion

Como S(t;x) es un proceso Poisson compuesto, entonces su esperanza estd dada por:

E[S(ta)] = Q) / "1 Plya)dy

= tzQ(z) +t /Oo Qy)dy .
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Usando esto y el resultado a) del lema anterior, se concluye la primera convergencia. Para la
segunda parte del lema, usando el teorema de Fubini y el hecho de que e ¢ = f;o Ee SVdy, se

puede ver que:

QP ~1) = —Q(x)[/oo VaP() — 1

= / e~ 52dz+£/ / e **dz dQ )}
— /fe_fzdz—i—/ 56_5Zdz—|—

= e 8% dz e ¢7 _ -
= QI g [Tty HEE
= Q)1 - e ) 1 / e Q(2)dz

donde utilizando la parte b) del lema anterior y haciendo x | 0, se termina la prueba.

O

Habiendo ya definido a los procesos Poisson compuesto S(¢;z) y con los lemas anteriores, po-

demos presentar la generalizacion del Teorema 1.5.

Teorema 1.6 Considerando un modelo dual de riesgo con un proceso de ganancias S(t) subordi-

nador que no es un proceso de Poisson compuesto, con funcion @, se cumple que:

aw(0) —w(0)Q(E) +

+:Q(6) — ¢E[S(1)]
cE—6—¢ '

©)

Q
Q
Demostracion

La prueba se basa en usar lo que sabemos para el proceso Poisson compuesto en S(¢;x) y

despues pasar al limite = | 0.

Como S(t;z) cuenta los saltos que son mds grandes que z, entonces es decreciente respecto a

x. Este hecho hace que los dividendos D* definidos como
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D*(t) = Joéx, (u—cr+ S(1;2)) 4+

sean también decrecientes respecto a x. Esto indica que también hay monotonia en la funcién
de valor V*(u;b). Definiendo &* como en (1.53) pero con el proceso Poisson compuesto S(t;x) y

utilizando el teorema de convergencia mondtona dos veces, se concluye que:

& (6) = (6) (1.54)

Con esto y por la ecuacién (1.53) usada en el proceso S(¢;x) tenemos que:

5(6) = lim cw®(0) + %wz(O)Q(x)[ﬁ(f) -1]- g%(Q(x)[ﬁ(f) — 1]+ E[S(1;2)])
o €6+ Q)pE) — 1 !

Usando el lema 1.2 en el limite anterior, se termina la prueba.

1.9. Ejemplos numéricos.

Utilizando el método alternativo visto en la seccién 6, se dardn ejemplos concretos de distribu-
ciones que son mezcla de exponenciales. Es importante dar ejemplos con este tipo de distribuciones,
ya que para cualquier otra distribucién en [0, c0), se puede aproximar usando mezcla de exponen-
ciales. Para facilitar los calculos, se considera que la media del monto de reclamacién Y; es 1, de
lo contrario podemos trabajar con la variable Yi/ = ﬁ, y reinterpretamos las unidades. De igual
manera podemos asumir que A = 1, escogiendo unidades apropiadas para el tiempo.

Suponiendo ahora que p(y):%Ze_Qy + %0.86_0'89, y > 0. La siguiente tabla muestra los valores

del nivel de barrera 6ptimo b*,
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§ | p=095 p=0.80 (=065 p=0.50 pu=0.35 p=0.25 p=0.15
0.005 | 0.7064 2.8834 55040 8.7821 12.8414 15.6424 16.6269
0.010 | 0.6301 2.5083 4.6675 7.1781  9.8329 11.0582 10.2498
0.015 | 05847 2.2853 4.1707 6.2354  8.1379  8.6722  7.4436
0.030 | 0.5054 1.8971 3.3147 4.6563 5.5078  5.3391  4.1018
0.045 | 0.4577 1.6670 2.8185 3.7864  4.2068 3.8755  2.8341
0.060 | 0.4233 1.5035 24748 3.2115 3.4138  3.0457  2.1657
0.080 | 0.3884 1.3411 2.1432 2.6824 2.7333  2.3710  1.6479

Ahora, usando la distribucién p(y):i%e’% +33e73%, y > 0, y los mismos valores para p y la

tasa de interés § que en la tabla anterior, tenemos los siguientes valores de b*:

§|pu=09 p=08 p=065 p=050 p=035 p=025 pu=0,15
0.005 | 0.7392  3.4697  7.4496 12.6978 18.5857  21.5010  20.2682
0.010 | 0.6580 29817  6.1497  9.9118 13.2477  13.9249  11.5509
0.015 | 0.6097  2.6914 53830 83196 10.4467  10.3769  8.0938
0.030 | 05251 21881  4.0895  5.7926  6.4965  5.9240  4.2737
0.045 | 04744  1.8930  3.3686  4.5056  4.7444  4.1573  2.9069
0.060 | 04377  1.6862  2.8873  3.7047  3.7451  3.2061  2.2038
0.080 | 0.4006  1.4839 24398  3.0054 29289 24591  1.6673

Por tltimo, con la distribucion p(y):%4e_4y + %0.256_0'25'”, y > 0, obtenemos los valores co-

rrespondientes deb*

6 | ©n=0.95 p=0.80 wu=0.65 w©=0.50 wu=0.35 p=0.25 p©=0.15
0.005 | 0.7680  4.0732  9.3344 15.8976 22.3907 24.7188 21.8065
0.010 | 0.6824  3.4595 7.5346 12.0164 15.3065 15.3365 12.0646
0.015 | 0.6315 3.0945 6.4834  9.8556 11.7614 11.1756  8.3496
0.030 | 0.5423  2.4656 4.7491  6.5646  7.0185  6.1895  4.3460
0.045 | 0.4887 2.1020 3.8168  4.9738  5.0233  4.2881  2.9400
0.060 | 0.4501 1.8509  3.2129 4.0185 3.9176  3.2831  2.2223
0.080 | 0.4110 1.6091 2.6669  3.2080  3.0325 2.5034 1.6774
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Siendo que la varianza en la distribuciéon de la primera tabla es 1,25, de 3,666 en la segunda

tabla y 5,5 en la tercera tabla, de manera empirica podemos hacer las siguientes observaciones:

= El valor b* incrementa junto con la varianza. Es razonable pensar que a mayor riesgo resulte

necesario aplazar el pago a los accionistas para obtener mayor ganancia.

= Si la tasa de interés 6 aumenta, el nivel de barrera 6ptimo b* decrece. Esto indica que si los
intereses por retener el capital son muy altos, lo mejor es pagar dividendos pronto, por lo

que b* disminuye.

= El pardmetro b* aumenta conforme p aumenta, pero llega el punto maximo en el que dismi-
nuye al aumentar p. Esto se relaciona con el tiempo que el capital tarda en llegar al nivel de
barrera b. Si p es muy pequeno o muy grande, conviene pagar pronto. Para valores regulares
de p es mejor esperar a que la compania se consolide y por eso se eleva el nivel de barrera

optimo b*.
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Capitulo 2

Pago de dividendos en el modelo
dual de riesgo perturbado por una

difusion.

2.1. Preliminares

En este capitulo queremos estudiar el modelo dual de riesgo definido en (1.1) pero ahora per-

turbado por una difusién.

Definicién 2.1 Sea U(t) el capital de una compania al tiempo t. Se le conoce como el modelo dual

de riesgo cuando U(t) es de la forma:
Ut)=u—ct+ S(t) +ocW(t)
s u capital inicial,
= ¢ gasto por unidad de tiempo,

» S(t) proceso Poisson compuesto,

» oW (y) es un mov. browniano independiente de S(t).
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Este modelo es de interés porque la difusién puede representar la incertidumbre de los gastos
generados por la compania. Definiendo a p como la ganancia esperada en una unidad de tiempo,
se supondra positiva, es decir:

w=E[Ut+1)-U@®)]=E[S1)]—c>0

Este supuesto es importante porque significa que de un periodo a otro se espera un crecimiento

positivo en el capital de la compania.

2.2. Estrategia de pago de dividendos y la funciéon de valor

Suponiendo una estrategia de barrera para el pago de dividendos, definimos al proceso de

dividendos de la siguiente manera:

Definicién 2.2 Con el modelo dual de riesgo perturbado U(t), y la dindmica de la estrategia de

barrera con umbral b para el pago de dividendos, se define a D(t) como:

D(t) =max (u—ct+ (1) + oW(T) = b) 1<,y -

De esta manera, definimos al modelo dual de riesgo perturbado considerando pago de dividen-

dos:

Definicién 2.3 Considerando una estrategia de barrera para el pago de dividendos en el modelo

dual de riesgo perturbado, se tiene a U(t) como el capital al tiempo t determinado como:

Ult)=u—ct+ S(t)+oW(t)— D(t). (2.1)

La funcién de valor V (u; b) se define de la misma forma que en (1.5). En este modelo, el siguiente

lema nos presenta tres propiedades bésicas de la funcién de valor V (u;b).

Lema 2.1 En el modelo dual de riesgo perturbado, la funcién de valor V(u;b) cumple:
1. V(y;b) =u—b+V(b;b) para u > b,

2. V(0;b) =0,
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3 V' (b—b) =1.

Demostracion

Las primeras dos partes del lema son por las mismas razones que en el modelo sin perturbacion.
Para mostrar la dltima parte, se tiene que comparar las cantidades V' (b;0) y V(b — h;b) donde h
es un numero muy pequeno. En estas circunstancias, por la oscilacién del movimiento browniano

se tiene que:

V(b;b) =V (b—h;b)+h,

de donde, restando V(b — h;b) y dividiendo por h, haciendo h | 0, se concluye el resultado.

Para poder conocer el valor de V (u;b) cuando 0 < u < b, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Cuando u € [0,b], la funcidn de valor V(u;b) estd determinada por la ecuacion

integro-diferencial

b—u 0o
%02V//(u;b)—cV/(u;b)—()\—i—(s)V(u;b)—i—)\/o V(u+y;b)p(y)+)\/b (u+y—b)p(y)dy+AV (b; b)[1—P(b—u)] =0,
- (2.2)
Demostracion

La prueba consiste en condicionar respecto al tiempo del primer salto T} tome valores antes y

despues a un tiempo A muy pequeno, entonces tenemos que:

T h [e%S) T
V(u;b) = e_’\hE[/ e~ %%dD(s)|Ty > h] +>\/ e_M/ E[/ e %%dD(s)|Ty = t,Y = y|p(y)dydt
0 0 0 0

h o0
e” MHONE[V (u — ch+ oW (h); b)] + A/ e N / E[V(u—ct + oW (t) +y; b)lp(y)dydt ,
0 0
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donde restando V' (u;b), dividiendo por h y usando la expansién de Taylor de e~ (AR obtene-

mos que:

E[V(u— ch+ oW (h);b)] — E[V (u;b)]

— (A + 8+ o(R)E[V (u — ch + oW (h); b)]

h
A h oo
+ts / e_’\t/ E[V(u—ct+ oW (t) +y;b)|p(y)dydt
0 0
=0

Ahora, por el Lema (1.2) sabemos que la funcién f(t,z) = V(u — ¢t + ox;b) es continua y en

C2. Usando esto, y la férmula de Ito, al hacer h | 0 tenemos lo siguiente,

1 o0
—cV' (u;b) + 502V”(u; b) — (A +0)V(u;b) + )\/ V(u+y;b)p(y)dy =0 .
0
El resto de la prueba es andloga al caso no perturbado, usando la condicién (1) del Lema

anterior y dividiendo la integral antes y después de b — u, se concluye el resultado.

O
Corolario 2.1 Para 0 <u <b, la funcion de valor V(u;b) cumple que
1 , b o0
§a2v”(u; b)—cV (u;0)—(A\+0)V (u; b)Jr)\/ V(x;b)p(:cfu)d:nn@\/ [1—P(y)]dy+AV (b;b)[1—P(b—u)] =0 .
u b—u
(2.3)

La prueba de este corolario es andloga al corolario (1.10).

2.3. Cuando los ingresos tienen distribucion mezcla de ex-
ponenciales.

Suponiendo que la distribucién p(y) es la misma que en (1.19), es decir, tiene la forma
n
ply) = ZAiBie_ﬂiy >0,
i=1

donde B; < P2 < ... < B, A; > 0 para toda i y Ay + ... + A,, = 1. Sustituyendo la forma de

p(y) en (2.3),
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Teorema 2.2 En el caso donde la distribucion de los saltos en el modelo dual de riesgo perturbado

es mezcla de exponenciales, entonces la funcion de valor tiene la forma:

n+1
V(u;b) = Z Cre™™, 0<u<hb,
k=0

donde las constantes ri, se determinan por el sistema de ecuaciones

Bi

i—1 i — Tk

1 n
fazr,%—crk—(/\+5)+)\ZAi

5 =0, k=0,1,....,n.

y los coeficientes Cy, dependen de b y son la solucion del sistema de ecuaciones

w r 1

ZC’k i et =_— i=1,..n

= BTk Bi

n+1

> Cr=0,

k=0

n+1

> Crrpe™? =1 (2.4)
k=0

Demostracion

Usando la forma de p(y) en (1.19) y sustituyendo en la ecuacién (2.3),

1 , n b n A, n
5OV (W 0)=eV (u;0) = (A+9)V (u; b)+AZAiﬁi€B"’u/ V(z;b)e Prdat Ny gfle_ﬁl(b_")HV(b; b)Y Aie P07 =0
i—1 u i=1 "t i—1

Entonces, el teorema se sigue andlogamente al Teorema (1.3), con la diferencia de la ecuacién

(2.4). Esta ecuacién resuta de la continuidad de la funcién V' (u; b) y de la parte (3) del Lema (2.1).

O

2.4. Meétodo de la transformada de Laplace.

En la seccién anterior encontramos la funcién de valor V' (u;b) de manera explicita asumiendo
una forma particular de p(y). El método mostrado en esta seccién es para una forma general de

p(y). Definimos la funcién W (z;b) como:
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W(z;0) =V(b—2;b), 0<z<b.

Del Lema 2.1 es inmediato que:

W(bb) = 0, (2.5)
wW'(0;0) = -1 (2.6)
Sustituyendo en la ecuacién (2.3), obtenemos que:
1 , b oo
502W”(z;b)70W (2; b)f()\+5)W(u;b)+/\/ W(a:;b)p(xfu)der/\/ [1—P(y)]dy+ AW (0;b)[1—P(2)] =0 .
u b—u
(2.7)

Considerando que esta ecuacion se satisface para toda z > 0 y llamando a la funcién resultante
w(z). Usando las identidades de Abramowitz [1], calculamos la transformada de Laplace de (2.7)

y despejamos w(£), teniendo como resultado:

(2.8)

W(€) = 30°[=1 4 €w(0)] + cw(0) + 2w (0)[H(§) — 1] — &[A(€) — 1 — &7/ (0)]
= ) |

10282 4+ € — (A +6) + Ap(

Esto nos dice un método para calcular la funcién de valor V' (u;b). Invirtiendo la férmula (2.8),
junto con la condicién de frontera w(0), obtenemos a la funcién w(z). Para conocer b usamos (2.5)

y calculamos la raiz de w(z). Por ultimo, de la definicién de la funcién W(z;b) tenemos que:

V(u;b) =wb—wu), 0 <u<b.

2.5. Nivel de barrera 6ptimo

Usando la misma notacién que en el capitulo 1, consideraremos que p(y) permite la existencia

del nivel de barrera 6ptimo b*. Entonces,

OV (u;b)
ob  lb=b*

Il
e

(2.9)
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Por la definicién de V' (u;b), tenemos que:

V(u — h;b) = V(u; b+ h) para h pequeno. (2.10)
Usando esto, obtenemos por célculo directo de las derivadas parciales
0V (u;b) |
Oudb  'u=b—
Con este resultado y (2.10), concluimos que V" (b*—;b*) = 0. Sustituyendo en (2.3) y usando

V" (b—;b) + =0.

el Lema 2.1 obtenemos

V(b b*) = % . (2.11)
Esta féormula es crucial para encontrar b*. Utilizando el método de la transformada de Laplace,

invirtiendo (2.8) y hallando la raiz de w(z) como en la seccién anterior.

2.6. Proceso de saltos S(t) un subordinador

En esta seccion supondremos al modelo dual de riesgo perturbado pero con un proceso de
ingresos S(t¢) el cual es un subordinador, es decir, un proceso no decreciente con incrementos
independientes y estacionarios. Usando las mismas definiciones que en la seccién 8 del capitulo

anterior, se prueba el siguiente teorema:

Teorema 2.3 En el modelo dual de riesgo perturbado U (t), definimos la medida de Lévy Q de la
stguiente manera

Qz) = AL = P(@)], £ >0 .

Entonces la transformada de Laplace de la funcion w(z) cumple:

30214 &w(0)] 4+ cw(0) — w(0)Q(&) + £ Q(&) — E[S(1)]
10282¢€ — 6 — £Q(€) '

Demostracion

De la demostracion del Teorema 1.5, sabemos que
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€Q(9)
E[S(1)] = - (0).

Il
>
ey

|
=
A2
=

Sustituyendo estas férmulas en (2.8), obtenemos directamente el resultado.
O

Ahora suponemos el caso cuando S(t) no es un proceso Poisson compuesto pero si un limite de

procesos Poisson compuestos.

Teorema 2.4 En el modelo dual de riesgo perturbado, con un proceso de ganancias S(t) subordi-

nador que mo es un proceso de Poisson compuesto, con medida de Lévy Q, se cumple que:

3021+ &w(0)] + cw(0) — w(0)Q(€) +
L0262 + o€ — 6 — £Q(¢

£Q(&) — tE[S(1)] ‘
)
Demostracion

Para la prueba usaremos al proceso Poisson compuesto en S(¢; x) y despues pasaremos al limite

xz ] 0.

Dado S(t; ) cuenta los saltos que son més grandes que x, entre mas pequetio es , més saltos

cuenta, por lo que el proceso es decreciente respecto a x. Por esto los dividendos D” definidos como

D*(t) = o?f‘%‘t (u—cr+S(r;2) + oW(T))+ ,

también son decrecientes respecto a z. Esto indica que hay monotonia en la funcién de valor
V*(u;b). Definiendo &% como en (2.8) pero con el proceso Poisson compuesto S(¢; x), por el teorema

de convergencia mondtona, concluimos que:

& (§) = (6) (2.12)

Con esto y por la férmula (2.8) usada en el proceso S(¢;x) tenemos que:
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&(&) = lim %02[*1 + Ew”(0)] + cw®(0) + %wx(O)Q(x)[ﬁ(f) —1] - g%(Q(I)[A(f) — 1] +E[S(1;2)])
T %0252 +c€— 6+ Q(x)[p(€) — 1] ;

Usando el lema 1.2 en el limite anterior, se termina la prueba.

2.7. Ejemplos numéricos.

En esta seccion analizaremos un par de ejemplos concretos que nos permitirdan conocer de ma-
nera empirica a la funcién de valor V(u;b). En la tabla 1 utilizamos el Teorema 2.2 para calcular

la forma de V (u;b).

Tabla 1

b=10, p(y) =e¥, A=1, ¢=0.75, § = 0.005.

o V(8;10) | V(u;10) = Coe™" + Cre"™ 4+ Cre™"
12.67 | —18.02808e 19275 1 18.02808¢%-01867n _ 5. 109! 46109
1 21.3 —22.10986¢0-20635% 1 92 109860-01803u _ 5. 1(~142-68833u
0.5 30.76 | —28.83199¢70-29793% 1 98 83199¢0-01844u _ 3. 1(7347-27948u
0.1 36.36 | —32.98860e0-35554u 132 98860 01859 _ 3. 10061151338y
0.005 | 36.63 | —33.19103¢70-35858% 1 3319103¢0-01859u _ 4. 1260589 ,60001u
0 36.63 | —33.19154e~0-398%9% 1 33 19154¢0-01859w

En la Tabla 1 observamos que la funcién de valor V(u;b) en el modelo dual de riesgo sin per-
turbacién es el limite del modelo perturbado cuando o | 0. La siguiente tabla muestra los valores

del nivel de barrera 6ptimo b* para distintas distribuciones que son mezcla de exponenciales.
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Tabla 2

A=1¢=0.5,4§ =0.002

p(€) c=2" 0=22 o0=2 o=1 0=2"% =27 0=0
So0e T 3oy | 2403195 87.7723 42.2831 223507 11.9479  10.8793  10.8610
i%ig + 950 | 240.3399 92,6083 487877 285117 17.4682 16.3762 16.3579
Saie T sosare | 2403550 95.7978  53.0723 329539 22.1189  21.1007  21.0838

Las distribuciones en la Tabla 2 corresponden a las mismas usadas en la seccién 1.9. Tienen la
misma media y tres varianzas distintas, siendo el primer renglén la distribuciéon con menor varianza
y el tercer renglén la distribucién que tiene una mayor varianza. Con esta configuraciéon, podemos
observar que los pardmetros que imapctan en b* no es la mezcla, sino la media y varianza. En esta
tabla estamos comparando dos fuentes de variacién, la que proviene del proceso de ingresos y la
que viene de la difusién. Interpretamos un modelo como mads riesgoso que otro si tiene una mayor

variacién.

En este contexto, observamos que el nivel de barrera 6ptimo b* es sensible ante el aumento del
riesgo, siguiendo la idea intuitiva que si un modelo es mas riesgoso que otro, entonces el nivel de
b* debe ir aumentando junto con el riesgo, para que la compania no pague dividendos muy rapido
y pueda consolidarse econémicamente.

Es posible observar en la tabla que la influencia de la variacién sobre b* respecto a dénde se
origina no es lineal, notando que para valores grandes de o, la varianza de los ingresos no afectan

mucho, pero para valores de o pequenos, la varianza toma importancia en el nivel b*.
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