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INTRODUCCION

Uno de los principales problemas que aborda la Estadistica es el establecimiento de
causalidades. Este es un tema delicado en diversas &reas, desde las ciencias sociales
(como la economia), hasta las ciencias ambientales, urbanas y de la salud (como la
psicologia). Es bien sabido que antes de establecer una relacion causal entre dos
variables, debe identificarse una correlacion entre las mismas. La Estadistica permite, de
forma relativamente sencilla, identificar correlaciones que no sean obra de la casualidad.
Ahora, una vez identificadas relaciones estadisticamente significativas, explorar una

relacion causal no es tarea sencilla.

Esta tesis surge con la necesidad primordial de estudiar el problema de
autoseleccion en econometria, el cual se aborda en breve. En el estudio de dicho
problema, y su solucién, surgen diversos conceptos, asi como otros problemas
relacionados con la causalidad, que dan pie a la exploracién de distintas metodologias
gue tienen como obijetivo establecer relaciones causales. En esta investigacion brindamos

una introduccion al conocimiento de herramientas tradicionales utilizadas para esta tarea.

Procederemos revisando conceptos teéricos de modelacion y de estimacion. Por la
extensa variedad de temas estudiados, so6lo brindaremos una perspectiva general de los
mismos. Con lo desarrollado en esta tesis, el problema de autoseleccion podra ser
entendido, modelado y resuelto con técnicas estadisticas probadas. Sin embargo, el
potencial de las técnicas estudiadas nos obligara, en ocasiones, a no sélo hablar en
términos del problema de seleccion, sino a mencionar otros problemas que pueden ser

resueltos con dichas técnicas.

Los conceptos que surgiran en esta investigacion son, principalmente, variables
latentes, modelos de eleccién, modelacién con sistemas de ecuaciones estructurales,
métodos de simulacién de Montecarlo (muestreador de Gibbs) y el algoritmo Expectation

Maximization.

La estructura de este trabajo se describe enseguida. En el segundo capitulo se
introduce el problema de autoseleccién y se brinda un marco teorico para el estudio del
mismo. Enseguida se brindan estrategias de modelaciobn basadas en sistemas de

ecuaciones estructurales. El cuarto capitulo versa sobre el algoritmo Monte Carlo



Expectation Maximization, enfocadndose en éste como estrategia de estimacion para los
modelos del tercer capitulo. Finalmente, se exponen las conclusiones, asi como algunas

consideraciones finales relevantes.

Los aspectos computacionales tratados en esta tesina se desarrollan con ayuda
del software R. Los cddigos pertinentes estan disponibles mediante peticiébn expresa al

autor de esta tesis, a la direccién osantiago@cimat.mx.



II. PROBLEMA DE SELECCION: CONCEPTOS Y TEORIA

En este capitulo introduciremos conceptualmente el problema de autoseleccion.
Comenzamos en una primera seccion motivando los conceptos subyacentes en la
modelacion del problema. En segunda instancia, esquematizamos estadisticamente el
problema y comentamos métodos de estimacion usuales para modelos sencillos que lo
abordan; en particular mencionaremos los métodos de minimos cuadrados en dos etapas,
que son clasicos en el tratamiento del problema de autoseleccion. Finalmente,
introducimos el concepto de variables latentes a partir de modelos de utilidad, lo que dara
pauta para estudiar al modelo probit; en esta Ultima seccion hablaremos de problemas de
identificabilidad y estimacion por méxima verosimilitud, tépicos que volveran a tratarse en

capitulos y modelos posteriores.

El objetivo primordial en este capitulo es que el lector se familiarice con los
conceptos y la problemética del modelo de autoseleccion, ademéas de identificar
problemas estadisticos que deben ser resueltos mediante modelos que pueden resultar
no convencionales. Ademas, se introducen y encausan las estrategias de modelacion y

estimacion que se detallaran en capitulos posteriores.

A. EJEMPLO INTRODUCTORIO

Como mencionamos en la introduccion de este capitulo, antes de establecer en forma

explicita el problema de autoseleccién, podemos motivarlo mediante el siguiente ejemplo.

Consideremos una muestra (representativa de la poblacién) de n profesores.
Supongamos que a los profesores se les aplica un examen con el fin de
incrementar/disminuir su salario, en funcion del resultado que obtengan en la prueba.
Consideramos que tomar o no el examen es decision voluntaria de los profesores.
Suponga que se desea medir la influencia de cierta caracteristica x; en el resultado del
examen (que denotamos con la variable aleatoria y); ademas interesa saber cual es el
resultado que, en promedio, obtienen los profesores que presentan un nivel de x; =0

(esto es de interés si, por ejemplo, en promedio x; = 0).



Se propone el siguiente modelo:

Yi = Bo + P1x1; t & (1.1)

i=1,2,..,n.

En el modelo anterior, x,; representa el nivel de la variable x; del i-ésimo profesor,
mientras que g; son caracteristicas no observadas del mismo individuo, cuya distribucion
asumimos normal centrada e independiente de x;;. Ademas asumimos que ¢ e€s

independiente de ¢;. En el contexto de este ejemplo, considere que x; es una medida de

los afios de experiencia. Puede pensarse también que el término ¢ captura el nivel de

inteligencia de los profesores.

Se puede notar que en la muestra existirdn valores de y; que no observamos,
puesto que no todos los profesores tomaran el examen. En algunos contextos se
considera la idea, quiza natural, de tomar sélo los datos de los profesores que tomaron la
prueba y estimar los parametros de interés en el modelo basadndose sélo en dicha
informacién. Una alternativa mas es asignar el valor intermedio de la escala del examen
como variable y; para los profesores que no tomaron la prueba. Tipicamente, los
problemas que son tratados con la metodologia utilizada en esta tesis involucran gran
cantidad de datos. En este sentido, podria pensarse que se cuenta con un nimero muy
grande de profesores en la muestra e, incluso, el nimero de profesores que presentaron
el examen podria seguir siendo muy grande. Lo anterior lleva a pensar (de forma errénea)
que métodos usuales, como Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO), seran consistentes vy,

por lo tanto, produciran estimadores sensatos.

Considere ahora la decision de presentar o no el examen. Suponga que cada
profesor tiene una propension al éxito en el examen® (llamaremos z a una medida de
dicha propension), y ésta depende linealmente de sus afios de experiencia y de su salario
actual (Ilamaremos x, a la variable que se refiere al salario actual). Si suponemos que
valores altos de x, corresponden a niveles de salario bajos, es de esperarse que los

profesores con valores altos de x, tengan mayor propension de éxito en el examen,

' No s6lo nos referimos a que al profesor le vaya a ir bien en el examen, sino a que, si su nivel de salario es
bajo y no puede caer mucho mas, sus opciones al tomar el examen son incrementar su salario (éxito) o
guedarse igual. Ademas, profesores con un nivel salarial muy alto (digamos inmejorable) no tendran
incentivos para tomar el examen.



puesto que no podrian perder mucho (su salario no podria bajar demasiado) y en cambio
si podrian obtener muchos beneficios si obtienen un buen resultado en la prueba. Para la

medida de propension de éxito en el examen se tiene el siguiente modelo:

Zi = g + axq; + x5 +1; (1.2)

i=1,2,..,n.

En la expresidon anterior n; representa caracteristicas no observadas por el
investigador, pero que determinan el valor de z;. Diremos que cada profesor decide tomar
el examen si su medida de propensién al éxito es al menos tan grande como un nivel a.
Asumiremos que 7; sigue una distribucién normal centrada, independiente de xy; , x5; Y 7;.
Si cov(eg;,n;) # 0 entonces la estimacion por minimos cuadrados del modelo en (1.1)

producira estimadores sesgados e inconsistentes.

La idea es que para tener una estimacion consistente de los parametros inmersos
en el modelo propuesto en (1.1) hay que tener en consideracion que los profesores toman
la decisién de hacer o no el examen en funcion de lo determinado en (1.2). En particular,
la decision del i-ésimo profesor depende de la variable (no observada) n;, la cual puede
capturar, por ejemplo, habilidades cognitivas, por lo que es plausible suponer que
cov(g;,n;) > 0. Intuitivamente, tendremos que los profesores mas listos/capaces son los

que, en general, tomaran el examen.

Para ilustrar este ejemplo, procedemos a simular una estructura en la que los
parametros son: By =B =ay,=a;=a,=a=1;¢ Yy n; son normales estandar y
cov(g;,n;) = .8. El tamafio total de la poblacion es n = 500. Procedemos ahora a estimar

los pardmetros que inicialmente eran de interés (S, y f1) bajo los siguientes escenarios:

i) Estimacion de maxima verosimilitud de un modelo que incorpore la informacién en
(2.1) y (1.2). Este es el enfoque adecuado, lo describiremos a detalle mas
adelante.

ii) Estimacion de maxima verosimilitud (equivalente a MCO) del modelo en (1.1)
considerando que todos los profesores realizaron el examen. En la simulacién
propuesta tuvimos que crear el resultado obtenido de todos los profesores, por lo

gue podemos usar esta informacién. En un contexto real esto es impensable,



ii)

puesto que no podemos saber cual habria sido el resultado en el examen de
aqguellos profesores que optaron por no presentarlo.

Estimacion de méxima verosimilitud (equivalente a MCO) del modelo en (1.1)
colocando un cero (que para la simulacién realizada, resulta un valor cercano al
valor intermedio en el rango de resultados?) como resultado de los profesores que
optaron por no tomar el examen. Claramente ésta es una mala alternativa, este
ejemplo puede servir para ver qué tan malo es este enfoque.

Estimacion de maxima verosimilitud (equivalente a MCO) del modelo en (1.1),
considerando sélo la submuestra de profesores que presentaron el examen. Este
enfoque es menos irrazonable, pero sigue siendo una mala alternativa, que sigue

siendo empleada en la préctica.

Procedimos simulando 1000 veces el escenario antes descrito y calculando segun

cada enfoque los estimadores de B, y B;. A continuacion mostramos los histogramas

correspondientes. Las gréficas corresponden a los estimadores obtenidos con los

enfoque i), i), iii) y iv) respectivamente. Comenzamos con las obtenidas para el pardmetro

Bo:
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Nos referimos a los resultados latentes; los que obtuvieron quienes realizaron la prueba y los que habrian
obtenido quienes eligieron no hacerlo.
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Los resultados que anticipamos se muestran claramente: los mejores estimadores
vienen de la configuracion ii), que en la practica no puede obtenerse. Lo mas importante
es comparar los estimadores de las configuraciones i) y iv), los primeros son insesgados y
consistentes, mientras que los segundos son sesgados e inconsistentes. En el contexto
del ejemplo, las estimaciones del enfoque iv) nos llevan a sobreestimar el desempefio
promedio que tendrian los profesores al presentar el examen (lo cual resulta l6gico puesto

gue vimos gue tienden a presentarlos los mas inteligentes).

Enseguida vemos las estimaciones obtenidas para f;:
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Encontramos resultados similares a los de la estimacion de S,. En el contexto del
ejemplo estudiado, subestimariamos el efecto de los afios de experiencia en el

desemperfio en el examen de los profesores.

Si este andlisis fuera hecho con el fin de evaluar y/o mejorar parte del sistema
educativo en México, se puede ver que las politicas publicas originadas a raiz de la
(errbnea) inferencia estadistica podrian resultar ineficientes. Es en este tipo de escenarios
donde aparece el problema de autoseleccion, que es adecuadamente ilustrado mediante

el andlisis de la decisidn-resultado de la evaluacién de los profesores.

B. CARACTERIZACION ESTADISTICA DEL PROBLEMA

En términos estadisticos, el problema de selecciéon es generado (en el contexto del

ejemplo descrito) porque, en el modelo escrito en (1.1):

Elyilz; > 1] = By + B1xq; + El&iln; > 1 — ap — ayxq; — azxy]. (1.3)

Y como n no es independiente de &, tenemos que E[g;|n; > 1] # 0. De modo que el
modelo especificado en (1.1) no produce estimadores consistentes, este problema puede
traducirse en términos estadisticos, como el problema ocasionado por error de

especificacion via variables omitidas (en el contexto de regresion). Una de las primeras
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alternativas para conseguir estimadores consistentes de 8, y 8, e€s considerar el siguiente

modelo:

y=Elyilzi > 1] + 1; = Bo + f1x1; + Eli|n; > 1 — g — ayxq; — apxp;] +7; =

= BO + .leli + E[Si|7']i > —hig] + T;. (14)

En la especificacion anterior hemos considerado h; = (1,x1;,%5;) Yy 6 = (g —
1,a;,a;). El término 7; es un término de error aleatorio, normalmente distribuido, con
media 0, independiente a través de los individuos e independiente del resto de los
términos que aparecen en la expresion. Usando teoria basica sobre la distribucién normal

bivariada, se puede ver que:
Ele;|n; > —hT6] = %j’m,l(m) = po A(H)). (1.5)

En la expresion anterior tenemos que p es el coeficiente de correlacion entre € y 7.
La razén A() = ¢(.)/P(.) es conocida en la literatura como Razén Inversa de Mill y
finalmente H; = —hiTB/a,]. Las letras ¢y ® representan la funcion de densidad y de

distribucion acumulada (respectivamente) de la distribucion normal estandar.

Antes de continuar, vale la pena mencionar que, mediante la estimaciéon de un
modelo probit,® puede estimarse de manera consistente 6/a,, y por lo tanto pueden
conseguirse estimadores consistentes de A(H;). Sustituyendo por los valores estimados

de H;, y haciendo g = pa,, podemos escribir, a partir de (1.4):

y = Po+ P1xq; + Bﬂ(ﬁi) + 7. (1.6)

La estimacion por minimos cuadrados del modelo anterior produce estimadores
consistentes. Los estimadores obtenidos son conocidos como los estimadores de
Minimos Cuadrados en 2 Etapas. Las propiedades de estos estimadores han sido

estudiadas desde mucho tiempo atrés y pueden encontrarse en Heckman (1979). En 1.6

% Revisaremos este tema en breve.
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puede notarse con mayor claridad por qué el problema de sesgo de seleccién puede
introducirse como un problema ocasionado por error de especificacion via variables

omitidas.

Los modelos de seleccién son empleados generalmente en el estudio del impacto
de tratamientos (en el sentido usual en el que estos se conceptualizan en Disefio de
Experimentos). En el mejor de los casos, contamos con unidades experimentales y
aleatoriamente les asignamos un tratamiento para posteriormente determinar cual es la
diferencia en los resultados que es explicada por la aplicacion del tratamiento respectivo.
El trato en econometria, sustancialmente diferente, se debe en muchos casos al problema
de autoseleccion. Si nos referimos a programas de asistencia social, el problema de
autoseleccion puede entenderse asi: a los individuos se les ofrece tomar un tratamiento y
ellos deciden si lo toman o no, posteriormente ellos toman nuevas decisiones y estas
pueden o no estar influenciadas por haber recibido o no haber recibido el tratamiento.
Muchas preguntas surgen en este contexto: ¢de qué depende que un individuo desee o
no tomar el tratamiento? ¢Las caracteristicas del individuo afectan igual su desempefio
independientemente de haber tomado el tratamiento? ¢ Cémo estarian los individuos bajo
tratamiento sin él? ¢ Cémo estarian los individuos sin tratamiento si lo hubieran recibido?
Todas estas preguntas, y mas, pueden formularse en términos estadisticos y ser

respondidas bajo este enfoque.

Otra situacion® donde aparecen los modelos de seleccién es la determinacion de
salarios/utilidad de reserva. Si pensamos en el mercado laboral de las mujeres y
gueremos evaluar el impacto de la educacion en el nivel salarial, supongamos que
disponemos actualmente de datos concernientes a la educacion y salario de mujeres en
México. Un problema claro es que observaremos muchos “ceros” respecto a salario
(muchas mujeres no trabajan). Podemos pensar, por ejemplo, que las mujeres con mayor
escolaridad tienden a tener mayor utilidad al incorporarse al mercado laboral; sin
embargo, algunas mujeres con poca escolaridad también se habran incorporado al
mercado laboral (posiblemente debido a caracteristicas que no observamos). Esta
situacion provoca que para estimar de forma adecuada el impacto de educacion en salario

requiera de las técnicas tratadas en este trabajo.

* De hecho, el problema de salario de mujeres en los 70’s es el problema seminal en la metodologia de
modelos de seleccion. Un aspecto importante en la solucion de este problema es determinar de qué depende
que las mujeres decidan o no trabajar (esto se relaciona a su expectativa salarial y su salario de reserva).

12



Enseguida introduciremos el concepto de variables latentes, enfocandonos en los
modelos de eleccion binaria, sin embargo, el concepto podra trascender a otros contextos
y serd utilizado recurrentemente en este trabajo. Una variable latente es una variable que
es observada parcialmente (s6lo observamos algun indicador sobre dicha variable, o no la
observamos para todos los individuos tratados). En el contexto binario las variables
latentes pueden aparecer de dos formas. En primera instancia puede representar un
indice/propension para la ocurrencia de un evento. En segunda instancia (contexto de
eleccién) puede representar la diferencia, en términos de utilidad, entre tomar una opcién

u otra.

Enseguida trabajaremos con los conceptos mencionados hasta el momento para
introducir el modelo probit (binario). Supongamos que un individuo tiene la opcién de
elegir el producto A o el producto B. Supongamos que la funcién de utilidad de elegir cada
uno de los productos es aleatoria (normalmente distribuida) y lineal en ciertas

caracteristicas:®

U(opcionA) = Wy, + X B4 + €4 (1.7)

U(opciénB) = W'yg + XgBg + €5 (1.8)

En la notaciéon utilizada, W es un vector con caracteristicas (generales) del
individuo que realiza la eleccién. X, y Xp son caracteristicas relevantes para su utilidad
segun escoja la opcién A o B, respectivamente. y,4, ¥g, Ba Y Bp representan los vectores
de parametros relevantes para la determinacion de la utilidad en cada caso. €, y &g
representan caracteristicas desconocidas para nosotros, pero conocidas por el tomador
de la decisién (podemos identificarlas como los componentes aleatorios, normalmente
distribuidos y centrados en 0). Asi, podemos crear la siguiente variable que representa la

utilidad neta de elegir A sobre B:

® Este supuesto no es descabellado en muchisimos escenarios. En particular, si suponemos una funcion de
utilidad Cobb-Douglas, con error multiplicativo que tiene distribucidon log-normal (algo que es sensato en
muchos contextos) y trabajamos con modelos log-log entonces la modelacion se justifica perfectamente. Las
funciones de utilidad aleatorias que cumplen esta propiedad se denominan ARUM (en inglés hacen referencia
a additive random utility model).

13



Y =Uy—Ug=Wys+XyBa+e)— Wyp+XpBp+es) =RO+w (1.9)

Aqui asumimos que R, 8y w son la matriz de caracteristicas, el vector de
parametros y la componente aleatoria adecuadas, respectivamente. Respecto al
componente aleatorio w, por los supuestos iniciales, podremos suponer normalidad (con
media 0). Lo Unico que hemos hecho es escribir a la variable anterior en una forma tipica
de modelo lineal. El problema es que no observamos a y*. En vez de esto, sélo
observamos cual fue la eleccion del agente. Si el agente elige la opcion A entonces
tenemos una variable que tomara el valor de 1, y 0 en caso de que el agente elija B:

_{1 si y* 20
Y =0 si y* <0

(1.10)
Conviene hacer ciertas generalizaciones sobre el modelo. Supongamos que
tenemos una respuesta binaria, y se puede suponer que la variable latente (subyacente)

es bien aproximada por un modelo lineal; es decir, si y* representa la variable latente,

podemaos suponer que:
y*=RO+ w. (1.12)

Entonces, podemos presumir que la variable respuesta observada cambia
(digamos de 0 a 1) cuando y* pasa de ser negativa a positiva, es decir, el umbral que
establecemos como valido es 0 (en otras palabras, suponemos (1.10) vélido). Para ver
esto, supongamos que el verdadero umbral es el nivel a (como en el ejemplo inicial).
Supongamos también que en el vector R existe un término asociado a un intercepto (este

supuesto es crucial para el modelo probit). Entonces tenemos que:

:{1siR’e+wza:{1si—a+R'e+w20:{1sir'e+w20 (1.12)
0siR0+w<a O0si—a+RO+w<0 0sir@+w<0 '

Vea que la forma escrita en (1.11) sigue siendo valida. Tipicamente no conocemos

en qué unidades se mide la variable latente (en economia podriamos decir que son
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“‘unidades de utilidad”), por eso es absurdo en la mayoria de las aplicaciones intentar
investigar sobre el umbral, y como hemos visto, no se pierde generalidad si se impone

cualquier valor. Por simplicidad en el tratamiento analitico, la convencion es utilizar el O.

A continuacién, podemos ver que existe un problema de identificacién® en la
estimacion del modelo descrito en (1.10) y (1.11). Para ver esto, establezcamos 6 =
aby @ = aw, entonces R'@ + w > 0 si y solamente si R'@ + @ > 0. De este modo, es
necesario fijar la varianza del componente aleatorio para realizar la estimacién de manera
Unica.” Desde otra perspectiva, supongamos que la “verdadera” utilidad neta se escribe
como en (1.11), donde el componente aleatorio tiene desviacion estandar b # 0. Como en
realidad nosotros no sabemos sobre las unidades de medida de la “utilidad neta”

podemaos trabajar con el modelo:

)

y*=§=%+%=R’§+5 (1.13)

(1 si 57520

Y= {0 si <O (1.14)

El modelo anterior es conocido como modelo probit, y en él ya se asume sin

pérdida de generalidad que el umbral es 0 y el parametro de escala es 1.

La estimacién del modelo puede ser realizada bajo la metodologia de Modelos
Lineales Generalizados. Note que la probabilidad de observar un éxito en determinado

individuo es:
pi = ©(R}6) (1.15)

Por otra parte, podemos ver que la log-verosimilitud del modelo es:

® Podemos definir formalmente el problema de identificacion de la siguiente forma. Supongamos que

trabajamos con la variable aleatoria x con soporte en W y cuya funcion de distribucién de probabilidad es F,
donde F esta determinada por el pardmetrof cuyo espacio parametral es @. Decimos que 6 es identificable si
para cualquier valor '€ ©, no se cumple que F(x|8) = F(x|8) Vx e W.

" Antes habiamos mencionado gue la estimacion tipica en estos contextos es la de 8/a,. Se dice que el
modelo esta identificado salvo un parametro de escala.
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logL(6) = i [yilog®(R;0) + (1 — y;)log(1 — @(R;6))]. (1.16)

Las condiciones de primer orden generadas a partir de la funcién anterior son:

Y wi(y; — ®(R{0))R; = 0. (1.17)

Donde el peso

_ b(Ri6)
Wi = ®(R6)(1-D(R!6))’ (1.18)

varia a lo largo de las observaciones. El método usual de optimizacion (Newton-Rhapson)
es utilizado para hallar los estimadores.

Los efectos marginales del modelo probit son:
4 i ! —
ar, = PRIOIG; = b(@™ )6 (1.19)

La estimacion de estos modelos puede hacerse de manera habitual en R utilizando
la funcién glm, estableciendo la liga probit para la familia binomial. Una generalizacién del
modelo anterior es el modelo conocido como probit ordinal. Este tiene como estructura de

los datos observados (considerando (1.11)):

by si —oo<y"'<a

b,  si a, <y*<a,

Vi = (1.20)

bk Si A -1 < y* < ©

Para profundizar en los tépicos relacionados con la identificabilidad, estimacion
méximo-verosimil y aplicaciones de este modelo, se recomienda consultar Greene (2012)
y Cameron y Trivedi (2005). Sin embargo, en el siguiente capitulo se propondra un

modelo donde se utilizara la estructura antes mencionada.
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Enseguida, enunciamos el modelo béasico de seleccion (una primera
generalizacion de lo estudiado en el ejemplo introductorio). La notacion la hemos tomado
de Toomen y Henningsen (2008). Tenemos el siguiente sistema estructural (latente, no
observado):

yt=B5x] + ¢ (1.21)

yP* = Box? + &f (1.22)

*

En la especificacién anterior, y;* representa la variable latente asociada a la
decision de aceptar o no el tratamiento, mientras que y;”* representa el outcome potencial
(que observaremos en caso de que el i-ésimo individuo acepte el tratamiento). Tenemos
que x7 y x? (posiblemente distintas) son variables explicativas en cada proceso. Tenemos

gue los datos son observados de acuerdo a:

0 siy’*<o0
w={y S (1.23)
siy;m =0
0 siy’=0
y0 = { S (1.24)
yio osiyp =1

Tenemos que la distribucién de las componentes aleatorias es normal bivariada.
Asumimos que el parametros de escala de % es 1 para garantizar la identificabilidad del

modelo probit correspondiente (tal y como se explicé anteriormente). De este modo:

(;S))NN(@' (; fz)) (1.25)

Ya antes hemos mencionado que conforme crece (en magnitud) el parametro p el
problema de seleccion es mas importante (de hecho sélo se evita cuando dicho parametro
es 0). Si p =0, podemos pensar que la asignacion/participacion en tratamientos es

aleatoria (en el sentido de que no depende del posible resultado en el tratamiento).
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Utilizando teoria sobre la distribucién normal bivariada, es facil notar que la log-

verosimilitud del modelo antes descrito es:

s'.s.p(.,,0_po'. 0
S 4200 87'x0)

1-p2

= X(iys=0) log@(—ﬁslxis) ++ Zfiys-1) [logcb (ﬁ ) — %loan —logo —

2 o2

sot-ssr] w2

Para la estimacion del modelo, Toomen y Henningsen (2008) implementan una
paqueteria (sampleSelection) para R, que trabaja con la log-verosimilitud antes escrita,
optimizandola con el algoritmo Newton-Rhapson.? En dicho articulo se versa también
sobre el modelo de regresion cambiante, que sera tratado mas adelante.

Es bien sabido que los estimadores de maxima verosimilitud tienen propiedades
muy deseables, y en patrticular, en este contexto, son mas eficientes que los estimadores
de MCO (incluso los estimadores en 2 etapas que se han propuesto). Si bien el anterior
punto no se pone en duda, debe mencionarse que los estimadores en 2 etapas siguen
siendo utilizados hoy en dia, quiza por tradicién, ya que durante mucho tiempo los

trabajos enmarcados en el problema de autoseleccién utilizaban dichos estimadores.’

Hasta el momento hemos establecido cual es el problema generado por la
seleccién no aleatoria’® de la muestra con la que se cuenta. Ante este escenario
establecer relaciones de causalidad no resulta una tarea sencilla, entre otras razones,
porque los potenciales errores de especificacion conllevan a estimaciones inconsistentes

que propician un modelo muy lejano a la realidad.

Es posible establecer algunas extensiones del modelo de seleccion que hasta
ahora hemos tratado. Enseguida las enunciaremos y en los siguientes capitulos

propondremos alternativas para la modelacion y estimacion en dichos escenarios.

i) En principio, en el modelo que establecimos s6lo observamos la respuesta

(outcome) en caso de que el individuo haya decidido recibir el tratamiento. Un

® También se habla sobre métodos de estimacién en 2 etapas y se mencionan algunas opciones alternativas
Eara trabajar con la verosimilitud.

Si bien desde antes (80’s) se habia propuesto el tratamiento maximo verosimil, los costos computacionales
de aquella época eran 15y 700 dolares para la estimacion.
1% Incluida la autoseleccion de los individuos.
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esquema mAas general se presenta cuando tenemos escenarios donde
observamos respuestas con tratamiento y sin tratamiento. Cuando éste es el
caso, es comun el uso de lo que en la literatura se identifica como modelo de
regresion cambiante.

i) Podemos pensar en contextos donde un individuo decide tomar o no un
tratamiento, y dicha decision condiciona alguna(s) variable(s) latente(s) que a
Su vez generan otras respuestas. Podemos notar que este escenario engloba

incluso el propuesto en i).**

En el siguiente capitulo introduciremos la modelacion mediante sistemas de
ecuaciones estructurales y veremos como las generalizaciones propuestas en i) y ii)
pueden ser tratadas bajo dicho enfoque. En particular, el algoritmo MCEM, que trataremos
en el cuarto capitulo de esta tesis, surge como una alternativa sensata para los modelos

desprendidos del escenario ii).

11 . , . .
Es decir, pensamos en respuestas latentes per se, que se observan no sélo condicionalmente en tomar o
no el tratamiento, sino condicionadas, por ejemplo, en rebasar cierto umbral.
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[11. MODELACION MEDIANTE SISTEMAS ESTRUCTURALES

En este capitulo hablaremos sobre la modelacion ante distintos escenarios donde pueda
presentarse el problema de autoseleccion. Ademas, se discutiran técnicas que permiten

modelar situaciones donde las variables latentes son relevantes.

En la primera seccién de este capitulo se introduciran los modelos de ecuaciones
estructurales clasicos, hablaremos de los diagramas de trayectoria y los alcances de esta
modelacion para el tratamiento de variables latentes. Veremos que la versatilidad de la
metodologia permite tratar ciertos casos particulares. La segunda seccién de este capitulo
tratard sobre un ejemplo de analisis de factores, puesto que es una técnica que permite el
tratamiento de variables latentes y se presta para la utilizacién del algoritmo que se
estudiara en el capitulo IV, ademas de circunscribirse a los modelos estudiados en la
primera seccion. En la tercera seccion se discutird el problema que en la literatura es
conocido bajo el nombre de regresiones aparentemente no relacionadas. Finalmente, en
la cuarta y Ultima seccién, generalizaremos el esquema de dicho problema para modelar

situaciones mas complejas compatibles con escenarios de variable latente.

A. ECUACIONES ESTRUCTURALES Y VARIABLES LATENTES

Para describir la modelacion mediante ecuaciones estructurales con variables latentes
utilizaremos la notacion de Bollen (1989). Es importante distinguir entre variables
exégenas y enddgenas. Haremos esto desde una perspectiva econdmica, pero el
concepto quedara claro aun en el marco estadistico. Las variables endégenas son las que
se intentan explicar dentro del modelo. Las variables exdgenas, en cambio, son
determinadas fuera del modelo. Por ejemplo, si decimos que el consumo de cierto bien
depende del clima, la modelacion correspondiente tendra como variable endbégena (la
explicada por el modelo) al consumo y como variable exdgena (determinada fuera del

modelo) al clima.

En algunas ocasiones las estructuras son complejas y una variable puede ser

exdgena y endégena a la vez.'” Por ejemplo, la inversién en seguridad de cierta zona

12 5j este es el caso, diremos gue la variable es enddgena.
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residencial depende, entre otros factores, del nivel de inseguridad que exista (si hay
muchos asaltos, creeremos que los vecinos tendran incentivos para incrementar la
vigilancia). Para modelar el esquema anterior, una opcion natural es asumir que la
variable asociada a la inversion en seguridad es enddgena y es explicada por la variable
(que diremos exdgena) nivel de inseguridad. El problema en la especificacion anterior es
que el nivel de inseguridad puede explicarse también en funcién de la inversion en
seguridad (por ejemplo, mayor presencia policial ocasiona menos asaltos), de modo que
podriamos decir ahora que ambas variables son enddgenas y exdgenas a la vez. Si se
quiere estudiar el impacto de una variable enddégena en cierta variable, suponiendo un
modelo lineal, los estimadores que se obtienen con la metodologia de MCO resultan
inconsistentes.”® Este problema es conocido en la literatura de econometria como el
problema de endogeneidad. Existen diversas pruebas de hipotesis para determinar la
endogeneidad de una variable (la mas popular es la prueba tradicional de Hausman), y la
gama de técnicas que abordan el problema es también amplia (incluyen, por ejemplo, el
uso de variables instrumentales). Estos conceptos y técnicas pueden estudiarse con
detalle en Greene (2012).

Entrando en materia, los modelos de ecuaciones estructurales tienen dos

. . - e, 14 .
componentes esenciales. El primero, llamado componente de medicién,™ relaciona
variables latentes con variables observadas. El segundo componente, Illamado
componente de variables latentes,'® explica la estructura que genera a cada una de las
variables latentes inmersas en el sistema estructural. Recomendamos al lector poner

especial atencién en el ejemplo que se expondra una vez explicados los componentes.

Las ecuaciones estructurales del componente de variables latentes estan dadas

por:

n=Bn+TI¢{+{¢ (2.1)

En la especificacion anterior, n es un vector de dimension m x 1 que contiene a las

variables latentes enddgenas; ¢ es un vector de dimension nx 1 y representa las

BE problema, puesto en términos del modelo de regresion lineal, es que el componente de error covaria con
la variable explicativa (regresor).
14 . . s .

En inglés se encontrard que dicho componente es llamado measurement model.

Y En inglés conocido como latent variable model.
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variables latentes exégenas; B es una matriz m x m con los coeficientes que determinan
la relacién entre las variables endégenas;’®I' es una matriz de dimensién m xn que
contiene la informacién de los efectos de las variables exdgenas en las enddgenas.

Finalmente, decimos que { es el componente de error aleatorio en el modelo, éste es tal

que E[¢] =0y cov[{,§] = 0.7

Enseguida presentamos el segundo componente del modelo, que es conocido

como componente de medicion. Este esta dado por:

y=»An+e (2.2)

x=M5+68 (2.3)

En las expresiones anteriores tenemos que y y x son vectores de dimension p x 1
Yy q X 1, respectivamente, que representan variables observadas. A, y A, son matrices de
dimensibn pxm y g xn que determinan la relacion entre y y n y entre x y &,
respectivamente. Tenemos que € y 6 son vectores de dimension px1 y gx1 que
representan errores de medicion de y y x respectivamente. Se presume que los errores
de medicion tienen centro en el origen y son independientes entre si e independientes de
¢ y n. Para simplificar célculos, se asume que n, y, ¢ y x estan escritas en términos de
desviaciones respecto de su media. La identificacion de la escala en las variables latentes
no es posible,”® por lo que debe imponerse una escala para dichas variables,

generalmente, ésta se fija como la escala de alguna de las observables en y.

Vale la pena contemplar algunos escenarios particulares de la modelacién anterior.
Por ejemplo, supongamos que las variables latentes son observadas en su totalidad, lo
que implica que no hay error de medicion y que en realidad el componente de medicién
mide con exactitud cuales fueron las realizaciones de las variables latentes, en términos
del modelo, se tiene que: Ay = I, Ay = I, var(8) = Ogxq, var(e) = 0pyp. Si este es el

caso, entonces trabajamos con la siguiente forma particular de (2.1):

'8 | a matriz tendra ceros en la diagonal, para no trivializar el modelo y decir que una variable se causa a si
misma. Se asume también que la matriz (I — B) es no singular.

Y Note gue bajo la definicion de endogeneidad, el hecho de que cov[(,¢é] = 0, es implicito a partir de que
nombramos a ¢ como variable exégena.

'8 La razon es la misma que origina el problema de identificabilidad en el contexto de los modelos probit.
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y=By+Tx+{ (2.4)

Esta especificacion es adecuada para los modelos de ecuaciones estructurales
que se brindan en textos clasicos de Econometria,'® y en particular puede ser util en el
contexto de regresiones aparentemente no relacionadas, que se especificara mas
adelante. La estructura determinada en (2.1-2.3) es también (til en otros contextos,
especialmente en anélisis de factores;?° en este trabajo estudiaremos un caso especial de
analisis de factores que permite la implementacién del algoritmo MCEM (estudiado en el

capitulo IV) para estimar los parametros relevantes.

En la estructura propuesta tenemos que las matrices que contienen a los
parametros relevantes son: B, I', Ay, Ay, ®, ¥, 0.y 05. Las matrices, ®, ¥, 0, y 04
son las matrices de covarianzas de ¢, {, € y §, respectivamente. Es necesario imponer a
priori una estructura para las matrices de parametros involucradas.” La idea es fijar
algunos valores de los parametros en las matrices correspondientes.” La teoria y el
conocimiento sobre el fenébmeno que se esté estudiando es fundamental en esta tarea. El
tipo de preguntas que nos ayudan a esclarecer la forma de los parametros del modelo
son, entre otras: ¢como se relacionan las variables enddégenas?, ¢qué estructura
podemos suponer para los errores en {?, ¢/qué variables latentes endd6genas estan

determinadas por qué variables exégenas?, etcétera.

Para ilustrar la técnica expuesta hasta el momento, conviene considerar un
ejemplo.” Se desea investigar sobre la posible relacién entre la condicién democratica de
paises desarrollados entre 1960 y 1965, y su relacion con los indices de industrializacion
en 1960. En Ciencia Politica existen tesis importantes en el sentido de que la
industrializacion promueve regimenes democraticos, ademas los comportamientos
democréaticos se fortalecen (es decir, niveles de democracia altos favorecen
comportamientos democréticos en el futuro). Trataremos al nivel de democracia en 1960

(n,) y al nivel de democracia en 1965 (n,) como las variables latentes endégenas. Por otra

' Sobre este punto, puede consultarse el capitulo 10 de Greene (2012) y la seccion 2.4 y 6.9 de Cameron y
Trivedi (2005).

Para mas detalles puede consultarse el capitulo 7 de Bollen (1989).
2l No hemos abundado al respecto, pero si dejamos todos los parametros libres es muy probable que
aéparezcan problemas de identificacion.
z Tipicamente se colocan 0’'s 0 1's donde la teoria sugiera que es sensato hacerlo. En economia ademas,
existen ocasiones en que, con base en la teoria econdémica, se puede imponer la forma de ciertos parametros
enB, I, A,y /A, (porejemploque B,, = B,; oque N, — ;3 =T,,, etcétera).
% Tomado, igual que la explicacion general del modelo, de Bollen (1989).
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parte, trataremos al nivel de industrializacion en 1960 (£;) como variable latente exdgena,
y que tienen un efecto (contemporaneo) sobre los indices de democratizacién en 1960 y
que también afecta los indices de democratizacion de 1965. Por supuesto, no tiene
sentido suponer que la condicion democratica de 1965 caus6 la de 1960. Tenemos

entonces que, en este ejemplo, (2.1) es de la forma:

1= e o]+ e +] & @5)

En este ejemplo, asumimos que las componentes aleatorias {; y {, son no
correlacionadas, por lo que W es diagonal. Tenemos que @ sélo contiene un elemento (la

varianza de &,) que es ¢4;.

Respecto al componente de medicién, correspondiente al vectorn, representado
en (2.2), se toman mediciones de 4 variables en ambos afios. Estas son: libertad de
prensa (y;,ys), libertad del grupo politico de la oposicion (y,,ys), transparencia en el
sistema electoral (y;,y,) y calidad del sistema legislativo (y,,yg). Se asume que las
variables sélo tienen efecto contemporaneo (la variable latente ocurrida en cierto afio sélo
determina las variables observadas correspondientes a ese mismo afio). La escala de las
variables 1, y n, son escogidas como las escalas de y; y y,, respectivamente. Se
establece que el impacto de la variable latente sobre la variable observada es el mismo a
través del tiempo (por ejemplo, la transparencia del sistema electoral en 1960 determina
el nivel democratico de 1960 en la misma medida que la calidad del sistema electoral en
1965 determina el nivel democratico en 1965). Con estas consideraciones, tenemos que
(2.2) es:

v17 [1 07 €1
Y2 A, 0 €2
V3 Az 0 €3
Ya Ay Ol €4
ys| |0 1 772]+ €s (2.6)
Ve 0 A, €6
Y7 0 A3 €7
Lyl 10 A L€g

kS
1
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En la modelacion se tiene que los errores de medicion de los observables son
independientes entre distintos afios. Ademas suponemos que son independientes entre si,
salvo los asociados a la libertad del grupo politico de la oposicion y la calidad del sistema
legislativo. De este modo, asumimos que los elementos de 0, que no son cero, son todos
los de la diagonal y los elementos (4,2) y (8,6), correspondientes a la covarianza de los
errores de medicién de la libertad del grupo politico de la oposicién y la calidad del

sistema legislativo en 1960 y 1965, respectivamente.

Para el componente de medicién, correspondiente a la variable &; (que en este
caso es el tnico componente del vector §), tenemos 3 variables observables. Estas son el
producto nacional bruto per céapita (x;), el consumo de energia per capita (x,) Yy la
proporcion de fuerza laboral ubicada en actividades industriales (x3). La escala de &; es

fijada como la escala de x;. De este modo, tenemos que (2.3) es:

X1 1 61
Xy | = 16 [fl] + 62 (27)
x3 A7 63

En esta ocasion no hay razones para suponer que los errores de medicién sean

dependientes entre si, por lo que se tiene que 05 es diagonal.

Para la determinacion de las estructuras que se analizan mediante sistemas de
ecuaciones estructurales, se ha convertido en una tradiciéon dibujar el diagrama de
trayectoria, que resume de forma grafica todas las relaciones modeladas en el sistema
estructural. La realizacion de dicho diagrama puede ayudar a imponer algunos valores
sobre las matrices de parametros. Enseguida presentamos el diagrama de trayectoria

correspondiente al ejemplo que hemos estudiado sobre democracia e industrializacion.
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A continuacion, consideramos que todos los parametros por estimar estan
contenidos en el vector 6. Utilizaremos la notacion X, para referirnos a la matriz de
covarianzas entre cualquier vector g y cualquier vector r. La metodologia tipica en la
modelacion mediante ecuaciones estructurales, se basa en estimar los parametros en 6
de modo que la matriz de covarianzas teorica de los observables (que denotaremos como
Y) se aproxime a la matriz de covarianzas muestral generada a partir de los datos
observados (tipicamente se denota como S). Dicho lo anterior, analicemos cémo es la

matriz de covarianzas en funcién del modelo propuesto en (2.1-2.3).
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Primero veamos cémo es la matriz de covarianzas del vector y en términos de 9:

2,,(0) = E(yy) = E[(Ayn + € )(n'Ny + € )] = AyEGm)A), + O, (2.8)

Ahora notemos que, a partir de la relacién escrita en (2.1) podemos utilizar el
algebra de matrices para aislar del lado izquierdo de la ecuacion al vector n. De este
modo, tenemos que n = (I — B)"1(T'¢ + ¢).** Aprovechando la forma escrita de 7, es fAcil

calcular E(nn'). Haciendo esto y remplazando dicha esperanza en (2.8) tenemos:

%, (0) = Ay (1— B)"1(T®T’ + W)[(1 — B)"']'Al, + ©, (2.9)

Enseguida, calculamos la matriz de covarianzas (en términos de 6) entre las

variables x y y. Tenemos:

2,x(0) = E(yx) = E[(Ayn + € )(§'Ny + 8)] = AyEMENN, (2.10)

De nueva cuenta, utilizamos la forma reducida de n para calcular de forma sencilla

el término E(n¢") y sustituyendo el valor de dicha esperanza en (2.10) tenemos:

%,.(8) = A, (1 - B) ' TOA, (2.11)

Finalmente, para completar los elementos de X necesitamos calcular la matriz de

covarianzas de x, en términos de 0. Veamos:

Tyx(0) = E(xx") = E[(Ax§ + 8)(§'Ny + )] = A E(EEDNAL + 05 = Ay PN + 05 (2.12)

Por dltimo, utilizando los resultados anteriores, podemos hacer explicita la matriz

de covarianzas de los datos observados en funcién de 0:

24 En Econometria e incluso en otra literatura asociada a modelos estructurales, esta parametrizacion del
modelo es conocida como la forma reducida de 7.
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Sy (8) Ty (O)]

2(0) = [ny(e) 5 (0)] =

_Rr)-1 ’ —B)"11'A - B)! ;
_[MA-BTrer + WA-B) N, + 0, A,(-B) F“’Ax] (2.13)

A,®T'[(1 - B)~1]'A,, A DN, + O

Para que el modelo estructural sea estimable, debe verificarse la identificabilidad
del mismo. Bollen (1989) habla sobre esta cuestion, proponiendo condiciones necesarias
y suficientes para la identificabilidad del modelo propuesto. Como hemos mencionado, la
idea en la estimacién es establecer los pardmetros de 6 que aproximen la matriz X a la
matriz S. Si se presupone que los vectores aleatorios inmiscuidos en la modelacion siguen
una distribucion normal multivariada (y por tanto S sigue la distribucién de Wishart), es
posible® construir estimadores de méaxima verosimilitud. Otras opciones de estimacion se
tienen a partir del método de Minimos Cuadrados. Es posible estimar en R los parametros
de los sistemas de ecuaciones estructurales. Para esta tarea esta disponible la paqueteria
sem. Si el lector estd interesado en estimar estos modelos con dicha paqueteria, es

altamente recomendable leer el articulo de Fox (2006).

B. ANALISIS DE FACTORES

Como se ha mencionado anteriormente, no es el interés primario en esta tesis estudiar en
profundidad los sistemas de ecuaciones estructurales. Sin embargo, por la relevancia y
éxito en el tratamiento de variables latentes consideramos oportuno hacer una
introduccion al tema desarrollado en la seccién anterior. Enseguida, nos concentraremos
en un problema enmarcado en la metodologia de analisis de factores que implica trabajar
con sistemas estructurales que incorporan variables latentes. La estimacion del modelo
propuesto serd realizada con el algoritmo MCEM, que se estudiara en el siguiente

capitulo. Para este ejemplo, consideramos las ideas propuestas por Yu, Lam y Lo (2005).

En su articulo, Yu, Lam y Lo (2005) se enfocan en analizar datos provenientes de

una encuesta aplicada a 1,500 individuos para determinar cuéles son los factores mas

> Mediante teoria de maxima verosimilitud para la distribucién normal multivariada. Para méas detalles puede
consultarse la obra de Bollen (1989).
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relevantes en la busqueda de trabajo. A los encuestados se les propicié una lista de 13
criterios a considerar en la busqueda de trabajo, y se les solicitdé ordenarlos segun su
criterio, del mas al menos importante.”® La idea del tratamiento es que las 13 variables se
relacionan a algunas variables latentes.”” Los autores concluyen que hay 3 variables
latentes que son las que resultan mas importantes al buscar un empleo. Estas son: la
proyeccion futura que ofrece el trabajo en funcion del talento y habilidad del trabajador, la
responsabilidad/carga de trabajo que se enfrenta y finalmente un contraste entre la escala
de la empresa y el salario ofrecido.”® Enseguida nos avocaremos a explicar la
metodologia utilizada para este problema.

Comenzamos explicando el modelo a considerar. Suponga que tenemos una
muestra de n individuos a los que se les solicita ordenar, segun sus preferencias, k
objetos.?® Asumiremos que el ordenamiento del i-ésimo individuo depende de utilidades

latentes, x;q, Xz, ..., X, que cumplen:®

xl-j :Z;ra]+bj+€l]

i=1,.,n j=1.,k(>d (2.14)

Tenemos que z; es un vector aleatorio que contiene d variables aleatorias
normales estandar que son independientes; la idea es conceptualizar que el vector z;
contiene a los factores latentes.®! En la especificacion anterior, b = (by, ..., b,)" representa
el vector de medias de las utilidades latentes (reflejando la importancia relativa de cada
factor) mientras que a; = (ay},...,a4;)" se forma con los coeficientes asociados a cada

factor. Finalmente, ¢;; es un término de error que sigue una distribucion normal con media

0 y varianza ajz, los errores son independientes de los factores latentes.

® En realidad sélo se les pidi6 elegir los 3 aspectos que consideraban mas importantes y se les pidid
ordenarlos de forma descendiente en funcién de la importancia que le dan a cada uno.

La cantidad de éstas es desconocida, y se determina, por ejemplo, mediante el criterio de Akaike.

% La interpretacion de estos factores importantes no siempre es posible, y requiere de gran capacidad de
modelacion e interpretacion por parte del estadistico. La interpretacion de las variables latentes es parecida a
Ia interpretacion de los componentes principales obtenidos mediante la metodologia del mismo nombre.

Los ‘objetos” pueden sustituirse por criterios, productos, situaciones, etcétera.

Se puede ver que el modelo propuesto puede anidarse dentro de un modelo general de andlisis de factores.

L En el ejemplo introductorio, sobre criterios en la bisqueda de empleo, recuerde que se identificaron 3
factores: la proyeccion futura que ofrece el trabajo en funcion del talento y habilidad del trabajador, la
responsabilidad/carga de trabajo que se enfrenta y finalmente un contraste entre la escala de la empresa y el
salario ofrecido.
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Ahora considere el vector 7, = (13,..,7ix)7, que contiene los indices de
ordenamiento que hace el i-ésimo individuo. El elemento r;; refleja el orden de importancia
que da el individuo i al objeto j. Supondremos que el ordenamiento est4 hecho de mayor
a menor.** Por ejemplo, si tenemos un catalogo con j = 3 objetos, y registramos que
r; = (2,3,1)7T, tenemos entonces que el vector de utilidades latentes (no observadas) que

generd el ordenamiento es x; = (x;1, Xi2, X;3)T donde x;, < xj; < xi3.

Consideraremos ahora algunos aspectos de notacion. Tenemos que la matriz
Aaxk = (a4 ...ay), que contiene los coeficientes que asocian los factores latentes a cada
objeto bajo consideracién. Consideremos que la matriz de covarianzas de los errores es
Wk, Que resulta ser diagonal con diag(¥) = (¢?,...,07). Tenemos entonces que los
parametros a estimar en este modelo estan dados en el vector 8 = {4, b, ¥}. Llamaremos
Xuxk Y Znxq @ las matrices que concentran a las utilidades latentes y a los factores
latentes. Cada renglén representa a un individuo. Finalmente consideraremos a R, xx =

(r4, ...,1,,)T como la matriz con los ordenamientos.

El modelo propuesto es bastante sencillo, pero Gtil en diversos contextos. Ademas
servira para ilustrar el algoritmo MCEM que detallaremos en el siguiente capitulo,® y que

puede ser (til en algunas generalizaciones del modelo propuesto.

Mas adelante versaremos sobre los conceptos de datos faltantes versus datos
observados. Por ahora, note que {X,Z} son matrices con datos faltantes, mientras que R
es una matriz con datos observados. Por el momento, pedimos al lector que considere
que todas las variables inmiscuidas en (2.14) son observadas. Si este fuera el caso,

entonces la verosimilitud seria:**

T,.—p.)2
Lot (2.15)

9j

1 (xi5—
161X, Z,R) = — 23, log(07) — 2%, 5,4

% Vea, por ejemplo, que si r;; =1, quiere decir que el individuo i considera al objeto j como el mas
importante/preferido/util.
%En el articulo original, Yu, Lam y Lo (2005) mencionan que el modelo se puede generalizar a situaciones en
las que a los individuos se les solicita ordenar los q objetos mas importantes de los k disponibles. Entonces si
el individuo i determina que los q objetos méas importantes son jj, ...,jq, con el orden de importancia 1, ...,q
respectivamente. Esto implicaria una generalizacion que considere ahora que el vector de utilidades latentes
que generd el ordenamiento es x4, ..., X, donde lo Unico que sabemos sobre dicho vector es que x;;, > xjj, >
aa - ida > K o Xie . iy - . o .
Note que si el problema se intentara resolver con maxima verosimilitud considerando sélo la informacion
observada seria muy dificil establecer la distribucion de cada vector r;.
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En el siguiente capitulo introduciremos un algoritmo que permite dar estimadores

consistentes de los parametros contenidos en 6.

C. REGRESIONES APARENTEMENTE NO RELACIONADAS

A continuacién introduciremos el modelo de regresiones aparentemente no relacionadas
(SUR). Este modelo es muy util en y popular en economia, por el tipo de escenarios que
permite modelar. Basicamente, el modelo se concentra en sistemas de ecuaciones donde
los términos de error estan correlacionados (entre ecuaciones) pero no aparece el
problema de endogeneidad.®* En este modelo tampoco tratamos con variables latentes,
sino que asumimos que todas las variables son observadas y ademas son en si mismas

las variables que quieren explicarse.®

La idea de explicar este modelo, es que ademas de ser Gtil en algunos escenarios,
permite hacer las generalizaciones necesarias (incluir como regresores variables
endogenas e incluir el problema censura/variables latentes) para atacar el problema
descrito en el primer capitulo. Ademas, en el contexto sencillo de SUR, se propondra un
ejemplo sencillo bajo un esquema de inferencia Bayesiana, que permitird ilustrar el

muestreador de Gibbs, mismo que estudiaremos en el siguiente capitulo.

Motivemos la metodologia asociada a SUR bajo un enfoque econométrico en el
contexto de la estimacion de demandas. Suponga que tenemos N individuos y analizamos
su demanda por M bienes. Si nos fijamos en el i-ésimo individuo, piense que la variable
dependiente (demanda) por el bien m es el gasto total que hace para la compra de ese
bien, denotamos esta variable como y;,. Suponga que para explicar dicho
comportamiento, se cuenta con ciertas caracteristicas, exdgenas, contenidas en el vector

X;m- T€Nemos entonces que el modelo (lineal) a considerar es:

I/
YVim = ximﬁm + Eim»

m=12,..,M, i=12,..N. (2.16)

% puede decirse que los sistemas que aparecen estan ya en la forma reducida del sistema estructural.

36 .z . . . . .,
Puede verse que la modelacion mediante sistemas estructurales, en el caso particular de la especificacion

resumida en 2.4, resulta apta para modelar este escenario.
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Tenemos que & = (&1, &2, -, &im)! €S UN vector que agrupa ruidos aleatorios
normalmente distribuidos, y que tiene media 0 y matriz de covarianzas X. El vector S,
contiene los pardmetros asociados a las variables en x;,. Se utliza el término
aparentemente no relacionadas porque en ocasiones es plausible suponer que los
términos de error aleatorio intraindividuos (es decir, los términos aleatorios referentes a
las ecuaciones) estan correlacionados aunque generalmente se asumen independientes
entre individuos.*” Vea ademas que las demandas estudiadas pueden depender de
distintas covariables.

El problema estadistico que aparece, si no se incorpora la estructura de
covarianzas que gobierna el proceso descrito en (2.16) es la ineficiencia de los
estimadores. A diferencia de lo ocurrido cuando tratamos los modelos de autoseleccion, al
estimar (2.16) por MCO, considerando cada ecuacion por separado, si obtenemos
estimadores consistentes. Pese a esto, la varianza de dichos estimadores no es la menor

posible.

Consideremos como ejemplo, un escenario (partiendo de (2.16)) en el que
n =50y m = 2. Consideraremos, como regresores, un intercepto y una sola variable
explicativa para cada ecuacién (las simularemos de la distribucion normal estandar).
Asumiremos que los componentes aleatorios tienen varianza 1 y covarianza —.5.

Escribiendo esto, tenemos:

o
Vi1 = X1 B1 + €,
T
Yiz = Xi1f2 + €2,

i=12..50 (2.17)

Donde B; =B, = (1,1), ademés var(g;;) = var(e;z) =1y cov(ey, &) = —.5. El

escenario en (2.17) fue simulado 5000 veces y en cada vez se estimaron los parametros

7 Un contexto donde puede entenderse que los errores de medicién estén correlacionados es el siguiente.
Imagine que las variables dependientes son Gasto en escuelas y Gasto en hospitales, y los individuos que se
consideran son los estados de la Republica. Como generalmente cada estado tiene su sistema de medicion,
es posible suponer que los errores de medicion, dentro de cada estado, estén correlacionados (por ejemplo si
su sistema de contabilidad hace que se midan simultaneamente las variables dependientes). De cualquier
modo es plausible suponer que, entre estados, los errores de medicién son independientes.
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en B;ypB,. Las estimaciones fueron hechas mediante MCO y mediante Minimos

Cuadrados Generalizados Factibles (FGLS).*® Mostramos los histogramas de los

estimadores obtenidos, para evidenciar la mayor eficiencia del método FGLS.

Mostramos gréficamente el

comportamiento de

los estimadores obtenidos

mediante MCO (lado izquierdo) y el método FGLS (lado izquierdo). Puede apreciarse que

la varianza de los estimadores obtenidos mediante el segundo método es méas pequefia.®
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% Mas adelante exploraremos, de manera muy superficial, esta metodologia.

% | a reduccion de varianza en las estimaciones no es tanta, pero en problemas de mayor cardinalidad puede
incrementarse. En este ejercicio, la varianza de las estimaciones se redujo, en promedio, en un 40% (la
desviacion estandar se redujo aproximadamente en 23%) para los 4 estimadores obtenidos.
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Enseguida mostramos los histogramas obtenidos para la estimacion de las pendientes.
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Enseguida estructuramos formalmente el modelo SUR. Es conveniente agrupar a

los N individuos segun su estructura en cada ecuacion. Haciendo esto obtenemos:

Y1
Y2

Ym

X1

0

0

0 X, ..
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En la expresion anterior, y;, X;, B; y & contienen a las respuestas, los regresores,
los coeficientes y los errores de correspondientes a la j — ésima ecuacion. Recuerde que
para el n — ésimo individuo, el vector de errores es normalmente distribuido, con matriz de

covarianzas:

017 012 - O1m
031 022 -« O2pm

r= . (2.19)
Ooy1 OmM2 - OuMm

En (2.18), tenemos el modelo de regresiébn habitual, pero el supuesto de
homocedasticidad no se cumple (la correspondiente matriz de covarianzas no es siquiera
diagonal*®). De hecho, con base en (2.19), podemos notar que la matriz de covarianzas

de ¢ es de la siguiente forma:

0=3IQ]I (2.20)

En la expresién anterior el operador @ representa al producto Kronecker.
Utilizando las propiedades de dicho operador, podemos obtener la inversa de la matriz de

covarianzas:

QO l=31®I (2.21)

Teniendo esto en consideracion, es bien sabido que el estimador de Maxima

Verosimilitud (y de Minimos Cuadrados Generalizados) para  es:

=X X" X0y =[XC'QDX]" X ETQ® Dy (2.22)

Claro estd que para poder utilizar los estimadores de (2.22), la matriz de
covarianzas deberia ser conocida. Esto no ocurre. Antes de continuar, debemos

mencionar que el estimador de minimos cuadrados (bajo los supuestos habituales) es

40 cuando esto ocurre, decimos que existe autocorrelacion.
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consistente. Recuerde que dicho estimador es f = (X'X)"'X'Y. Con base en este
estimador, y utilizando los residuales de la regresion correspondiente, podemos obtener
estimadores consistentes de las covarianzas en (2.19). La expresién para obtener las

covarianzas mencionadas es:

Con estas estimaciones, podemos construir la matriz de covarianzas en (2.19), de

modo que el estimador consistente de tal matriz es £ = S, donde:

Si1 S1z - Sim
SMl SMZ e SMM

Con este estimador, podemos construir de forma inmediata un estimador
consistente de Q y con ello obtener un estimador “factible” de minimos cuadrados

generalizados. Este es el que denotamos como estimador FGLS:

L=[XT0"X]"'X 10y =[XC 'R DX]" X C QR Ny (2.22)

Los estimadores en (2.22) resultan consistentes y més eficientes que los obtenidos
mediante MCO. Una vez obtenidos los estimadores, pueden re-calcularse los residuos y
proponerse nuevos estimadores para la matriz de covarianza siguiendo los pasos
expuestos en (2.23-2.24) y B puede reestimarse, produciendo estimaciones aun mas
eficientes. El proceso puede iterarse hasta convergencia y es éste el que es llamado
iterated FGLS. Los estimadores obtenidos (tras la convergencia) son equivalentes a los

estimadores de Maxima Verosimilitud.**

El método iterated FGLS es el que fue utilizado para producir los histogramas
mostrados en paginas anteriores. Esta metodologia puede implementarse en R mediante

la funcion systemfit, especificando “SUR” como parametro para method.

“1 Oberhofer y Kmenta (1974) apud Greene (2012).
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Enseguida analizaremos un enfoque Bayesiano para la estimacion del modelo
SUR, particularmente, consideramos la expresién brindada en (2.18). Recuerde que el
principal objetivo de este ejemplo es mostrar, en el capitulo siguiente, la utilidad e
implementacion del muestreador de Gibbs. Considerando entonces el modelo enmarcado
en (2.18) (cuyos supuestos distribucionales pueden consultarse en péarrafos anteriores) se
proponen las siguientes distribuciones a priori:

B~N(Bo,By) (2.25)

Y™ 1~Wishart(vy, Dy) (2.26)

Puede notarse que las distribuciones a priori propuestas son independientes. Esto
facilitard los célculos que deben hacerse en este ejemplo, sin embargo, la modelacién
propuesta es utilizada y conveniente para algunos ejemplos.* La forma de la densidad
posterior de los parametros puede verse a partir de la siguiente expresion:

f(B,%,ylx) = N(By, By) X Wishart(vo, Do) x [1; N(x{ B, %) (2.2V)

En la expresion anterior, las densidades se evalGan en 3,X y y;, respectivamente.
Puede observarse que no se obtendra el kernel de una distribucion conocida. Esta
situacion (tipica en el contexto bayesiano) puede abordarse mediante métodos
computacionalmente intensivos. Los algoritmos de Metropolis-Hastings constituyen una
herramienta util para simular de la densidad posterior deseada. En el siguiente capitulo
hablaremos de ellos,” haciendo énfasis en el muestreador de Gibbs, que utilizaremos

para poder dar solucién a este problema.

“2 cameron y Trivedi (2005).
3 De forma muy general.
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D. ESTRUCTURAS PARA MODELAR LA AUTOSELECCION

En esta seccidon brindaremos una estrategia de modelacion estructural que permita
abordar el problema de autoseleccion. Conviene hacer ciertas generalizaciones al modelo
SUR que permitirdn dar modelacion y hacer inferencia en el contexto del problema de

seleccidén. En particular, las generalizaciones que haremos son:

i) Permitir que las variables enddgenas sean latentes.

i) Permitir que las variables enddégenas aparezcan como regresores.

Como veremos, estas simples generalizaciones permitirAn modelar contextos de
seleccidn (sin ser esta su Unica utilidad). Comencemos teniendo en mente el modelo mas

béasico de seleccion, descrito en el primer capitulo.

La estructura del modelo elemental para el problema de seleccion se encuentra en
(1.21-1.24). Recuerde que en este modelo se tenia una ecuacion de selecciéon y una
ecuacion de respuesta, donde so6lo se observaban respuestas de los individuos que

tomaban el tratamiento.**

Una primera generalizacion natural, es el caso en el que observamos la variable
respuesta para todos los individuos, independientemente de que hayan tomado o no el
tratamiento. Si éste es el caso, estaremos interesados en responder preguntas como
¢cudl es la ganancia esperada al tomar el tratamiento? ¢Afectan de distinta forma las
covariables a la variable respuesta en funcién de tomar o no el tratamiento? Para ilustrar
un ejemplo en el que el contexto descrito esta presente, podemos pensar en el analisis de

los beneficios de una empresa en funcion de si ésta opera en el sector formal o informal.

Describiremos la primera generalizacién en funcién del ejemplo de los beneficios
de la empresa considerando el sector formal e informal. Supongamos que, en primera
instancia, las empresas deciden si operaran en uno u otro sector. Presumimos que las
actividades econ6micas inician en el sector informal, por lo que la decision seria pasarse
al sector formal. Operar en el sector formal tiene un costo mayor (burocracia, impuestos,
etcétera) pero suponemos que a la par de estos costos hay algunos beneficios que

podrian incentivar la decision en los empresarios (acceso a tecnologia, financiamiento

* Los individuos gue toman el tratamiento son aquellos para los que observamos un 1 en la etapa de
seleccion. Observe que el modelo antes descrito tiene muchas similitudes con el modelo SUR, excepto porque
la variable enddgena en la primera ecuacion es latente (corresponde a un modelo probit) y porque la variable
enddgena en la segunda ecuacion dependera de la primera.
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gubernamental, etcétera). Entonces, el primer componente del modelo es la ecuacion de
seleccion. Esta se basa en la variable latente que describe la utilidad que tiene el

|45

empresario por cambiarse del sector informal al formal.™ Esta parte del modelo es:

yii = X1B + &y (2.27)

0sivy; <0
—{ St i (2.28)

Y= siyr, >0

En la ecuacion (2.27) representamos la utilidad latente obtenida por operar en el
sector formal. Los regresores* en X,; pueden ser factores que disminuyan los costos de
tomar la decision (experiencia en tramites burocraticos, contactos en el sector publico),
ademas de las caracteristicas que determinan la productividad de la empresa (nivel de
capital, tecnologia, tipo de estructura de la empresa, etcétera). Las caracteristicas
capturadas por la variable de error aleatorio &;; (ademas del error de medicion) pueden
referirse, por ejemplo, a las habilidades no observadas del empresario. Si la utilidad
latente es mayor que O entonces los individuos optaran por operar en el sector formal.

Esta informacion es la que observamos, de acuerdo a (2.28).

Para la ecuacién de respuesta, a diferencia de la estructura determinada por la
(1.22) y (1.24), ahora siempre observamos la variable respuesta, sélo que el proceso que
genera dicha respuesta cambia en funcion de si se toma o no el tratamiento. Asi, en vez
de registrar un namero arbitrario (tipicamente 0) para los individuos que no toman el
tratamiento, registramos la respuesta que reportan.*’ Asi, tenemos que la variable que
genera las respuestas (en este caso los beneficios de las empresas) puede escribirse

como:

Vai = XoiB + y1iXpia + & (2.29)

“5 Esta ecuacion puede representar las diferencias en utilidades entre uno y otro sector, incorporando el costo
de hacer el cambio. Asumimos que las caracteristicas (observables y no observables) determinan dicha
utilidad de manera lineal.

5 Presumimos que los regresores son todos exdgenos en el sentido que se definié previamente en este
trabajo.

" En el contexto de mercado laboral femenino, por ejemplo, no tenemos opcién y hay que registrar un 0 o un
No Trabaja para las mujeres que deciden no entrar al mercado laboral.
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En la expresion anterior, X,; son las caracteristicas que determinan la capacidad
de la empresa para obtener beneficios (nivel de capital, experiencia en el sector, nivel de
tecnologia, etcétera). Colocamos el * en la variable dependiente sin que esta vez se
indique que la variable es latente, ya que la observamos plenamente, esto mas bien se
hace para conservar consistencia en la notacion. Se puede notar que la ecuacion permite
gque el impacto de los regresores sea distinto dependiendo del sector en el que se opere.
Haciendo y = a + §, podemos resumir la estructura que genera las respuestas de la

siguiente forma:

y1i =0 yi=1

V2i = Xoif + &3 Vai = Xoi¥ + &4 (2.30)

Las hipotesis de interés pueden ser, en principio, corroborar que el intercepto y las
pendientes contenidas en By y son iguales (esto equivale a la hipotesis de que a = 0).
También es pertinente en ocasiones contrastar no todos los pardmetros en los vectores
sino concentrarnos solamente en algunos. En el contexto del ejemplo utilizado en esta
seccion, podriamos ver si, ceteris paribus, una empresa obtiene distintas ganancias si
labora en el sector formal o informal, o si los retornos a la inversién en tecnologia son
iguales en ambos sectores, etcétera. EI modelo aqui propuesto puede compararse con el
modelo de regresion cambiante, que podemos encontrar en la obra de McFadden (1984),
en el que se propone que el componente de error aleatorio cambia segun si se toma 0 no
el tratamiento.® Dicho modelo es utilizado de forma vasta en la literatura econométrica, y
su estimacion puede realizarse con la funcion selection de la pagqueteria sampleSelection
en R.* Para el modelo que hemos propuesto en (2.27-2.30) podemos obtener los
estimadores de maxima verosimilitud sin mayor problema. La log-verosimilitud a

maximizar®® es:

LB V1Y, X) = Eyy=1 Uf (e2ilyri = O)Fe, (= XiB) + Xy, =0 L(f (ezilyni = D)(1 -
F,,(=XiB)) (2.31)

8 gj por ejemplo, observamos que las desviaciones tipicas son muy distintas, una vez que controlamos por
covariables, en ambos sectores, podria ser mas adecuado el modelo de regresion cambiante.

9 La estimacion se hace mediante maxima verosimilitud. Para mas detalles puede consultarse Toomey y
Henningsen (2008).

% Note la gran similitud con la expresion escrita en (1.26).
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A continuacion realizaremos una ultima generalizacion del modelo de seleccién
tratado en este trabajo. Hasta ahora hemos estudiado escenarios donde, en la etapa de
seleccion, los individuos s6lo deciden entre tomar o no algun tratamiento. Ademas, la
dltima generalizacion que teniamos permitia siempre ver la respuesta (en el contexto del
ejemplo sobre sector formal o informal, siempre veriamos los beneficios de la empresa).
Por otra parte, desde el punto de vista estadistico, teniamos que la (Unica) respuesta (en
el contexto de ejemplo sobre sector formal e informal nos referimos a los beneficios) sélo
dependia distribucionalmente de la variable observada (0 6 1) y no de la variable latente

que genera la ecuacién de seleccion.

Primero, consideraremos que en la etapa de seleccion, los individuos se
seleccionan entre niveles de tratamiento. Supondremos que esta eleccidbn puede
realizarse de acuerdo a un modelo probit ordinal, descrito en el capitulo Il (este escenario
es plausible, por ejemplo, cuando los individuos seleccionan niveles de aseguramiento).

Tenemos entonces que la etapa de seleccién es modelada de acuerdo a:
Vi = X1P + & (2.32)

by si —o<y;;<aq

b, si a, <y <a

Vi = (2.33)

by si agg <y <o

Enseguida no limitaremos el modelo a tener una sola ecuacién de respuesta.
Posiblemente existan escenarios donde estemos interesados en evaluar distintas
respuestas que estan ligadas a una ecuacion de seleccién. Por ejemplo, en el contexto de
programas sociales, interesan diversas caracteristicas en funcién de la participacién en
los programas: cuidado en salud, educacion de los hijos, empoderamiento de las mujeres,
etcétera. Ademas, tampoco restringiremos a que las variables respuesta sean
observadas; podremos asumir estructuras latentes. Por ejemplo, si estudiamos la relacion
entre migracién y trabajo, el componente de seleccion tendra una ecuacion para modelar
la decision de migrar 0 no migrar, mientras que en ocasiones no podremos observar el
salario, para aquellos sujetos que no hayan decidido ingresar al mercado laboral. Otro

ejemplo respecto al Gltimo punto es que las ecuaciones de respuesta pueden nuevamente
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modelarse mediante un modelo probit ordinal (por ejemplo, si una de las ecuaciones de
respuesta es el nimero de veces que un individuo asiste a cierto tipo de capacitacion).
Finalmente consideraremos que el impacto del componente de seleccion en las
respuestas no es mediante la variable observada (tratamiento o no) sino mediante la

variable latente del componente de seleccion.™

Incorporando todas las extensiones que hemos descrito en el parrafo anterior,
considerando R — 1 respuestas, tenemos que la modelacién adecuada para las mismas

es:>

y;ri = Vryfi + XpiBr + & (2.34)

Vri Siyr >0

r=23,..R

Para que la modelacion en (2.33-2.35) tenga sentido, deben verificarse los
supuestos de identificacion habituales. Generalmente, estos pueden hacerse sin pérdida
de generalidad, o con base en la teoria micro o macroeconémica que den pie al modelo.>®
La estimacion de los modelos descritos en (2.33-2.35) no es un tema menor y la discusion
al respecto sigue abierta. En esta tesis exploramos el algoritmo MCEM como una

alternativa para este fin.

> En ocasiones este dltimo aspecto puede llevar a problemas de identificacion en el modelo por lo que antes
de pasar a la estimacion es necesario reflexionar al respecto.

>2 Asumiremos aqui, para ilustrar un contexto tipico de seleccion, que la estructura latente de las ecuaciones
de respuesta corresponde a utilidades latentes (s6lo observamos respuesta si ésta es mayor que 0), ademas
la utilidad latente del componente de seleccion sdélo afectara mediante un cambio en el intercepto
correspondiente a cada ecuacion. Reiteramos, la versatilidad de los modelos que se pueden proponer es
amplia, adoptamos la forma antes descrita Unicamente con fines ilustrativos y teniendo en cuenta que se
desea tener herramientas para atender el problema de seleccion.

> Por ejemplo, si en el componente de seleccién tenemos una respuesta binaria (modelo probit) podemos
asumir, sin pérdida de generalidad, que el parAmetro de escala de ¢;; es 1, y que el umbral que determina la
participacion en el tratamiento es 0. Si en cambio, el componente de seleccion es de acuerdo al modelo probit
ordinal, entonces el componente aleatorio de la ecuacion también debe tener escala fija (habitualmente 1) y
algun parametro umbral en (2.33) debe ser fijo (tipicamente a; = 0). Para mas detalles vease Greene (2012).
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Para ilustrar la implementacién y el desempefio del MCEM, utilizaremos (ademas
del ejemplo de andlisis de factores que mencionamos antes) un modelo util para

contextos de autoseleccion, éste puede encontrarse planteado en Smith (2005).

Suponga que tenemos una muestra de n individuos. De los individuos,
observamos 2 respuestas acorde a una utilidad latente censurada en 0.** Asumimos que
ademas los individuos seleccionan recibir (0o no) cierto tratamiento. Las respuestas
observadas tendran una estructura que sera, entre tratados y no tratados, esencialmente
la misma, salvo por un cambio en el intercepto (homogéneo dentro de cada grupo, segun
hayan o no recibido el tratamiento). Asumiremos que las variables latentes inmiscuidas

tienen una distribucién normal cuya media depende linealmente de parametros.

Las variables latentes que intervienen pueden modelarse como:

Vii = X1if1 + €1
V2i = V2Y1i + X2iB2 + &2 (2.36)

V3i = V3Y1i + X3iB3 + €34

Estas utilidades latentes generan las siguientes variables observadas:

_(1siy;;>0
Y = {0 siy;i <0 (2:37)
Y2i =00 siyy <0 '
o {ygi sty >0 (2.39)
Y3 =0 si y3i <0 '

En las expresiones anteriores, x;;, x,; ¥ X3; SON vectores de covariables relevantes

para la distribucion de las utilidades latentes. El supuesto habitual de independencia entre

> por ejemplo, las respuestas pueden ser inversion en ciertos rubros: los individuos soélo invertirdn

(cantidades positivas) en la medida en que la utilidad por inversion en cada rubro sea grande.
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individuos es conservado. Es decir, si hacemos y; = (y;;,v5;, vai)T, entonces y; es
independiente de y;. Considere ¢; = (&1, €24, €3;,)T. Tenemos que ¢; sigue una distribucién

normal multivariada con media u = (0,0,0)” y matriz de covarianzas %, donde:

1 0-6182 0-6183 1 p£1520.£2 p£1£3 0-53
2 2
Y = %2 g Tegez | = [ Perer%%: Og; Pepe30e;0e3 (2.40)
2 2
0-6183 0-6283 0-6‘3 p£1530.£3 p52530.820.53 0.83

En principio, hemos determinado que el 1 en la primera entrada de la matriz de
covarianzas se establece por las razones habituales en el modelo probit. En el siguiente
capitulo especificAremos valores para esta matriz de covarianzas, ademas de la forma
particular que tomaran los valores de las covariables, asi como los valores para cada uno

de los B}s; todo esto con el objetivo de ilustrar el algoritmo MCEM como herramienta para

obtener estimaciones para los parametros en el modelo.
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IV. ALGORITMO MONTE CARLO EXPECTATION MAXIMIZATION

La optimizacion numérica resulta fundamental para poder dar solucion a problemas que
otrora eran dejados a un lado. Los modelos de alta dimensionalidad (en pardmetros), asi
como funciones de verosimilitud que no tienen “forma cerrada”, aparecen cada vez mas
en el quehacer estadistico. La idea central en este capitulo es ilustrar algunos métodos
computacionalmente intensivos como alternativas para la estimacion, particularmente
concentrdndonos en los modelos que incorporan variables latentes y los modelos de

seleccion.

La primera seccion del capitulo versa sobre el muestreador de Gibbs. En la
segunda seccion se escribe sobre el algoritmo EM y su implementacion cuando el paso E
es mediante simulacién de Montecarlo (lo que genera el algoritmo MCEM). La tercera
seccion trata la implementacion del MCEM al ejemplo de analisis de factores estudiado en
la seccion anterior. El objetivo ulterior en este capitulo es realizar la estimacion del modelo

de autoseleccién propuesto en (3.36-3.40), esto se realiza en la cuarta y Ultima seccion.

A. MUESTREADOR DE GIBBS

La inferencia estadistica que incorpora el enfoque bayesiano tiene como principal objetivo
establecer una distribucion posterior para los parametros (establecida con base en la
distribucion a priori y la evidencia proporcionada por los datos). En muchas situaciones,
como exploraremos en breve, no se tiene una forma conocida para dicha distribucién. La
opcién inmediata (en vista de que el kernel de la distribucién es siempre conocido) es
simular de la misma, para obtener informacion sobre los valores plausibles de los
parametros a la luz de los datos y la distribucion posterior. Los métodos de Monte Carlo,
en particular el algoritmo Metropolis-Hastings, son herramientas Utiles para esta tarea. El
algoritmo Metropolis-Hastings se basa en la construccion de una cadena de Markov cuya
distribucion asintética es la distribucion objetivo (posterior). Enseguida, introduciremos el

muestreador de Gibbs, otro método de Montecarlo comun en la pralctica.55

*° Puede verse al muestreador de Gibbs como una configuracioén particular del algoritmo Metropolis Hastings.
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La idea central es que tenemos X = (X;,..,Xp), un vector aleatorio del que
queremos simular. Supongamos que para dicho vector se tiene una distribucién conjunta
de la que no existen métodos ad hoc para simular.>® Las entradas X/s del vector anterior
las asumimos como variables aleatorias unidimensionales o multidimensionales, que
tienen como principal caracteristica que podemos simular facilmente de ellas. Es decir,

tenemos las distribuciones f;, ..., f, tales que:

Xil X1, X2 eves Xij—1, Xig1s oo Xp ~ [ (1| X1, X2, o) X1, Xig 1) 0000 Xp)

i=12,..,p (4.1)

Las distribuciones condicionales exhibidas anteriormente reciben el nombre de
condicionales totales. La idea central del muestreador es construir una cadena de Markov
X® que tenga como distribucién asintética la distribucion objetivo f. Enseguida

mostramos el algoritmo que genera la cadena requerida.

ALGORITMO MUESTREADOR DE GIBBS

Se tienen valores iniciales X que cumplen f(X(®) > 0. En la iteracion t = 1,2, ...
dado x® = (x{?, ...,xz(f)), generar

t+1 .
1. Xl( 1) ~f1(x1|x§t), ...,xl(f)),

2. Xz(t“) ~ fz(x2|x§t+1),x§t)' ...,xl(f));

t+1 t+1 t+1
XD (1) (1))

~fp(xp|x1 s Xplq

p.

La teoria sobre la convergencia (a la distribucion objetivo) del algoritmo puede
consultarse en el texto de Robert y Casella (2004). Otro aspecto importante es que, aun
asumiendo que la cadena se encuentra en su distribucion estacionaria, los vectores
aleatorios que encontramos en cada iteracion estaran correlacionados. De este modo, y

como se hace de manera usual con los métodos de Montecarlo, consideramos una etapa

% Esta condicién es mas bien una condicién practica; si los métodos ad hoc estan disponibles, presumimos
gue seran preferibles a la simulacién mediante el muestreador de Gibbs.
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inicial (etapa de quemado) para permitir que la cadena llegue a la distribucion
estacionaria, y después consideramos un espacio entre las variables generadas para
poder obtener una muestra cuyas observaciones podamos presumir como independientes

e idénticamente distribuidas.

Presumiendo una distribuciéon unimodal, un criterio de convergencia heuristico es
identificar que los valores simulados se concentren en una zona comun durante un
periodo considerable de iteraciones. Los ejemplos que trataremos necesitan un periodo
de quemado bastante corto.”’ Para considerar la independencia de las observaciones
generadas por el muestreador, utilizaremos el grafico de autocorrelaciones que se tiene
en cada muestra. No es la idea en este trabajo ahondar en estos temas, pero
recomendamos al lector ser cuidadoso en el tratamiento de los mismos, con el objetivo de

no obtener simulaciones que pudieran resultar inadecuadas.

Para ilustrar los conceptos enunciados hasta el momento, consideremos el

siguiente ejemplo. Suponga que se desea simular de (X,Y) ~ N,(0,2), donde:

5= Ll) ’1’] (4.2)

Las condicionales totales en este ejemplo son:

X|Y~N(pY,(1 - p?) (4.3)

Y|X~N(pX, (1 - p?) (4.4)

En primera instancia notamos de manera trivial que si p = 0 el muestreador de

Gibbs converge desde la primera iteracién, y las observaciones generadas en cada

iteracion son independientes. De hecho, podemos ver como es la estructura de

correlacion de las variables, generadas, note por ejemplo que:

XerrlXe~N(p?*,1 — p*) (4.5)

" Cameron y Trivedi (2005) y Yu et al. (2005).
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De dicho resultado se observa que sin importar el valor inicial, asintéticamente la
distribucién de la cadena converge a la distribucion marginal objetivo. En ejemplos més
complejos determinar la correlacion entre las variables suele ser mucho mas dificil.
Enseguida ilustramos los métodos graficos que suelen usarse en dicha circunstancia.
Consideremos p =.2. En la siguiente gréfica observamos el comportamiento de los

promedios obtenidos a partir de la muestra simulada mediante la cadena:

Comprobacion grafica de la estabilidad en la cadena

promedio
-10 -0.5 00 05
1 1 1

-1.5

-2.0

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Nimero de iteracién

Puede percibirse que alrededor de las 50 iteraciones la cadena se estabiliza. Por
supuesto este experimento debe ser repetido hasta asegurarse de que se tiene mayor
certeza del numero de iteraciones necesarias para converger a la distribucion
estacionaria.® Asi, podemos determinar un periodo de quemado de 50 iteraciones.>
Ahora supongamos que una vez en la distribucion estacionaria, decidimos tomar
simulaciones consecutivas, digamos hasta obtener una coleccion de 1000 observaciones.
Una forma de verificar que la correlacion entre las mismas es lo suficientemente pequefia
como para tratar la muestra obtenida como independiente es estudiar la funcién de

autocorrelacion.

Enseguida mostramos las funciones de autocorrelacion considerando que

muestreamos de manera equidistante cada 1 y 2 iteraciones respectivamente. La idea es

%8 Aqui tratamos con un ejemplo conocido, y sabemos que la moda de X esta en 0. En ejemplos mas
complejos (por ejemplo de muy alta dimensionalidad con variables multimodales) no podemos asegurar que
hemos llegado a la distribucion estacionaria, pese a observar que la cadena permanece en una zona
constante un periodo prolongado de tiempo.

% Este es un nimero poco conservador, y debido al costo casi nulo que tiene cada iteracion podriamos
imponer un nimero mucho mas alto. De cualquier modo este ejemplo es sélo para ilustrar los conceptos.

48



establecer k, el nimero de simulaciones que dejaremos pasar para conseguir una

muestra que sea convincente en cuanto a los supuestos de independencia que

deseamos.
Funcion de autocorrelacién de X, k=1 Funcion de autocorrelaciéon de X, k=2
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Para convencerse de la importancia de la correlacion, estudiaremos un caso
extremo en el que p=.9 (ya mencionamos el caso en el que las entradas son
independientes y un caso intermedio en el que p =.2). El periodo de quemado obtenido
con base en resultados gréaficos es bastante similar al ejemplo estudiado recientemente.
Como el lector sospechara, el tema mas importante a estudiar es la correlacion en las
simulaciones (que con base en el resultado analitico en (4.5) esperamos sea alta).
Veremos las graficas de autocorrelacion para X muestreando cada 5 y cada 10

simulaciones, respectivamente.
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Funcion de autocorrelacion de X, k=5
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Funcion de autocorrelacion de X, k=10

La grafica anterior ilustra cémo aun muestreando cada 5 observaciones (un

namero usual en la practica) pueden existir problemas de correlacion. Cuando se emplea

el muestreador de Gibbs es siempre importante verificar dicha cuestién, usualmente

puede corregirse el problema muestreando con una mayor distancia en iteraciones, sin

que esto incremente excesivamente el tiempo de computo (en el lado derecho de la

grafica puede verificarse que la autocorrelacion es casi eliminada al muestrear cada 10

iteraciones).

Enseguida ilustraremos la utilidad e implementacion del muestreador de Gibbs en

un ejemplo menos sintético. Recordemos el modelo SUR desarrollado en el capitulo

anterior. Consideraremos sélo 2 respuestas para cada individuo, es decir, se tiene el

siguiente modelo:

£i~N2(OI 2)

(4.6)

4.7)

Tal y como se explicé en el capitulo anterior, este modelo puede ser util, por

ejemplo, para estudiar la demanda por 2 bienes. Recordando el proceso generador de los

datos, y las distribuciones a priori tenemos:
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Yilxi, B, Z~N(x;B, %) (4.8)
B ~N(BoBs") (4.9)
271 ~ Wishart(vy, Dy) (4.9)

Del kernel de la funcién de distribucion posterior expresada en 2.2V tenemos que

las densidades condicionales (condicionales totales de £ y ) son:

BIE, y, X~N[CoAo, Co] (4.10)
Ao = (BoBo + i1 x{ £71y;) (4.11)
Co=(Bo+ XM x/ 571x;) (4.12)
271 B, y, X~Wishart[vy + N, Hy] (4.13)
Hy = (Dg* + XM upu)) ™ (4.14)

U =y; — x;p (4.15)

Para las distribuciones a priori establecemos los siguientes valores:

En la especificacion anterior T es un parametro que refleja nuestra certeza sobre la
distribucion de pB. Para este ejercicio hemos escogido utilizar 7 = 1. Los parametros
elegidos para la simulacién son todos 1 (ambos interceptos, pendientes, varianzas) salvo
el coeficiente de correlacion que fue escogido como -.5. Hemos escogido N =500 y
hemos simulado los regresores x,;y x,; de la distribucion normal estandar. Con los
componentes vistos hasta el momento, y en vista de que las densidades posteriores
condicionales de £y X han resultado ser distribuciones conocidas, podemaos implementar

el muestreador de Gibbs y obtener asi la distribucién posterior de los parametros.
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En este ejemplo particular, los pasos que seguimos para la simulacion quedan de

la siguiente forma:

160

Como valores iniciales tenemos (@ = 0y (® = [.°° En la iteracion t construimos:

) oot (t—1
49 = (Boo + Ty 2717 Vy,) (4.17)

;oo (t—1 -1
¢ = (Bo + 3, % 71V, (4.18)

Con estos valores simulamos un vector X de la distribuciébn normal multivariada

con media AP ¢? y matriz de covarianzas C°.

Fijamos:

B® =X. (4.19)
Construimos:
u =y, —xB®, i=12,..,N (4.20)
para formar:
Hg):(051+2£1¢“(¢”y)4 (4.21)

Finalmente, simulamos Y de la distribucién Wishart con v, + N grados de libertad y

matriz de escala H.".

Fijamos:

% E| lector podra notar que sélo seran relevantes los valores asignados a la matriz s©, puesto que en el
algoritmo propuesto sélo este valor es utilizado en la primera iteracion.
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50 — y-1 (4.22)

El algoritmo propuesto fue implementado, y con base en criterios gréaficos
determinamos un periodo de quemado de 5000 iteraciones. No detectamos correlacion
importante de las simulaciones, pero para mayor proteccion muestreamos cada 2
iteraciones a partir del periodo de quemado hasta conseguir 5000 simulaciones de los

parametros de interés.®

Para ilustrar lo descrito en el parrafo anterior, mostramos el comportamiento de los
promedios del intercepto de la primera ecuacion (B8,,) Yy de la pendiente en la misma
ecuacion (B;;) con el fin de mostrar que cuando hemos hecho 5000 iteraciones se
estabilizan.®® De ahi que este valor fuera escogido como el nimero de iteraciones en el

periodo de quemado.

Promedio para el intercepto en ecuacion 1 Promedio para la pendiente en ecuacion 1

e
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Enseguida evaluamos la correlacion de las muestras generadas; en esta ocasion
elegimos a la varianza del componente estocastico de la primera ecuacion (¢?) y al

coeficiente de correlacion (p). Observamos que no existen correlaciones importantes, por

1 En la practica, podriamos obtener muestras mucho mas grandes (de tamafio 100,000 o 500,000 por
ejemplo) con el fin de tener mayor informacion sobre la distribucion posterior. En este ejemplo con fines
ilustrativos hemos escogido un nimero bastante menor (5,000).

%2 Este ejercicio se realiza con todos los parametros, pero por cuestiones de espacio ilustramos el concepto
s6lo con los dos parametros referidos.
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lo que podriamos muestrear todas las observaciones simuladas a partir de la iteracion
5001, sin embargo, en una actitud conservadora (como suele hacerse en la practica),
decidimos muestrear cada 2 iteraciones.

FAC para la varianza en la primera ecuacién FAC para el coeficiente de correlacion
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Finalmente y como verificacion de que el muestreador de Gibbs y el modelo
propuesto son sensatos, graficamos la distribucion (via histogramas) de algunos de los
parametros en el modelo. Estos seran el intercepto de la primera ecuacion (B,;), la
pendiente de la segunda ecuacion (B;;), la varianza del componente aleatorio en la
segunda ecuacion (o7) y el coeficiente de correlacion (p). Podremos observar que el

resultado de la inferencia realizada es adecuado.
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Los métodos estadisticos computacionalmente intensivos no soélo surgen de
manera natural bajo el enfoque bayesiano. Por ejemplo, cuando se hace inferencia
utilizando Unicamente el criterio de Maxima Verosimilitud es posible encontrar que la
funcion de verosimilitud resulta dificil de optimizar. Enseguida hablaremos del algoritmo
EM y su implementacion en estos casos.

B. ALGORITMO EM Y ALGORITMO MCEM

Especialmente en modelos de variables latentes y modelos con censura o mezcla de
distribuciones, surgen funciones de verosimilitud que estan en términos de integrales,
tipicamente de alta dimensionalidad, cuya optimizacién puede resultar un problema mas

enmarcado en los métodos numéricos que en la estadistica misma.®

Para resolver el problema planteado en lineas anteriores, y particularmente en el
contexto de datos faltantes, desde 1977 Dempster et al. introdujeron como alternativa el
algoritmo Expectation Maximization. La idea basica con este algoritmo es conceptualizar
que si tuvieramos mas informacion disponible, la funcion de verosimilitud con la que

trabajariamos seria mas facil de optimizar, como esto no ocurre, optimizamos el valor

% En este sentido, es posible que los métodos numéricos sean vistos como una caja negra y su uso pueda no
ser deseable.
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esperado de la funcién de verosimilitud tratable. Enseguida formalizamos la estructura y

nocion del algoritmo.®

Supongamos que tenemos una muestra X, ...,X,, de datos. La verosimilitud es
siempre proporcional a la densidad conjunta de la muestra, que denotaremos por g(x|8).
Si esta funcion es facil de maximizar, entonces los estimadores de maxima verosimilitud
podran hallarse sin mayor dificultad. Suponga que existe una densidad f tal que g cumple

que:

9(x16) = [, f(x,2|0)dz. (4.24)

Queremos hallar 8 = argmax L(6|x) = argmax g(x|6). Observe que en vez de
trabajar Unicamente con los datos obtenidos en la muestra (X) tendremos ahora un vector
de datos aumentados, que en la literatura conocemos como datos completos, que
denotamos como (X, Z) cuya distribucion tiene densidad f (x, z|0). A partir de esta relacion
y con la marginalizacion correspondiente, obtenemos la densidad condicional de los datos

faltantes dados los datos observados: k(z|0,x) = f(x,z|0)/g(x|6).

Con base en la relacion establecida anteriormente, y tomando logaritmos y
esperanzas respecto de k(z|6,, x) es evidente que:
logL(8|x) = Eg,[logL (Bx,Z)] — Eg,[logk(Z|6,x)] (4.25)

Como buscamos maximizar la expresion anterior nos concentraremos en el primer
elemento del lado derecho. En cada iteracion debemos hallar la esperanza de (esto

constituye el paso E):

Q(616¢,x) = Eg [logL® (6]x,2)] (4.26)

Ya que obtenemos la esperanza anterior, es momento de maximizarla (esto

constituye el paso M). Si en la iteracion t tenemos que el valor de que maximiza Q (8|6, x)

® La mayor parte de la notacion e ideas utilizadas en esta seccion fueron tomadas de Robert y Casella
(2010).
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es § entonces en la iteracion t + 1 reemplazamos 6, por §. Repetimos el procedimiento

hasta convergencia. La idea es obtener una sucesion de estimadores {9(j)}j que sea

consistente. Observe entonces que §;, se obtiene al maximizar Q(616;_1,x), es decir:

Q(B10j-1),x) = maxg Q(018j—1),x) (4.27)

En el siguiente recuadro presentamos un resumen del algoritmo EM.

ALGORITMO EM
Elija un valor inicial de 8
Repita

1. Compute (Paso E)

Q(818(m, x) = Eg,, [logL (Blx, 2)]

Donde la esperanza es con respecto a k(z|67(m),x).

2. Maximice Q(6|6.yy,x) en 6y tome (Paso M)
Omsn) = arggnaxQ(Glé(m),x)
Actualicem =m+1

Esto se realiza hasta convergencia, es decir, hasta que 8,41y = G-

El algoritmo se presume convergente® en vista de que L(841)|x) = L@ |x) y
porque la igualdad se alcanza si y so6lo si Q(8(;+1)|0¢),x) = Q(8(|0(j, x). Note que la
presunta convergencia esta garantizada si la funcién a optimizar es unimodal. En otro
caso, lo Unico que nos garantiza el resultado que mencionamos anteriormente, es que el

algoritmo nos arrojara una sucesion que converge a algun punto critico de la funcién

%% Obviamente nos referimos a la convergencia al maximo global de la funcién objetivo.
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objetivo, que no necesariamente es el maximo global. En vista de lo anterior, una
recomendacion general cuando se implementa el EM es que, a menos que se esté muy
seguro sobre la ubicacion del méximo (o se sepa que la funcién objetivo es unimodal) se

pruebe el algoritmo con distintos valores de inicio.®®

Para ilustrar el algoritmo y familiarizarse con las ideas que involucra consideremos
el siguiente ejemplo. En confiabilidad, tipicamente se trabaja con tiempos de vida. Los
experimentos comunes en el area consisten en evaluar el tiempo de vida de componentes
bajo ciertas condiciones. El objetivo es caracterizar la distribucion del tiempo de vida de
dichos componentes. Los costos de experimentacion provocan que no se pueda “concluir”
el experimento, en el sentido de que éste se considera por terminado aun cuando algunos
componentes no hayan fallado. Asumiremos que el verdadero tiempo de vida, observado

0 no, tiene una distribucion exponencial.

En el ejemplo anterior podemos conceptualizar como variable latente al tiempo de
vida (real) de los componentes; mientras tanto, consideraremos los tiempos de vida
registrados como los datos observados. En sincronia con la notacion utilizada en capitulos
anteriores podemos escribir el siguiente modelo:

yi* ~exp(d) (4.28)
_(yi*siy;* <D
Vi _{D siy;" =D (4.29)

Podemos considerar en este ejemplo que y;’s son los datos faltantes (variables
latentes) y y; son los datos observados. En este ejemplo, cabe resaltar, podria
maximizarse la verosimilitud exacta sin necesidad de utilizar el algoritmo EM, pero lo
utilizamos para introducir e ilustrar el algoritmo. La log-verosimilitud de los datos

completos es:

1°(61y™) = Xy,<p [log(A) = Ay;] + Xy2p [log(D) — Ay;] (4.30)

% para mayores detalles sobre las propiedades de convergencia, una referencia basica es la de Wu (1983).
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Tomando la esperanza, condicional en los datos observados y el parametro A

determinado en la iteracion anterior, tenemaos que, en la iteracion t:

E[E @)y desl = Y Ellog®) = 2y{lyd + Y E [log(D) = Ay;1y:] =
yi<D yizD

Yy<p [log(A) = Ayi] + Xy 2p [log(D) — AE(y; 1y:)] (4.31)

En este caso, debemos notar que la esperanza que falta calcular en la ecuacién

anterior es:

* * * AD
Elyily] = Elyilyi 2 D] = =5 (4.32)

Con esto completamos el paso E y tenemos, en la iteracion t:

EL @1y )i Aees] = Syen [log @) = 271 + Ty o |log@) = 2+ (*522) | = n log (M) -

A[K +m (2222 (4.33)

t—1

En la ecuacién anterior tenemos que m es el numero de observaciones
censuradas y K =}, «py;- Enseguida tendremos que completar el paso M, en el que
estamos interesados en maximizar la ecuacién anterior. Por la condicién de primer orden

es facil ver que el 6ptimo de la funcién anterior se encuentra en (durante la iteracion t):

A =n[K+m (%)]_1 (4.34)

Para ilustrar el algoritmo, simulamos 100 datos considerando A =1y D =2. La
simulaciéon realizada arroja 79 observaciones por debajo del umbral y 21 datos
censurados. Procedemos en cada iteracién, actualizando el estimador A con base en

(4.34). Presumimos la convergencia cuando el valor del parametro estimado se estabiliza.
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En este ejemplo la convergencia se da dentro de las 8 primeras iteraciones, sin importar
los valores iniciales. Para finalizar con el ejemplo colocamos una grafica que muestra la

evolucion de los estimadores partiendo de distintos puntos iniciales.

Trayectorias de los estimadores

30

20
I

10

05

0.0

Nimero de iteracion

Pese a lo util del algoritmo EM cuando estan presentes escenarios con variables
latentes, en muchas ocasiones la esperanza del paso E no es sencilla de calcular.
Cuando éste es el caso, se pueden utilizar Métodos de Montecarlo para simular la log-
verosimilitud de los datos completos y posteriormente aproximar la esperanza de la
misma como el simple promedio de las log-verosimilitudes simuladas. Este método es
conocido en la literatura como el algoritmo Monte Carlo Expectation Maximization
(MCEM). En muchas ocasiones las variables aleatorias a simular se prestan para aplicar

el muestreador de Gibbs mencionado al inicio de este capitulo.

C. IMPLEMENTACION AL EJEMPLO DE ANALISIS DE FACTORES

Enseguida, estudiaremos como el algoritmo MCEM puede adaptarse a algunos ejemplos
gue hemos tratado en esta tesis. En primera instancia, exploraremos su potencial para el
modelo de andlisis de factores descrito en el capitulo anterior. Nos enfocaremos en

detallar cuales son los pasos a seguir y como puede implementarse el algoritmo para dar
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solucion al problema de estimacién correspondiente. Por Ultimo, recapitularemos la
generalizacion del modelo de seleccion planteada en la parte final del capitulo anterior.
Analizaremos detenidamente el modelo e ilustraremos como el algoritmo MCEM puede
dar solucion al problema de estimacion correspondiente.®” Finalizaremos simulando una
estructura de seleccion y realizaremos la estimacion correspondiente utilizando el
algoritmo MCEM.

Consideremos el modelo de analisis de factores descrito en la ecuacién 2.14 y
justificado en el segundo capitulo de este trabajo. Tenemos que la matriz con los
ordenamientos, R, constituye la informacion disponible, mientras que la matriz con las
utilidades latentes (X) y los factores latentes (Z) constituyen los datos faltantes.®® La log-

verosimilitud de los datos completos es:

T . _p\2
Loyb) (4.35)

9j

1°(01X,2) = _gzj lOg(O'jZ) _ %Ziz:j (xij—z

Es inmediato notar que las estadisticas suficientes que determinan la log-
verosimilitud antes mencionada son {X'X, ZTZ,Z"X,XT1,ZT1}. Recuerde que las
variables z;yx; siguen conjuntamente una distribucion normal multivariada. En
consecuencia, las distribuciones condicionales de dichas variables son también normales

multivariadas.

En la iteracion t del algoritmo MCEM, para obtener la esperanza de la log-
verosimilitud, condicional en los datos observados (ordenamientos) debemos simular del
vector (z;,x;|60:-1,R) y posteriormente calcular las estadisticas suficientes inmersas para
tener entonces una simulacion de la log-verosimilitud de los datos completos condicional
en los datos observados. Repetimos esto un nimero M de veces y fijamos la esperanza

requerida en el paso E como el promedio de las log-verosimilitudes simuladas.

Para la simulacién del vector (z;,x;|0,r;)podremos utilizar de manera natural el
muestreador de Gibbs, ya que las condicionales totales (z;|x;,0,1;) Yy (x;]z;, 6,7;) Siguen

una distribucion normal multivariada con ciertas restricciones. En el proceso de simulacion

%7 Como se mencioné antes, este es el objetivo central en este capitulo.
%8 Observe como los datos faltantes determinan univocamente los datos observados (de hecho X determina
total y univocamente a R), pero no viceversa. Esto ocurre tipicamente en modelos de variable latente.

61



comenzaremos por simular de z;|x;, r;, 6 aprovechando la ventaja de que la distribucion

condicional de z;|x;, 1;, 8 no depende de los ordenamientos:®
f@ilx, 1, 0) = f(zi]x:,0) (4.36)

Entonces, utilizando teoria basica de la distribucion normal multivariada (recuerde
que z;, x; son conjuntamente normales) podemos ver que la distribucién condicional de z;

dados los datos y dado el vector x; es:
zi|x;, 0 ~ Ng {A(ATA+ W) 1 (x; — b),1 — A(ATA + W)~ 1AT} (4.37)

De este modo, tenemos que en la iteracion m del muestreador de Gibbs, estando

en la iteracion t del algoritmo MCEM debemos simular un vector y tal que:

L

-1 -1 -1
y~Ngq {At—l(At—lTAt—l + l‘Ut—l) (x'(m ) - bl)'l - At—l(At—lTAt—l + lpl) At—lT} (4.38)
Hecho lo anterior, establecemos:
2™ =y (4.39)

Dentro de la iteraciéon t del algoritmo MCEM, la simulacién anterior constituye el
paso 1, en cada una de las M simulaciones que deben realizarse durante el paso E (en el

que se utiliza el muestreador de Gibbs).

Es conveniente tener el vector de ordenamientos (ji,...,jk)i mencionado en el
capitulo anterior. Definimos x; ; = w0y x;;, , = —o0. Asi, en el paso 2 del muestreador de
Gibbs procedemos a simular de x;|z;,1;,6. Una alternativa es simular una variable

aleatoria w tal que:

% Mas que no depender de los ordenamientos nos referimos a que x; determina univocamente los

ordenamientos; es decir, la densidad de (x;,1;) es la densidad de x;.
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w~Ng(Ae—1"2z™ + b,_y) (4.40)

Hecho lo anterior, verificamos que w; _; >w; >w;  para s =12,..,k. Si esto
S N s+1

ocurre, entonces fijamos:
x™ = w (4.41)

Si esto no ocurriera, repetimos la simulacion de w hasta encontrar una simulacion
que cumpla las restricciones mencionadas. El lector podra sospechar que el algoritmo
propuesto puede resultar bastante ineficiente. Revisaremos otra alternativa. Note primero

que:
T 2
xi,js xi,jl, . Xi,js_l,xi,js+1, '"!xi,jk'ri'zi' 0~N(Zi ajs + bjs’ O'js (442)

Sujetaaquex;; , >x;; >x; Es decir, x; ;_tiene distribucion normal truncada.

Js+1

Entonces podemos simular, empezando desde s =1, variables Wi j. de la distribucion

T
N((zi(m)) (ajs)t—l + (bjs)t_l,(aji)t_l) truncada de forma que w;; . >w;; >wy ., Y

entonces tenemos que las entradas de xi(m) se fijaran considerando xi(’}:) =W,

Una vez hechas las M iteraciones (con los 2 pasos descritos anteriormente)
podremos obtener una muestra del vector (Z,X|6,_,,R),”® y por ende una muestra de los
estadisticos suficientes necesarios para determinar la log-verosimilitud. Obteniendo un
promedio de las log-verosimilitudes simuladas tendremos una aproximacion de la
esperanza E[I°(0|X,Z)|0:-1,R]. Hecho lo anterior, podemos proceder al paso M de la
iteracion t en el algoritmo MCEM. Como es de esperarse, el problema de maximizacion
que enfrentamos se ha convertido en un problema de regresion lineal multivariada, por lo

gue de inmediato podemos encontrar los 6ptimos de la funcién de verosimilitud.

" para esto habra que determinar el periodo de quemado y explorar la autocorrelacién de las variables en pos
de obtener una muestra casi independiente que pueda ser utilizada para aproximar la esperanza requerida.
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Para el paso M el problema se convierte en el caso clasico de regresion

multivariada, por lo que las estimaciones de los parametros en la iteracion t son:"

~

-1
() -@vranrar-G2 £) @0 e

P, =~ diag{(X — ZA —16")" (X — ZA — 1b)} = ~ diag(X"X — 2A7Z"X — 2b17X +

ATZTZA + 2b17ZA + nbbT).72 (4.44)

Una vez actualizados los pardmetros estimados en la iteracion t repetimos todo el
proceso descrito hasta obtener convergencia. En este caso, debido a la aleatoriedad extra
que se obtiene como consecuencia de la simulacion en el paso E, es posible observar
que, aungue el algoritmo haya llegado a un punto donde se ha alcanzado una buena
aproximacion de un punto critico, en las siguientes iteraciones se presenten oscilaciones
cercanas a ese valor, que no son provocadas por falta de convergencia, sino por la

simulacién hecha en el paso E.

Un aspecto interesante del algoritmo MCEM es que, si las simulaciones en el paso
E son hechas con pocas iteraciones, es posible que la aleatoriedad provocada propicie
que el algoritmo no se estanque en maximos locales. Sin embargo, deseariamos que
conforme el algoritmo aproxima al maximo global, el algoritmo se estabilice y la
aleatoriedad del paso E tenga menos consecuencias. Una idea en este sentido es que las
M iteraciones hechas en el paso E crezcan conforme el algoritmo MCEM avanza en las
iteraciones t’s. Esta y otras ideas, asi como referencias sobre la convergencia del

algoritmo pueden consultarse en Smith (2005) y Yu et al.(2005).

™ Hemos omitido, por cuestion de espacio, la parte explicita que indica que los estadisticos suficientes
inmersos en los célculos son esperanzas condicionales.

2 De nuevo, por cuestiones de espacio, omitimos en el lado derecho de la ecuacion el subindice t para las
matrices A y B, que indica que las varianzas son calculadas con base en los residuos actualizados
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D. IMPLEMENTACION DEL MCEM AL MODELO DE AUTOSELECCION

Para finalizar el capitulo, estudiaremos el proceso de estimaciébn mediante el algoritmo
MCEM aplicado al contexto de autoseleccion; en particular, nos referiremos al ejemplo
detallado en (2.36-2.40).”% El objetivo principal de este capitulo es dar solucién a este
problema. En esta parte explicaremos nuevamente el modelo, lo relacionaremos con
algunos contextos econométricos, simularemos una estructura a partir del modelo y

finalmente ilustraremos el algoritmo MCEM como herramienta util para la estimacién.

Comenzaremos recordando que existen variables latentes, que en general no son
observadas. En este ejemplo tenemos que dichas variables latentes, de las que se genera

el modelo, son:

Vii = X1iP1 + &1 (4.45)
Ya2i = V2Y1i T %22 + & (4.46)
V3i = V3Y1i + X3iB3 + €34 (4.47)

En general, x; contiene a todas las covariables que la teoria del problema
estudiado sugiere que deben incluirse. Cuando llegue el momento de simular la
estructura, solo consideraremos que en x;; se incluye un intercepto y una covariable. Note
ademas que participar en el tratamiento sé6lo origina un desplazamiento del intercepto (en

comparacion con los individuos no tratados).

Recordemos que en vez de observar realizaciones de las variables latentes, la

informacién de la que disponemos es generada con base en las siguientes ecuaciones:

_(1siy;;>0
o {y;i Si ¥3: >0 (4.49)
Y2i =0 iy <0 '

8 En gran medida, este ejemplo es tomado de Smith (2005).
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y3; St y3; >0
Vi ={ R (4.50)

0 siy; <0

Vea que establecemos que la ecuacion de seleccion genera una respuesta binaria
(participar 0 no en el tratamiento), ademas las 2 respuestas tienen una estructura
censurada en 0. En el modelo especificado hasta ahora, tenemos que el vector g =
(1, £2i,€3))T s un vector que contiene las caracteristicas no observadas de los
individuos; dicho vector es independiente de x; = (xy;, %5, x3;,)T. Se tiene que
& ~ N3(0,%), donde:

1 0-8182 0-8183 1 p£1£2 0-82 p81£3 0-83
2 2
S = | Te1e2 T&y  Tezez | = | Perer%; Og, Peye30e,0e3 (451)
2 2
0-8183 0-8283 G£3 p£1£3 0-83 p£283GSZG£3 G£3

Esta estructura de covarianzas ya ha sido explicada anteriormente. En particular
debemos recordar que el 1 de la primera entrada se establece por las razones de
identificabilidad en el modelo probit de la ecuacidon de seleccién. Permitimos que las
respuestas covarien entre si (esto es lo que se planteaba en el modelo SUR, explicado
anteriormente) y ademas covarien con la variable latente de la ecuacion de seleccion (ya
habiamos mencionado desde el segundo capitulo que caracteristicas no observadas que
condicionan la participacion en cierto tratamiento pueden condicionar las respuestas

estudiadas).

Con base en lo anterior, notamos que para cada individuo i existen dos escenarios
posibles. En primera instancia, si el individuo decidié tomar el tratamiento, entonces la

informacién que obtenemos de él se resume en:

yii=1
Vii = X1iP1 + &g (4.52)
Vai = V2t X2if2 + & (4.53)

V3i = V3t X383 + &3 (4.54)
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Por otra parte, si el individuo decidié no tomar el tratamiento, entonces tenemaos:

Y1 =0
yii = X1iPy + & (4.55)
Yai = X2iP2 + & (4.56)
V3i = X3iP3 + €3 (4.57)

Como se ha mencionado, esta sencilla modelacion abarca una cantidad importante
de contextos en los que la autoseleccion es un problema importante. Pensemos, por
ejemplo, que se desea evaluar el impacto de un programa gratuito (y de participacion
voluntaria) orientado a mejorar la salud fisica y mental de las personas en cierta poblacién
(por ejemplo pacientes de un hospital). La ecuacion de seleccién por supuesto modela la
decision de ingresar o no al programa. Las variables y,; y ys; pueden ser, por ejemplo,

horas dedicadas al ejercicio fisico y horas dedicadas a la lectura, respectivamente.”

Para comprender exhaustivamente como se implementard el algoritmo MCEM,

comenzaremos por escribir la verosimilitud de los datos completos:

* * * 1 iz_1 i
L0, 21x) = I1i f 010 v20 ¥30) = i | Grorapere 4P (— Z > & )] (4.58)
0 = (B1,Y2,B2,v3,P3) (4.59)
&1i yii — X1ib1
g =\ €| = y2i — V2Y1i — X2iP2 (4.60)
€3i V3i — V3Y1i + X3iP3

Una observacion importante es que, en realidad, los datos observados y los no

observados son y; y y;’, respectivamente. Sin embargo, podemos resumir que la densidad

™ En la estructura que simularemos tendremos distintas covariables para la ecuacién de seleccion y las
respuestas, ademas presumimos que el impacto de las covariables en las respuestas no depende de la
decision de tomar o no el tratamiento. La modelacion podria incluir estos componentes y el algoritmo MCEM
también resulta una buena herramienta en dichos escenarios. Escogimos un escenario mas sencillo y simple
porque permitira ilustrar mejor los conceptos presentes en la modelacion y estimacion, y pese a ser un
ejemplo sintético, ya hemos explicado como puede ajustarse a escenarios donde se desea modelar la
autoseleccion.
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de los datos completos es en realidad la densidad de y;, ya que dicho vector determina
totalmente a y;. Tomando el logaritmo de la expresion en (4.58) tenemos que la log-

verosimilitud de los datos completos es:

100, 2Ix) = = In(2m) — S In|Z| — 2% tr(Z " ie) (4.61)

En el paso E debemos hallar la esperanza de [°(6, Z|x) condicional en los datos
observados y asumiendo que los parametros que determinan la distribucién de los
componentes aleatorios son los encontrados como éptimos en la mas reciente iteracion.

Asi, en la iteracion m + 1, durante el paso E, debemos hallar:

E[1¢(0, 5116, 5, ;| = —Zin(2m) - Sinlz] - S er (371 5 [erg10™, 5, 1))
(4.62)

De este modo, podemos identificar que el paso E se completa cuando hallamos,

para cada individuo i, las cantidades:

Qi (9|9(m)’z(m)’yi) —E [Sifi'l@(m)'z(m)'yi] -

* * T
Y1i — X1iP1 y1ii — X1iB1

Ell v2i — v2y1i — X2 V3i = VaYii — XaiB2 | 16,5 .| =
V3i — Y31 + X33 V3i — V3Y1i + X33

“3(1?) — X1ib1 M;rﬂ) - X1ib1

i
O_iZ(m) n “;Z) — Yo V1i — XaiBs Mj(g) —VoV1i — X2i52 (4.63)

(m

#3(,2) —V3yu + X3iB3 ) \K, ) — Vayui + Xaibs

*
3i

Para la expresion anterior, definimos:
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o2 g g
Yii Y1iY2i  Y1iV3i
(m) 2(m) (m)
2(m m O x % * O x %
0t ™ = Cov (i y3 yul0 ™, 5™, y,) = | Mok Y i | (4.64
S gm 20m)
Y1i¥3i  Y2i¥3i  Vsi

( *

My E 1,16, 5, 3]

W | = | E[ylom, =™,y (4.65)
(m) *

Hys E [y3:100,5, ,]

Por la estructura censurada y la dependencia entre las entradas del vector y;
puede resultar muy dificil calcular los momentos representados en (4.64) y (4.65).” Por
esta situaciéon, proponemos el muestreador de Gibbs como una alternativa para hallar las
cantidades Q;'s. Enseguida veremos que las condicionales totales provienen de la

densidad normal univariada (censurada segun la informacion en y;).

Con base en (4.46) y (4.51), conviene recordar que respecto de la distribucién (no

condicional) de las variables latentes en la iteracibn m+1 se tiene que

y 0™ ~N (,ufm), Z(m)), donde:

X1i,31(m)
Mfm) = Yz(m)Yu' + Xziﬁz(m) (4.66)
Yg,(m)}’u + X3iﬁ§m)

U S
)
s — | o, oY ol (4.67)
(m) (m) (m)
0'8 1€3 G's 2€3 G's 3

Para implementar el muestreador de Gibbs como opcion para simular de
vy, 6, (™ debemos calcular las condicionales totales. Primero consideremos las

densidades condicionales totales a partir del vector y; |9, (™ En vista de gue el vector

completo sigue una distribucién normal multivariada, es bien sabido que la distribucion

> Observe gue en la notacién, hemos obviado el hecho de que MJ(,T) y a;m; representan momentos de las
ji riYsi

variables latentes, condicionales en las variables observadas.
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que la j-ésima entrada del vector y; condicional en en las otras entradas de y; (otras 2

entradas en este ejemplo) seguira una distribucion normal univariada, de modo que

520m)
Vijic-n~NWoy 0j1y) donde:™

(m) ER m)Y\ _
:u]l“( ]) (y]llyl|—])9(m)!z )_

= ﬁﬁj(m) + cov (y]?‘i|yi*|_]-, Z(m)) [cov (yi*|_]-|2(m))]_1 i|-j )/_(m) i|—jﬁ£r;1))
(4.68)

2 %
0} = var (y,-ily”_,-, o, z(m)) =

_i Z(m)) [Cov (yi*|_j|Z(m))]_1 cov(yjiyii-» Z(m))'
(4.69)

Z(m)) — cov (y]’-"i

=var(yﬁ

Para simular de yi*|9(m), > mediante el muestreador de Gibbs, en la iteraciéon k

del algoritmo, procedemos de la siguiente forma:

1. Simulamos z; de la densidad normal univariada que caracteriza

yily;* Dy =Dy establecemos y; ® = z,.

2. Simulamos z, de la densidad normal univariada que caracteriza

y3ly;® y3%=D y establecemos y;® = z,.
3. Simulamos z3; de la densidad normal univariada que caracteriza

Y31y, y3® y establecemos y;® = z,.

No estamos interesados en simular de la distribucidon incondicional de

y; 16, (™). de hecho si éste fuera el caso, podriamos utilizar métodos ad hoc para

simular de la distribucién normal multivariada. En cambio, deseamos simular de la

distribucion condicional yi*|yl-,9(m),2(m). Note que las variables observadas pueden

® Hemos utilizado notacion clasica en la literatura referente al muestreador de Gibbs. Si a es un vector
aleatorio de k entradas, entonces al escribir a;_;, nos referimos a la variable aleatoria en la entrada i

condicional en el resto de las (k — 1) variables aleatorias en el vector a.
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indicar: i) la forma en la que estara censurada la distribucion de la variable latente ¢ ii) el

valor realizado de la variable latente.

Los pasos 1, 2 y 3 para el muestreador de Gibbs cambian de la siguiente forma

(respecto a los propuestos para simular de la distribucion no condicional de y;|8™):

1. Consideraremos (a) si y;; = 0y (b) siy;; = 1.

a. Simulamos z; de la densidad normal univariada que caracteriza
yily;*D =Dy i 2 <0, establecemos y;® =z, Si z >0
simulamos de nuevo, hasta obtener un valor de z; adecuado.

b. Simulamos z; de la densidad normal univariada que caracteriza
yily;®D =Dy iz, >0, establecemos y;® =z, Si z, <0
simulamos de nuevo, hasta obtener un valor de z; adecuado.

2. Consideraremos (a) si y,; = 0y (b) si y,; > 0.

a. Simulamos z, de la densidad normal univariada que caracteriza
Y31y ys Dy si 7, <0, establecemos y;® = z,. Si z,>0
simulamos de nuevo, hasta obtener un valor de z, adecuado.

b. Establecemos y;® = y,..

3. Consideraremos (a) si y;; =0y (b) siy;; > 0.

a. Simulamos z; de la densidad normal univariada que caracteriza
Y3y ys® y sioz; <0, establecemos y;® =z, Si z3>0
simulamos de nuevo, hasta obtener un valor de z; adecuado.

b. Establecemos y;® = y,;.

Observe que en los casos en los que la simulacién es requerida, se propone
utilizar el método de rechazo para obtener observaciones de las densidades normales
truncadas correspondientes. Este método puede resultar muy ineficiente, y de hecho
nosotros utilizamos en esta tesis la paqueteria truncnorm, como en ejemplos anteriores.
Si escogimos escribir el algoritmo utilizando el método de rechazo es porque
consideramos que revela con mayor claridad las ideas subyacentes del muestreo Gibbs

para este ejemplo.
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Para concluir el paso E, debemos reemplazar los momentos en (4.63) por los
momentos muestrales obtenidos a partir de la simulacion de y;|y;, 8™, Al hacer
esto, el problema de estimacion del paso M se simplifica al grado de que la funcién a
optimizar es casi idéntica a la log-verosimilitud asociada al problema de regresion normal

multivariada.”” La funcion objetivo a maximizar queda:

T
[ =—Zin(2m) - S|z - St (2-1 5 [af(m) + (1™ = x0) (1™ - x6) D (4.70)

En la expresion anterior, y;*(m) yaiz(m) son las cantidades aproximadas en el paso

E. Observamos que, respecto de 6, maximizar la funcion 1 equivale a minimizar®

AO) = tr (2-1 Y, [(u;f("‘) - x0) (4™ - XH)T]) =3, [(y;(’") - XB)T =7 (™ - Xe)] >

> 0. (4.71)

Asi, se evidencia que los estimadores de 6 pueden obtenerse (teniendo los datos
completos) como estimadores de Minimos Cuadrados Generalizados. El lector podra
recordar los estimadores FGLS, en este caso para hacer los estimadores “factibles”,

supondremos que 2! = (=)™, En el paso m + 1, el estimador para 8 queda:
-1

En una segunda etapa, incorporamos esta informacion a la funcién log-

verosimilitud, y tenemos que el problema consiste ahora en optimizar:

B(X) = —>n|z| - Jtr (271 0) (4.74)

T
H= Y, [GiZ(m) + (u;ﬂ(m) _ XG(m+1)) (u;ﬂ(m) _ Xe(m+1)) ] (4.75)

" El lector podra recordar que algo similar ocurria con el ejemplo de analisis de factores.
"8 Este es el tnico término que depende de 6.
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Este problema, nuevamente similar al de maxima verosimilitud en el contexto de

modelos SUR. Tenemos que al minimizar respecto de £, se obtiene:

T+ = 2 (4.76)

Con esto hemos completado el paso M. Repetimos el algoritmo hasta
convergencia. En este caso, como se explicO anteriormente, conviene evaluar la
convergencia de la verosimilitud, ademas de observar la convergencia de los estimadores
per se, siendo en ambos casos conscientes de la aleatoriedad que puede generarse por
la simulacion del paso E.

En el ejemplo que estamos desarrollando, escogimos que todos los coeficientes
fueran 1 (exceptuando el intercepto en la ecuacién de seleccion, fijado igual a .5). De este

modo, las ecuaciones que caracterizan al modelo son:

yii =5+ x+ &y
Vai = V1t 1+ x5 + &

V3i =Yt 1+x3+ e

Vea que en la notacion inicial, donde x;; podia representar vectores, tendriamos
que los parametros del modelo son B; = (Bo1, B11)T = (.5,1), B, = (Boz,B12)T = (1,1), B3 =

(Bos,B13)T = (1,1) y finalmente, y, = y; = 1. Para las variables x;; hemos simulado de

distribuciones normales estandar independientes. Recuerde que los datos que podremos
observar se originan con base en 4.48-4.50. Finalmente, hemos considerado la siguiente

estructura de covarianzas:
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Para el algoritmo MCEM usamos, respecto de la maximizacion, una matriz
identidad como valor inicial de X. Todos los 8 pardmetros en 6 se inician en 0. Respecto al
muestreador de Gibbs, consideramos un periodo de quemado de 700 iteraciones y a partir
de ahi muestreamos cada 10 vectores simulados. No observamos problemas de
correlacion. Para ilustrar estos 2 aspectos, estudiaremos la simulacién correspondiente al

primer individuo de la estructura simulada. Resulta ser que para éste, tenemos:

V11 0
V1 =14Y21 = 0
V31 2.493

Los valores iniciales de y; se fijan como los valores de y;. Simularemos entonces
la distribucién de y; condicional en los datos observados anteriormente, tomamos la
matriz identidad como valor inicial de ¥ mientras que todos los coeficientes en 6 son 0.”
Ahora, para ver la convergencia veremos cOmo se estabiliza el valor de y;,, utilizando

herramientas graficas que hemos estudiado antes.

Primero mostramos el comportamiento de los promedios de la variable en
cuestion. Esperamos determinar cuantas iteraciones deben transcurrir para cerciorarnos

de que la cadena de Markov simulada ha convergido a su distribucién asintética.

" En realidad estos valores no son determinantes para la velocidad de convergencia, por ello en las demas
iteraciones (respecto al paso M) aunque los valores de 6 sean no nulos, no hay cambios significativos en
cuanto a la velocidad de convergencia. La sensibilidad de dicha velocidad es respecto a la estructura que se
imponga en los datos observados; esto es ldgico en tanto que si observamos ambas respuestas so6lo habra
gue simular de la ecuacioén de seleccion.
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Promedio muestral observado
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Enseguida, observaremos la funcién de autocorrelacién estimada. Hemos visto

antes que si, como en este caso, requerimos de una muestra iid (en esta ocasion para

estimar momentos) entonces debemos cerciorarnos de que

muestreadas no covarien de forma importante.
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Para finalizar, colocamos la evolucion del algoritmo a través de verificar el
comportamiento de los estimadores, con el fin de estudiar la convergencia. Con el fin de
ilustrar este punto, colocamos el comportamiento de B,y B3, que son los efectos
estimados de las covariables sobre las respuestas (recuerde que el valor real de los
parametros es igual a 1). Puede observarse que los estimadores llegan a una zona (que

presuntamente contiene al maximo) y se estabilizan parcialmente alrededor de ella.

Verificacion de la convergencia de las estimaciones Verificacion de la convergencia de las estimaciones

095
1

1.10

Valor estimado para el parametro
Valor estimado para el parametro

El algoritmo es exitoso en cuanto a que se consiguen hallar los parametros con
buen grado de aproximacion, pero resulta ineficiente (las iteraciones del algoritmo MCEM
son lentas), con especial demora en el paso E del algoritmo. De cualquier manera,
algunas comparaciones mencionadas en la literatura® indican que esta opcién de
estimacion resulta una buena alternativa ante el problema de integracion numérica alto
dimensional que implicaria atacar la verosimilitud directamente, y resulta mucho mas

ineficiente (en términos de tiempo de cémputo).

Con esto, hemos resuelto el problema de modelacion y estimacion para contextos
donde la autoseleccién desea ser tratada. Cabe resaltar que el cédigo implementado
hasta el momento, puede ser mejorado en distintas direcciones y el tiempo de cémputo
puede reducirse considerablemente, esto se planea hacer en el futuro. Sin embargo, la

idea de este capitulo era ilustrar en buena medida el algoritmo MCEM, asi como su

80 Especialmente en Smith (2005)
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implementacién en el ejemplo concreto de modelos de autoseleccién. Si el lector esta
interesado en emplear el algoritmo y profundizar en temas como la convergencia del
mismo o la obtencion de errores estandar, las referencias mencionadas en este trabajo

pueden resultarle de gran utilidad.
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V. CONCLUSIONES Y CONSIDERACIONES FINALES

En este trabajo de investigacion hemos expuesto como aspecto seminal el problema de
autoseleccion. Comenzamos desarrollando la conceptualizacion del problema, mediante
ejemplos y explicacion de contextos (sobre todo econdmicos) donde ignorar la
autoseleccion es algo que condiciona que las conclusiones de la inferencia estadistica
puedan ser erradas.

Como alternativa para la modelacion de dicho problema se introdujeron las
variables latentes. En particular, hemos estudiado como establecer estructuras donde
intervienen variables latentes y variables observadas. Se explor6 el alcance y utilidad de
este tipo de modelacion y se mostrd, en particular, que es util para resolver escenarios
donde la autoseleccién esté presente.

Este trabajo refiere distintas fuentes donde se puede consultar como proceder
para emplear métodos usuales® con el fin de estimar los modelos més tradicionales que
incorporan variables latentes. En particular estudiamos un escenario® no estandar que
incorpora utilidades latentes y el problema de autoseleccion. Discutimos el potencial de
dicho modelo en contextos de autoseleccién y propusimos como alternativa para su
estimacién el algoritmo MCEM. La parte estocastica en dicho algoritmo se implement6
mediante el muestreador de Gibbs. Los conceptos, aplicaciones y referencias sobre el
algoritmo se detallaron en el capitulo IV de este trabajo.

En esta investigacion, hemos cumplido basicamente con 2 objetivos principales:

i) Estudiar, exponer e ilustrar el problema de autoseleccion.
ii) Proponer y estudiar alternativas de modelacién y estimacion para atacar dicho
problema.

En el transcurso del texto se estudian grosso modo, diversos temas relacionados con los
puntos i) y ii) recientemente mencionados. Cuando es necesario, se orienta al lector sobre
posibles fuentes de consulta para profundizar en dichos temas, sin perder de vista que los
objetivos principales se concentran en el problema de autoseleccion. Este trabajo resulta
adecuado para contextualizarse en el problema mencionado y conocer herramientas Utiles

para abordarlo, si bien no se limitan a ello.

81 . . . ;. . .
Pueden estudiarse, por ejemplo, la construcciéon tedrica de los modelos o bien las alternativas

(especialmente paqueterias del software R) para realizar la estimacion.
8 Ampliamente documentado en la parte final de los capitulos lll y IV.
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El trabajo tiene un caracter de introductorio, en el sentido de que no se pretende
enfocar el problema desde todas las perspectivas, ni darle solucion en profundidad; este
trabajo méas bien se introduce en el problema desde una visién inclinada a la econometria,
y explora una solucion que conlleva el uso de métodos computacionalmente intensivos.

Existen aspectos que en la practica deben considerarse al modelar y hacer
inferencia. Entre ellos el lector podra notar que, hemos tratado siempre modelos lineales,
si bien las generalizaciones a modelos no lineales siguen el mismo camino que en toda la
teoria de Minimos Cuadrados y/o Maxima Verosimilitud, es importante conocer las
técnicas y la literatura que se enfoca en estos modelos. Otros aspectos son las
estructuras de heterocedasticidad y/o autocorrelacion que pueden incorporarse en la
estimaciéon de los modelos propuestos. Tampoco se profundiz6 en el aspecto de la
obtencion de errores estandar con la implementacién del algoritmo MCEM, lo que sin
duda resulta indispensable para poder hacer inferencia en contextos reales. Las
referencias mencionadas a lo largo del texto dan cauce en buena medida a la solucion o
incorporacién de las cuestiones antes descritas, sin embargo existen también problemas
abiertos a la discusion académica y sobre los que todavia no existe consenso.

Como trabajo futuro y producto de la continuacién de esta investigacion, se podria
pensar en el perfeccionamiento del algoritmo propuesto al final de la seccion IV, ademas
de una supervisién exhaustiva de la implementacion en el software R. Consideramos que
esfuerzos en ese sentido resultarian valiosos para dar acceso facil para la estimacion de
los modelos enmarcados en esta tesis. En particular, el cédigo implementado (y que
estard en constante mejoria y extension) en este trabajo para el contexto de seleccion

esté disponible solicitandolo a osantiago@cimat.mx.
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