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por sus valiosas observaciones, preguntas y sugerencias.

A mis profesores, por el gran esfuerzo que realizan para ofrecer cursos de calidad, y por
preocuparse por la formación integral de sus alumnos.

A los Drs. Victor Rivero Mercado, Daniel Hernández Hernández, Victor Manuel Pérez-
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Introducción

La teoŕıa del cálculo de Malliavin, también conocido como cálculo estocástico de varia-
ciones, consiste en la aplicación de técnicas de cálculo diferencial en el espacio de Wiener.
Esta teoŕıa fue introducida en 1976 por Paul Malliavin con el objetivo de establecer condi-
ciones que aseguraran la suavidad de las densidades de soluciones a ecuaciones diferenciales
estocásticas. Dichas condiciones1 se establecieron mediante el uso de operadores diferen-
ciables y técnicas de integración por partes en espacios de dimensión infinita (para mayores
referencias ver [14]). Durante el desarrollo de dicho trabajo se introdujo el operador de
derivada para variables aleatorias en el espacio de Wiener, cuya definición se asemeja en
ciertos aspectos a la derivada de Frechét. Posteriormente esta teoŕıa fue enriquecida con el
trabajo de Stroock, Bismut y Watanabe (para mayores referencias ver [10], [11], [12] y [6]).

Entre las subsecuentes contribuciones al desarrollo del cálculo de Malliavin resaltan
dos aplicaciones al área de finanzas, realizadas por Ocone en 1989 y por Fournié en 1999.
Ocone dio una interpretación de la fórmula de Clark en términos de la derivada de Mallia-
vin; dicho resultado se conoce actualmente como fórmula de Clark-Ocone y se utiliza en la
replicación de portafolios financieros. Posteriormente, Fournié utilizó la fórmula de inte-
gración por partes para desarrollar un método numérico computacionalmente económico
para el cálculo de los parámetros de sensibilidad de derivados financieros.

Otra importante aplicación del cálculo de Malliavin consiste en el uso del operador
divergencia (definido como el adjunto del operador de derivada y conocido también con
el nombre de integral de Skorohod) como una generalización de la integral estocástica.
Esta interpretación facilita el estudio de integrales respecto a procesos anticipantes (para
mayores referencias ver [8] y [32]) y respecto al movimiento Browniano Fraccionario (ma-
yores referencias ver [3]).

El presente trabajo se enfoca en el estudio de los conceptos básicos de la teoŕıa del
cálculo de Malliavin y en el desarrollo de resultados distribucionales asintóticos para su-
cesiones de integrales de Skorohod múltiples. Adicionalmente se mencionarán algunas
aplicaciones de dichos resultados para el movimiento Browniano fraccionario.

1Dicha condición lleva el nombre de “condición de Hörmander” y se conoćıa antes del trabajo de
Malliavin, sin embargo, las herramientas que se utilizaban en ese tiempo eran muy distintas a las que el
desarrolló.

i



El trabajo consta de dos caṕıtulos y un apéndice. El primero es de carácter introduc-
torio, y se divide en tres secciones. La primera de ellas se dedica al estudio de los procesos
gaussianos isonormales y a la descomposición en caos de variables aleatorias cuadrado
integrables. En el caso particular en que el proceso gaussiano isonormal subyacente es
un ruido blanco, se demostrará que los términos de la descomposición en caos pueden
expresarse de manera sencilla en términos de integrales de Itô múltiples.

En la segunda y tercera sección se definirán los operadores de derivada y divergencia,
se describirán sus dominios y se estudiará el comportamiento que tienen en términos de
la descomposición en caos. Veremos que en el caso del ruido blanco, la descomposición
en caos y los operadores de derivada y divergencia guardan una relación similar a la que
tienen las series de potencias con los operadores de derivada y antiderivada para funciones
reales. Adicionalmente se estudiará el comportamiento de dichos operadores cuando se les
aplica un condicionamiento respecto a cierta clase de σ-algebras. Esto nos permitirá mos-
trar que la integral de Skorohod coincide con la integral de Itô, en caso de que esta exista.

El segundo caṕıtulo se dedica al estudio de las leyes ĺımite de sucesiones de integrales
de Skorohod y se divide a su vez en dos secciones. En la primera se estudiará el teorema
del ĺımite central para integrales de Skorohod múltiples, el cual establece condiciones pa-
ra la convergencia en ley de integrales de Skorohod múltiples a una mezcla de variables
aleatorias gaussianas. Como aplicaciones inmediatas de dicho resultado se encuentran la
descripción de un nuevo criterio para la convergencia en ley de integrales de Itô múltiples
y la convergencia de funcionales cuadráticos del movimiento Browniano. En la segunda
sección se presentaran algunas aplicaciones al movimiento Browniano fraccionario, en par-
ticular se describirá el comportamiento asintótico de las p-variaciones de Hermite de dicho
proceso (para mayores referencias ver [17] y [19]). El material que se presentará en este
caṕıtulo está principalmente basado en [18].

En el apéndice se presentan algunos resultados de análisis funcional y productos tenso-
riales, necesarios para el desarrollo del trabajo. El material referente al análisis funcional
puede consultarse en 1001[30] mientras que el material de tensoriales puede consultarse
en 1001[29].
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Caṕıtulo 1

Elementos de la teoŕıa del cálculo de
Malliavin

En este caṕıtulo introduciremos algunos de los conceptos y resultados básicos de la
teoŕıa del cálculo de Malliavin. Se hará énfasis principalmente en la descomposición en
caos de variables aleatorias cuadrado integrables, y posteriormente, en las propiedades del
operador de derivada de Malliavin y su operador adjunto, conocido también como integral
de Skorohod.

1.1. Descomposición en caos

En esta sección se mostrará el teorema de descomposición en caos. A groso modo, dicho
teorema afirma que las variables aleatorias medibles respecto a un movimiento browniano
se pueden descomponer como suma de variables aleatorias más “sencillas”. No obstante,
esta descomposición se puede generalizar a variables aleatorias medibles respecto a una
clase más rica de procesos conocidos como procesos gaussianos isonormales. Este tipo de
procesos incluyen al movimiento Browniano, a las medidas aleatorias gaussianas y al movi-
miento browniano fraccionario. Por ello, en lo sucesivo se trabajará en el contexto general
de dichos procesos, aunque para ganar intuición es bueno pensar en el caso particular del
movimiento browniano.

Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y H un espacio de Hilbert separable con
producto interno 〈·, ·〉H y norma inducida || · ||H .

Definición 1. Un proceso estocástico {W (h)}h∈H , es un proceso gaussiano isonormal si
satisface las siguientes propiedades

1. Para cualesquiera λ1, ..., λn ∈ R y h1, ..., hn ∈ H la variable λ1W (h1)+· · ·+λnW (hn)
tiene distribución normal.

2. Las variables W (h) son centradas y su función de covarianza está dada por

E[W (h1)W (h2)] = 〈h1, h2〉H .

1



Descomposición en caos

Con el fin de familiarizarse con los conceptos y resultados que en lo sucesivo se pre-
sentarán para espacios de Hilbert H arbitrarios (por ejemplo la definición de proceso
gaussiano isonormal), es de gran utilidad tener siempre presente el caso H = L1([0, 1],dt),
donde dt es la medida de Lebesgue. De esta manera, la teoŕıa resultante cobra un en-
foque de cálculo estocástico, y consecuentemente, es hasta cierto punto más intuitiva.
Por ejemplo, un proceso W con las caracteŕısticas enunciadas previamente, puede obte-
nerse simplemente al integrar funciones deterministas respecto al movimiento browniano
estándar (ver ejemplo 1).

Cabe mencionar que para fines del presente escrito no se está interesado en estudiar
propiemente a los procesos gaussianos isonormales. Más bien se pretende estudiar a los
funcionales de dicho proceso con ayuda de la estructura hilbertiana que tiene su función
de covarianzas.

Note que la aplicación h 7→ W (h) es lineal casi seguramente, ya que

E[(W (λh1 + h2)− λW (h1)−W (h2))2]

= E[W (λh1 + h2)2 + λ2W (h1)2 +W (h2)2+

2(−λW (λh1 + h2)W (h1)−W (h2)W (λh1 + h2) + λW (h1)W (h2))]

= ||λh1 + h2||2H + λ2||h1||2H + ||h2||2H+

2(−λ 〈λh1 + h2, h1〉H − 〈h2, λh1 + h2〉H + λ 〈h1, h2〉H)

= λ2||h1||2H + ||h2||2H + 2 〈λh1, h2〉H + λ2||h1||2H + ||h2||2H+

2(−λ2||h1||2H − λ 〈h2, h1〉H − λ 〈h2, h1〉H − ||h2||2H + λ 〈h1, h2〉H) = 0.

Es posible mostrar mediante el teorema de consistencia de Kolmogorov, que dado cualquier
espacio de Hilbert separable H existe un proceso gaussiano isonormal indexado por H.
Para verificar la condición de consistencia basta definir, para toda colección finita de
elementos h1, ..., hn ∈ H, la familia de medidas de probabilidad dadas por la densidad

fh1,...,hn(x1, ..., xn) :=
1

(2π)
n
2

√
det(Σ)

exp

{
−1

2
(x1, ..., xn)TΣ−1(x1, ..., xn)

}
,

con Σi,j = 〈hi, hj〉H . Es decir,

µh1,...,hn(dx1, ..., dxn) := fh1,...,hn(x1, ..., xn)dx1 · · · dxn.

Debido a que la función de distribución normal multivariada está completamente determi-
nada por su matriz de covarianzas, para verificar que la familia de medidas de probabilidad
µh1,...,hn es consistente, es suficiente mostrar lo siguiente:

Si h1, ..., hn, v1, ..., vn+m ∈ H son tales que hj = vij , para ciertos subindices i1, ..., ij ≤
n + m, entonces las matrices de covarianzas Σ1 y Σ2, asociadas a las medidas de proba-
bilidad µh1 , ..., µhn y µv1 , ..., µvn+m respectivamente, satisfacen la relación

Σ1
j,k = Σ2

ij ,ik
.
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Elementos de la teoŕıa del cálculo de Malliavin

Esto se sigue del hecho de que Σ1
k,j = 〈hk, hj〉H =

〈
vik , vij

〉
H

= Σ2
ik,ij

.

A continuación se presentan algunos ejemplos estándar de procesos gaussianos isonor-
males

Ejemplo 1 (Movimiento browniano estándar). Para T > 0 fijo considere el espa-
cio medible ([0, T ],B([0, T ]), dt), donde dt denota la medida de Lebesgue. Sea H el espa-
cio de Hilbert definido por H := L2([0, T ], dt), con producto interno dado por 〈f, g〉 =∫ T

0
f(t)g(t)dt. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, y {Bt}t≥0 un movimiento brow-

niano real definido en (Ω,F ,P). Entonces el proceso

W (f) =

∫ T

0

f(t)dWt f ∈ H,

define un proceso gaussiano isonormal en H.

Ejemplo 2 (Ruido blanco basado en µ). Dado un espacio medible (T,G, µ), donde µ es
una medida σ-finita sin átomos, defina el espacio de Hilbert H como H := L2(T,B(T), µ)
con el producto interno usual. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y sea B : Ω×G → R
una medida aleatoria Gaussiana en T. Esto quiere decir que W ′ : Ω × G → R cumple
que para todo A ∈ T, la variable aleatoria W ′(·, A) tiene distribución normal de media
cero y varianza µ(A), y es tal que para cualquier colección de conjuntos ajenos a pares
{Bn}n∈N ⊂ B, se tiene que

W ′

(
∞⋃
n=1

Bn

)
=
∞∑
n=1

W ′(Bn) c.s. (1.1)

Es importante notar que la condición anterior no necesariamente implica para casi todo
ω ∈ Ω la función W ′(·, ω) sea una medida signada1. Los procesos gaussianos en L2(T, µ)
quedan caracterizados por su valor en las funciones simples, y por ende, podemos constrúır
a un proceso gaussiano isonormal en H simplemente definiendo

W (1A) := B(·, A).

Este tipo de procesos gaussianos isonormales son más generales que los del ejemplo 1 y se
conocen con el nombre de ruido blanco (para referencias sobre la construcción del ruido
blanco ver [5] o [27], y para referencias sobre medidas gaussianas ver [13])

Ejemplo 3 (Movimiento Browniano fraccionario). Considere el espacio H0 de fun-
ciones reales de la forma f(x) =

∑n
k=1 1[0,tk](x)ak, donde tk ∈ R+ y ak ∈ R. Podemos

dotar a H0 con el producto interno definido por〈
1[0,t],1[0,s]

〉
H

=
1

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
.

1Para esto debeŕıa existir un conjunto Ω′ ⊂ Ω de probabilidad 1 en el cual para toda sucesión de
conjuntos ajenos {Bn}n la ecuación (1.1) fuera válida, lo cual es mucho más fuerte que pedir que para
toda sucesión de conjuntos exista un espacio de medida total en el cual (1.1) sea válida.
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Descomposición en caos

Entonces H = H0 es un espacio de Hilbert, y el mapeo

1[0,t] 7−→ Wt

puede extenderse linealmente a una función h 7→ W (h) definida para todo h ∈ H. Entonces
{W (h)}h∈H es un proceso gaussiano isonormal.

A continuación se definirá una clase de polinomios con propiedades de ortogonalidad
respecto a la medida gaussiana conocidos como polinomios de Hermite. Se enunciarán
algunas de sus propiedades, aunque no se hará mucho incapié en la naturaleza e intuición
de dichos polinomios (para ello se recomienda ver [16]). Más adelante, utilizaremos estos
objetos para demostrar el teorema de descomposición en caos.

Definición 2. Definimos al n-ésimo polinomio de Hermite, el cual denotamos por Hn,
como la función2

Hn(x) =
1

n!
(−1)ne

x2

2
dn

dxn
e−

x2

2 (1.2)

Es fácil verificar que dicha función es polinomial, y que se satisfacen las siguientes
propiedades

H ′n(x) = Hn−1(x)

(n+ 1)Hn(x) = xHn(x) +Hn−1(x)

Hn(−x) = (−1)nHn(x). (1.3)

La siguiente propiedad nos permite ortogonalizar variables aleatorias Gaussianas mediante
su evaluación en polinomios de Hermite de grado distinto, esto sin importar el grado
de dependencia que estas tengan. Esta propiedad es clave para mostrar el teorema de
descomposición en caos.

Lema 1. Sean X y Y dos variables aleatorias con media cero, varianza unitaria, y dis-
tribución conjunta normal estándar. Entonces para n,m ≥ 0 se tiene

E[Hn(X)Hm(Y )] =

{
0 si n 6= m
1
n!

(E[XY ])n si n = m

Demostración. Considere las variables aleatorias

G(s, t) = exp

{
sX − s2

2

}
exp

{
tY − t2

2

}
s, t ∈ R+. (1.4)

Note que G es infinitamente derivable respecto a las variables s y t, más aún, sus derivadas
son de la forma

∂n+m

∂sm∂tn
G(s, t) =

(
n∑
i=0

m∑
j=0

X iY jPi,j(s)

)
exp {sX} exp {tY } (1.5)

2Algunos autores definen a los polinomios de Hermite sin el término 1
n! en la ecuación (1.2).
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Elementos de la teoŕıa del cálculo de Malliavin

para ciertos polinomios Pi,j. Ya que las funciones polinomiales en las variables x y y (en
particular la función entre paréntesis tomando como argumentos X y Y en la igualdad
(1.5)) están dominadas por funciones de la forma C3 exp{C1|x|+C2|y|}, C1, C2, C3 ∈ R+,
podemos deducir de (1.5), que para s, t ∈ [0, T ] y n,m ∈ N arbitrarias existe una constante
KT ≥ 0 que depende de T tal que

∣∣∣∣ ∂n+m

∂sm∂tn
G(s, t)

∣∣∣∣ ≤ KT exp {s|X|+ t|Y |} ∈ L1(Ω),

(1.6)

Por otro lado, tomando esperanza en (1.4), obtenemos

E[G(s, t)] = exp {stE[XY ]} . (1.7)

Utilizando la igualdad (1.7), aśı como el teorema de derivación sobre la integral (el cual
es válido gracias a la condición (1.6)), podemos calcular las derivadas en ambos lados de
la ecuación (1.4), obteniendo lo siguiente

E
[
∂n+m

∂sn∂tm
exp

{
sX − s2

2

}
exp

{
tY − t2

2

}]
=

∂n+m

∂sn∂tm
E
[
exp

{
sX − s2

2

}
exp

{
tY − t2

2

}]
=

∂n+m

∂sn∂tm
exp {stE[XY ]}

= E[XY ]m
∂n

∂sn
sm exp {stE[XY ]}

= E[XY ]m
n∑
k=0

(
n
k

)(
∂k

∂sk
sm
)(

∂n−k

∂sn−k
exp {stE[XY ]}

)

= E[XY ]m
n∧m∑
k=0

(
n
k

)
m!

(m− k)!
sm−ktn−kE[XY ]n−k exp {stE[XY ]} .

(1.8)

Si evaluamos en (t, s) = (0, 0), el lado derecho de la igualdad se reduce a 1{n=m}E[XY ]n,
y por ende

E

[
∂n+m

∂sn∂tm
exp

{
sX − s2

2

}
exp

{
tY − t2

2

} ∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

]
= 1{m=n}E[XY ]n. (1.9)
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Descomposición en caos

Por otro lado,

∂n+m

∂sn∂tm
exp

{
sX − s2

2

}
exp

{
tY − t2

2

}
=

∂n+m

∂sn∂tm
exp

{
−(X − s)2

2
+

1

2
X2

}
exp

{
−(Y − t)2

2
+

1

2
Y 2

}
= exp

{
1

2
X2

}
∂n

∂sn
exp

{
−1

2
y2

} ∣∣∣∣
y=X−s

(−1)n×

exp

{
1

2
Y 2

}
∂m

∂tm
exp

{
−1

2
z2

} ∣∣∣∣
z=Y−t

(−1)m.

(1.10)

Evaluando en (s, t) = (0, 0), el lado derecho de la igualdad se reduce a Hn(X)Hm(Y ). Por
lo tanto, de las ecuaciones (1.10) y (1.9) se sigue el resultado.

Lema 2. Sea G la σ-álgebra generada por las variables W (h). Entonces las variables eW (h)

generan a L2(Ω,G,P).

Demostración. Considere el espacio cerrado W := span{eW (h) ; h ∈ H} (donde A denota
a la cerradura del conjunto A ⊂ H). Por el teorema de descomposición ortogonal (ver
Apéndice, lema 9), se tiene que L2(Ω,P) = W

⊕
W⊥, y por ende, para probar el lema

2 basta verificar que W⊥ = 0. Para ello considere una variable X ∈ L2(Ω,P) tal que
E[X exp{W (h)}] = 0 para toda h ∈ H. De aqúı se sigue, utilizando la linealidad del
mapeo h 7→ W (h), que para todo conjunto de ı́ndices t1, ..., tn ∈ R+, y para cualquier
elección de vectores h1, ..., hn ∈ H,

E

[
X exp

{
−

n∑
k=1

tkW (hk)

}]
= 0.

Note que el lado izquierdo de la igualdad es la transformada de Laplace de la medida
en Rn dada por ν(B) = E[X1B(W (h1), ...,W (hn))]3, con B ∈ B(Rn). Esto implica que
ν = 0 y por ende E[X1A] = 0 para toda A ∈ σ(W (h1, ...,W (hn))), de donde se sigue el
resultado.

A partir del resultado anterior se tiene lo siguiente: para n ∈ N fijo definimos el
subespacio Hn ⊂ L2(Ω,F , P ) como

Hn = span{Hn(W (h)) | ||h|| = 1)}, (1.11)

dicho espacio se conoce como el n-ésimo caos de Wiener. Note que las variables W (h),
con h ∈ H de norma unitaria son normales estándar, por lo que, del lema 1 se sigue que
los espacios Hn y Hm son ortogonales para n 6= m.

3Para verificar esto se puede mostrar, utilizando el método usual, que para toda función medible y
acotada g : Rn → R, se satisface la ecuación

∫
Rn g(x)ν(dx) = E[Xg(W (h1, ...,W (hn)))]

6
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Observación 1. Considere el espacio (Ω,F ,P) = (R,B(R), ν), donde ν es la medida
gaussiana estándar en R, el espacio de Hilbert H = R con el producto interno usual y el
proceso gaussiano isonormal W (x) = hx. Por el lema anterior se tiene que los polinomios
Hn(x) son ortogonales con el producto interno de L2(Ω, ν). En particular, el conjunto
H0, ..., Hn es linealmente independiente, lo cual implica que dim(span{H0, ..., Hn}) = n.
Por lo tanto, podemos conclúır que span{H0, ...., Hn} = Rn[x], donde Rn[x] denota a los
polinomios de grado menor o igual a n

Teorema 1. Sea G la σ-álgebra generada por el proceso W . Entonces el espacio L2(Ω,G,P)
puede descomponerse como suma directa de los espacios ortogonales Hn:

L2(Ω,G, P ) =
∞⊕
n=0

Hn, (1.12)

donde Hn están definidos por {Hn}n≥1.

Demostración. Sabemos que los espacios Hn son ortogonales, por lo que basta ver que
generan a L2(Ω,G, P ). Utilizando un razonamiento análogo a la prueba del lema 2, vemos
que es suficiente mostrar que si X ∈ L2(Ω,P) es una variable aleatoria tal que X ⊥ Hn

para todo n, entonces X = 0 c.s. Para ello tomamos X ∈ L2(Ω) tal que

E[XHn(W (h))] = 0

para todo h ∈ H. Por la observación 1, los polinomios de grado menor o igual a n pueden
escribirse como combinación lineal de polinomios de Hermite de grado menor o igual a n,
consecuentemente, existen constantes c1, ..., cn ∈ R tales que, para t ∈ R+ arbitrario

E[XW (h)k] =
k∑
j=1

cjE[Hj(W (hj))],

y por ende, a partir de la condición E[XHn(W (h))] = 0, se puede deducir que

E[X
n∑
k=0

1

k!
(tW (h))k] = 0.

Finalmente, por el teorema de convergencia dominada4 se concluye que

E[X exp{tW (h)}] = 0,

y del lema 2 se sigue que X = 0.

En lo sucesivo denotaremos por Jn : L2(Ω,G,P)→ Hn a la proyección sobre el n-ésimo
caos de Wiener. A partir del lema 1 se puede concluir lo siguiente

4La sucesión
∑n
k=0

1
k! (W (h))k está dominada por exp{|W (h)|} ∈ L1(Ω)
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Descomposición en caos

Corolario 1. Sea P0
n el espacio de variables p(W (h1), ...,W (hk)), donde p es un polinomio

real de grado n sobre k variables y sea Pn := P0
n (donde, A denota la cerradura del

subconjunto A ⊂ H), entonces

n⊕
k=0

Hn = Pn. (1.13)

Demostración. La inclusión
⊕n

k=0Hn ⊂ Pn es directa. Para verificar la inclusión rećıproca
note que, por el teorema 1, toda variable X ∈ Pn tiene la forma

X =
∞∑
k=0

Xk,

con Xk ∈ Hk y por ende, puede ser expresada en la forma X = YX + ZX , con YX ∈⊕n
k=0Hk y ZX ∈

⊕∞
k=n+1Hk. Basta mostrar entonces que ZX = 0 para todo X ∈ Pn,

o equivalentemente, que Hm ⊥ Pn para todo m > n. Para mostrar esto considere un
polinomio p, de k variables, orden n, y de la forma

p(x1, ..., xk) =
n∑

i1,...,ik=0

ai1,...,ikx
αi1
1 · · ·x

αik
k ,

y sea Y ∈ Pn de la forma

Y = p(W (h1), ...,W (hk)), (1.14)

para ciertos hk ∈ H. Queremos ver que para h ∈ H con ||h|| = 1 arbitrario, se tiene
que E[Y Hm(W (h))] = 0 para m > n. Considere elementos e1, ..., ek−1 ∈ H tales que el
conjunto {e1, ..., ek−1, h} genera a span{h1, ..., , hn}, y es ortonormal (y consecuentemente
W (ei), ...,W (ek−1),W (h) son independientes). Se tiene entonces que hj =

∑k−1
i=1 cj,iei+bjh

para ciertas constantes cj,i, bj ∈ R, por lo tanto

E[Y Hm(W (h))]

=
n∑

i1,...,ik=0

ai1,...,ikE

[
Hm(W (h))

k∏
p=1

W (hp)
αip

]

=
n∑

i1,...,ik=0

ai1,...,ikE

[
Hm(W (h))

k∏
p=1

(
k−1∑
j=1

cp,jW (ej) + bpW (h)

)αip
]

=
n∑

i1,...,ik=0

ai1,...,ikE

[
Hm(W (h))

k∏
p=1

αip∑
l=0

(
αip
l

)(k−1∑
j=1

cp,jW (ej)

)αip−l

blpW (h)l

]
,

de donde se sigue que
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E[Y Hm(W (h))]

=
∑

0≤i1,...,ik≤n
0≤l1≤αi1···
0≤lk≤αik

ai1,...,ikE

[
Hm(W (h))

k∏
p=1

αip∑
l=0

(
αip
l

)(k−1∑
j=1

cp,jW (ej)

)αip−l

blpW (h)l

]

=
∑

0≤i1,...,ik≤n
0≤l1≤αi1···
0≤lk≤αik

ai1,...,ikE

[
k∏
p=1

αip∑
l=0

(
αip
l

)(k−1∑
j=1

cp,jW (ej)

)αip−l

blp

]
E[Hm(W (h))W (h)l].

(1.15)

Ya que los monomios xl pueden expresarse como combinación lineal de polinomios de
Hermite de grado menor a n, los términos E

[
Hm(W (h))W (h)l

]
en la ecuación anterior

pueden expresarse como combinación lineal de términos de la forma E [Hm(W (h))Hl(W (h))]
(los cuales son iguales a cero puesto que l ≤ n < m), y por ende E

[
Hm(W (h))W (h)l

]
= 0.

Esto muestra que E[Y Hm(W (h))] = 0 para toda Y de la forma (1.14). El resultado se
deduce para Y ∈ Pn arbitraria mediante un argumento de aproximación.

Resulta natural preguntarnos de que manera podemos calcular los términos que com-
ponen al caos de una variable aleatoria. Esto puede responderse de manera relativamente
sencilla utilizando una base del espacio de Hilbert H. Suponga que H es un espacio de
dimensión infinita con base ortonormal {ei}i∈N. Denotaremos por Λ al conjunto de suce-
siones {ak}∞k=1 ⊂ N tales que ak = 0 salvo en un número finito de ı́ndices, utilizaremos la
notación a! =

∏∞
k=1(ak!) y |a| =

∑n
k=1 ak. Para a ∈ Λ definimos el polinomio de Hermite

generalizado Ha por

RN Ha−→ R
x 7−→

∏∞
k=1 Hak(xk)

y las variables

Φa =
∞∏
k=1

Hak(W (ek)). (1.16)

Note que W (ek) y W (ej) son variables normales estándar independientes para j 6= k por
lo que del lema 1 se sigue que, para a, b ∈ Λ arbitrarios de la forma a = (ak; k ≥ 1),
b = (bk; k ≥ 1), se tiene que

E [ΦaΦb] = E

[
∞∏
k=1

Hak(W (ek))Hbk(W (ek))

]

=
∞∏
k=1

E [Hak(W (ek))Hbk(W (ek))]

=

{
1
a!

si a = b
0 si a 6= b

. (1.17)
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Proposición 1. Considere las variables {Φa}a∈Λ, donde Φa está definida por (1.16). Para
n ≥ 1, las variables aleatorias

{Φa, |a| = n}

forman un sistema ortonormal completo de Hn.

Demostración. Primeramente verificaremos que Pn = span{Φa | a ∈ Λ, |a| ≤ n}, para
lo cual procedemos de la siguiente manera: comenzaremos mostrando la inclusión

Pn ⊂ span{Φa | a ∈ Λ, |a| ≤ n}.

considere la variable aleatoria

Pn = pn(W (h1), ...,W (hk)) ∈ Pn, (1.18)

donde pn es un polinomio de grado n en k variables con h1, ..., hk ∈ span{W (e1), ...,W (eN)},
para cierto N ∈ N. Expresando los términos W (hk) como combinación lineal de térmi-
nos de la forma W (ej), y sustituyendo dichas expresiones en la ecuación (1.18), se puede
deducir que

Pn = qn(W (e1), ...,W (eN))

=
n∑

i1,...,iN=0

ai1,...,iN (W (e1))αi1 · · · (W (eN))αiN (1.19)

para cierto polinomio qn de grado n en N variables. Ya que los términos (W (e1))αik en la
igualdad (1.19) pueden expresarse como combinación lineal de polinomios de Hermite de
grado menor o igual a αik , se puede concluir que las variables (W (e1))αi1 · · · (W (eN))αiN ,
y consecuentemente la variable Pn, pertenecen a span{Φa | a ∈ Λ, |a| ≤ n}, lo cual
demuestra la afirmación para el caso en que Pn tiene la forma (1.18).

Para mostrar que Pn ∈ span{Φa | a ∈ Λ, |a| ≤ n} para Pn ∈ Pn arbitraria (es decir,
sin suponer que los elementos h1, ..., hn ∈ span{e1, ..., eN} para cierta N ∈ N), el resultado

se sigue de aproximar a Pn con una sucesión {P (m)
n }m≥1, de elementos de la forma (1.18)

como se muestra a continuación: supongamos que Y tiene la forma (1.18), esta vez sin
la restricción de que h1, ..., hk ∈ span{e1, ..., eN}. Para cada vector hj ∈ H, y para todo
N ∈ N, se tiene la siguiente igualdad

hj = vj,N + rj,N ,

donde

vj,N =
N∑
i=1

〈hj, ei〉H ei, rj,N =
∞∑

i=N+1

〈hj, ei〉H ei.

10
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Usando el teorema de binomio, se tiene lo siguiente

n∏
l=1

W (hl)
αl =

n∏
l=1

(W (vj,N) +W (rj,N))αl

=
∑

0≤j1≤α1
···

0≤jn≤αn

n∏
l=1

(
αl
jj

)
W (vl,N)αl−jlW (rl,N)jl

=
n∏
l=1

W (vl,N)αl +
∑

0≤j1≤α1
···

0≤jn≤αn,
j1···jn 6=0

n∏
l=1

(
αl
jj

)
W (vl,N)αl−jlW (rl,N)jl .

Por lo probado anteriormente, el término
∏n

l=1W (vl,N)αl ∈ span{Φa | |a| ≤ n}. A con-
tinuación probaremos que los términos de la suma en el lado derecho de la igualdad
convergen a cero en L2(Ω,P), de donde se sigue que

∏n
l=1 W (vl,N)αl converge a Y en

L2(Ω,P), y por ende, Y ∈ Hn. Para probar esto, supongamos sin pérdida de generalidad
que j1 6= 0. Entonces, por la desigualdad de Hölder generalizada se tiene que

||
n∏
l=1

W (vl,N)αl−j1W (rl,N)jl ||2L2(Ω,P)

= ||W (r1,N)2W (v1,N)2(αl−j1)W (r1,N)2(j1−1)

n∏
l=2

W (vl,N)2(αl−j1)W (rl,N)2jl ||L1(Ω)

≤ ||W (r1,N)||L2(Ω,P)||W (v1,N)αl−j1W (r1,N)j1−1

n∏
l=2

W (vl,N)αl−j1W (rl,N)jl ||L2(Ω,P)

= ||W (r1,N)||L2(Ω,P)||W (v1,N)2(αl−j1)W (r1,N)2(j1−1)

n∏
l=2

W (vl,N)2(αl−j1)W (rl,N)2jl ||L1(Ω)

y por lo tanto, existen ciertas constantes βl, γl ≥ 0 que no dependen de N , tales que

||
n∏
l=1

W (vl,N)αl−j1W (rl,N)jl ||2L2(Ω,P)

≤ ||W (r1,N)||L2(Ω,P)||W (v1,N)2(αl−j1)||2nL2n(Ω)||W (r1,N)2(j1−1)||2nL2n(Ω)×
n∏
l=2

||W (vl,N)2(αl−j1)||2nL2n(Ω)||W (rl,N)2jl ||2nL2n(Ω)

= ||W (r1,N)||L2(Ω,P)

n∏
l=1

E
[
|W (vl,N)|βj1

]
E [|W (rl,N)|γl ]

= ||r1,N ||2H
n∏
l=1

E
[
|W (vl,N)|βj1

]
E [|W (rl,N)|γl ] .
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Es posible verificar que los términos E
[
W (vl,N)βlW (rl,N)γl

]
en la igualdad anterior están

acotados, mientras que el término ||rl,N ||H tiende a cero cuando N →∞. De aqúı conclui-
mos que

∏n
l=1W (vl,N)αl−j1W (rl,N)jl converge a cero en L2(Ω,P), y como se mencionó pre-

viamente, de aqúı se sigue que Y ∈ Hn, y por lo tanto Pn = span{Φa | a ∈ Λ, |a| ≤ n}.

Utilizando la igualdad Pn = span{Φa | a ∈ Λ, |a| ≤ n}, la ortogonalidad de los
espacios span{Φa | a ∈ Λ |a| = n} y el corolario 1, se tiene que

n⊕
k=0

Hk =
n⊕
k=0

span{Φa | a ∈ Λ, |a| = k}.

Finalmente, como span{Φa | a ∈ Λ, |a| = k} es ortogonal a Hj para j 6= k se concluye
que Hk = span{Φa | a ∈ Λ, |a| = k}.

Sea a ∈ Λ, en lo sucesivo denotaremos por H⊗n al n-ésimo producto tensorial de H
(para mayores referencias ver Apéndice, sección de productos tensoriales), por H⊗̂ al n-
ésimo producto tensorial simétrico, por symm(⊗∞k=1e

⊗ak
k ) a la simetrización de ⊗∞k=1e

⊗ak
k .

Note que H⊗n es un espacio de Hilbert con producto interno

||h1 ⊗ · · · ⊗ hn, v1 ⊗ · · · ⊗ vn||H⊗n =
n∏
k=1

〈hk, vk〉H ,

y que H⊗̂n es un subespacio de Hilbert de H⊗n. Como consecuencia de la proposición
anterior se tiene que las variables aleatorias {Φa}a∈Λ forman un sistema ortonormal de
L2(Ω,G, P ) y por ende, se tiene el siguiente corolario

Corolario 2. El mapeo In(symm(⊕∞k=1e
⊗ak
k )) =

√
aΦa es una isometŕıa entre H⊗̂n equi-

pado de la norma
√
n!|| · ||, y el n-ésimo caos de L2(Ω,P).

Más adelante se mostrará que cuando H = L2([0, 1], dt), los términos de la descompo-
sición en caos son simplemente integrales de Itô múltiples. Este tipo de v.a. son fáciles de
manipular (por ejemplo puede aplicárseles técnicas de cálculo estocástico), y por ende nos
permiten deducir fuertes resultados acerca de ellas (para mayores referencias ver caṕıtulo
dos). La importancia del corolario anterior radica en el hecho de que la isometŕıa In es
una generalización de la integral de Itô múltiple, y esto nos permite en muchas ocaciones
trasladar los resultados que se obtienen para el caso H = L2([0, 1], dt) a resultados para
H generales mediante la elección de una base.

Demostración del corolario 2. Considere un vector en h ∈ H⊗n de la forma

h = ⊗mk=1e
⊗aik
ik

.

Supongamos adicionalmente, que h puede expresarse como

h = ei1 ⊗ · · · ⊗ ein ,
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para ciertos ı́ndices i1, ..., in, no necesariamente distintos. A continuación mostraremos que
||symm(h)||H⊗n = a!

n!
. Denotemos por Sn al conjunto de permutaciones de n elementos y

definamos en Sn, una relación de equivalencia ∼, dada por

σ1 ∼ σ2 si (iσ1(1), ..., iσ1(n)) = (iσ2(1), ..., iσ2(n)).

Esta relación de equivalencia induce una partición de Sn en conjuntos ajenos B1, ..., Bk.
Para cada elemento de esta partición podemos elegir un único representante θj ∈ Bj, a
partir de los cuales podemos definir el conjunto

S ′n := {θ1, ..., θk}.

Por construcción, S ′n esta formado por todas las permutaciones θ ∈ Sn que dan lugar,
mediante el mapeo σ → (iσ(1), ..., iσ(n)), a ı́ndices diferentes. Es fácil verificar, a partir de
la definición de h, que el ı́ndice ij aparece exactamente aij -veces en el vector (i1,n ), y por
lo tanto, la cardinalidad de S ′n puede pensarse como el número de maneras distintas en
pueden acomodarse a1 pelotas de color 1, a2 pelotas de color 2,..., hasta am pelotas de
color m en una fila, distinguiendo únicamente el color de las pelotas. Esta cantidad es
n!/a!, y por lo tanto, #S ′n = n!/a!. Por otro lado, es posible verificar que cada permutación
σ ∈ S ′n está relacionada (mediante ∼) con exactamente a! permutaciones en Sn, y por
ende,

Symm(h) =
1

n!

∑
σ∈Sn

eσ(i1) ⊗ · · · ⊗ eσ(in)

=
1

n!

∑
θ∈S′n

a!eθ(i1) ⊗ · · · ⊗ eθ(in). (1.20)

Es fácil mostrar que eθ(i1)⊗· · ·⊗eθ(in) y eθ′(i1)⊗· · ·⊗eθ′(in), con θ, θ′ ∈ S ′n son ortogonales
siempre que θ y θ′ sean distintos. Por lo tanto, de la ecuación (1.20), se sigue que

||Symm(h)||2H⊗n =
a!2

n!2

∑
θ∈S′n

||eθ(i1) ⊗ · · · ⊗ eθ(in)||2H⊗n ,

=
a!2

n!2
n!

a!

Finalizaremos esta sección enunciando una generalización de la desomposición en caos
para variables aleatorias con valores en un espacio de Hilbert. Esto nos permitirá en
particular descomponer a los procesos estocáticos en sus corresponodientes componentes
en caos.

Teorema 2. Sea {W (h)}h∈H un proceso gaussiano isonormal definido en un espacio
de probabilidad (Ω,F ,P), donde F está generada por {W (h)}h∈H . Sea V un espacio de
Hilbert real separable. Entonces se cumple

L2(Ω, V ) =
∞⊕
n=0

Hn(V ),
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donde Hn(V ) es el subespacio cerrado de L2(Ω, V ), generado por las variables aleatorias
V -valuadas de la forma

∑m
k=1 Fkvk, Fk ∈ Hn y vk ∈ V . Más aún, si {vk}∞k=1 es una base

ortonormal de H, entonces para todo multi-́ındice a se tiene que el mapeo lineal

H⊗̂n ⊗ V IVn−→ Hn(V )

symm(⊗∞k=1v
⊗ak
k )⊗ v 7−→

√
a!Φav

es una isometŕıa.

Demostración. Para la primera parte supongamos queX ∈ L2(Ω, V ) es ortogonal aHn(V )
para todo n ≥ 1, queremos ver que esto implica que X = 0. Para ello tomemos una base
ortonormal {ek}k de V y supongamos que X es de la forma

X =
∞∑
k=1

Xkek

para ciertas variables aleatorias reales Xk. Como X ∈ L2(Ω, V ), entonces Xk ∈ L2(Ω,P).
Luego, ya que X es ortogonal a Hn para todo n ≥ 1 se tiene que, para h ∈ H de norma
uno arbitrario y k,m ∈ N se cumple

E[XkHm(W (h))] = E[〈X,Hm(W (h))ek〉V ] = 0.

Por lo tanto, del teorema 1 se sigue que Xk = 0 para todo k ∈ N, y por ende, X = 0.
El hecho de que IVk sea una isometŕıa es consecuencia del corolario 2.

1.1.1. Descomposición en caos e integrales de Itô múltiples

Como se mencionó con anterioridad, la naturaleza de las definiciones y resultados pre-
sentados hasta el momento, pueden entenderse y manipularse de mejor manera cuando
H = L2([0, 1], dt). En esta sección se justificará dicha afirmación. Veremos en particular
que los procesos gaussianos isonormales basados en L2([0, 1], dt), aśı como las componen-
tes en caos de sus funcionales tienen una forma muy simple.

A lo largo de esta sección supondremos que el espacio de Hilbert H es un espacio
L2(T,B, µ), donde (T,B) es un espacio medible y µ es una medida σ-finita sin átomos (T
puede ser por ejemplo el intervalo [0, 1] y µ la medida de Lebesgue). Sea W ′ una medida
aleatoria Gaussiana5 definida como en el ejemplo 2 (ruido blanco basado en µ). Es decir,
W ′ : Ω × G → R cumple que para todo A ∈ T la variable aleatoria W ′(·, A) tiene distri-
bución normal de media cero y varianza µ(A), y es tal que para cualquier colección de
conjuntos ajenos a pares {Bn}n∈N ⊂ B,

W ′

(
∞⋃
n=1

Bn

)
=
∞∑
n=1

W ′(Bn) c.s. (1.21)

5Para mayores referencias sobre las medidas aleatorias gaussianas ver [13]
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Es importante notar que la condición anterior no necesariamente implica para casi todo
ω ∈ Ω la función W ′(·, ω) sea una medida signada6. Sea W el proceso gaussiano isonormal
definido por W (1A) = W ′(A). Llamaremos a dicho proceso ruido blanco basado en µ. A
continuación se presentará la construcción las integrales de Itô Múltiples para funciones
definidas en Tn, las cuales, como se verá más adelante, nos permitirán representar de
manera única a los elementos del n-ésimo caos Hn.

Sea B0 = {A ∈ B | µ(A) < ∞}. Queremos definir la integral estocástica de funcio-
nes f ∈ L2(Tm,Bm, µm) la cual llamaremos también integral de Itô múltiple, para ello,
primeramente consideramos funciones f de la forma

f(t1, ..., tm) =
n∑

i1,...,im=0

ai1,...,im1Ai1×···×Aim (t1, ..., tm) (1.22)

donde los Aik ∈ B0 son conjuntos ajenos dos a dos, y los coeficientes ai1,...,im se anulan si
ij = ij′ para j 6= j′, denotaremos al conjunto de dichas funciones por En. Para una función
de la forma (1.22), definimos su integral múltiple por

Im(f) :=
n∑

i1,...,im=0

ai1,...,imW (Ai1) · · ·W (Aim) (1.23)

Note que la definición de la integral es independiente de la representación de f , además,
se cumplen las siguientes propiedades

1. Im es lineal.

2. Im(f) = Im(f̃), donde f̃ denota la simetrización de f .

3. E[Im(f)Iq(g)] =

{
0 si m 6= q

m!〈f̃ , g̃〉L2(Tm,µm) si m = q
.

Demostración. La propiedad 1 es clara. La propiedad 2 se sigue de la linealidad de Im
aśı como del hecho de que el resultado es válido para f = 1Ai1×···Aim . Para probar la
propiedad 3 consideramos funciones f ∈ Em y g ∈ Eq, es decir, funciones de la forma
(1.22). Supongamos adicionalmente que m < q, y que

f(t1, ..., tm) =
n∑

i1,...,im=0

ai1,...,im1Ai1×···×Aim (t1, ..., tm)

g(t1, ..., tq) =
n∑

i1,...,iq=0

bi1,...,iq1Ai1×···×Aim (t1, ..., tm)1Aim+1
×···×Aiq (tm+1, ..., tq).

6Para esto debeŕıa existir un conjunto Ω′ ⊂ Ω de probabilidad 1 en el cual para toda sucesión de
conjuntos ajenos {Bn}n la ecuación (1.21) fuera válida, lo cual es mucho más fuerte que pedir que para
toda sucesión de conjuntos exista un espacio de medida total en el cual (1.21) sea válida.
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Entonces

E[Im(f)Im(g)] =
n∑

i1,...,im=0
j1,...,jq=0

ai1,...,imbj1,...,jqE

[
m∏
l=1

W (Ail)W (Ajl)

]
×

E
[
W (Ajm+1)

]
· · ·E[W (Ajq)] = 0

para el caso m = q supongamos que

f(t1, ..., tm) =
n∑

i1,...,im=0

ai1,...,im1Ai1×···×Aim (t1, ..., tm)

g(t1, ..., tm) =
n∑

i1,...,iq=0

bi1,...,im1Ai1×···×Aim (t1, ..., tm)

Como f es simétrica se tiene que ai1,...,im = aσ(i1),...,σ(im) para toda permutación σ, en par-
ticular ai1,...,im = ai(1),...,i(m)

donde i(1), ..., i(m) es un reordenamiento creciente de i1, ..., im.
Finalmente, como ai1,...,im = 0 siempre que dos ı́ndices ij e ik coincidan se tiene que

f(t1, ..., tm) = m!
∑

i1<···<im

ai1,...,im1Ai1×···×Aim (t1, ..., tm)

g(t1, ..., tm) = m!
∑

i1<···<im

bi1,...,im1Ai1×···×Aim (t1, ..., tm)

de donde se sigue que

E[Im(f)Im(g)] = E

[(
m!

∑
i1<···<im

ai1,...,imW (Ai1) · · ·W (Aim)

)

×

(
m!

∑
i1<···<im

ai1,...,imW (Ai1) · · ·W (Aim)

)]
= (m!)2

∑
i1<···<im

bi1,...,imai1,...,imµ(Ai1) · · ·µ(Aim)

= m!
〈
f̃ , g̃
〉
L2(Tm,µm)

.

Resta extender el operador Im a todo L2(Tm, µm), para ello, comenzaremos por ve-
rificar que7 En es denso en L2(T, , µm), aproximando las funciones indicadoras con ele-
mentos de En. Sea A = A1 × · · · × Am, usando la no existencia de átomos bajo la me-
dida µ podemos asegurar, para cada ε > 0, la existencia de una colección de conjuntos

7donde En está definido como el conjunto de funciones en Tn, de la forma (1.22)
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Elementos de la teoŕıa del cálculo de Malliavin

R = {B1, ..., Bn} ⊂ B0 con µ(Bj) < ε y tales que Aj puede expresarse como unión de
elementos de R. Por construcción se tiene que

1A = 1A1×···×Am =
n∑

i1,...,im=1

εi1,...,im1Bi1×···×Bim ,

para ciertas constantes εi1,...,im ∈ {0, 1}. Dividimos esta suma en dos partes: sea I el
conjunto de ı́ndices i1, ..., in que son distintos a pares y sea J el resto de los ı́ndices.
Definimos

g =
∑

(i1,...,im)∈I

εi1,...,im1Bi1×···×Bim

entonces g pertenece al conjunto Em (recordemos que dicho conjunto consiste en las fun-
ciones de la forma (1.22)), y se tiene

||1A − g||2L2(Ω,P) = ||
∑

(i1,...,im)∈J∪I

εi1,...,im1Bi1×···×Bim −
∑

(i1,...,im)∈I

εi1,...,im1Bi1×···×Bim ||
2
L2(Ω,P)

= ||
∑

(i1,...,im)∈J

εi1,...,im1Bi1×···×Bim ||
2
L2(Ω,P)

=
∑

(i1,...,im)∈J

εi1,...,imµ(Bi1) · · ·µ(Bim), (1.24)

donde la última igualdad se debe al hecho de que el producto de 1Bi1×···×Bim y 1Bj1×···×Bjm
es igual a cero si (i1, ..., im) 6= (j1, ..., jm). De la definición de J se sigue que para todo
(i1, ..., im) ∈ J existe 1 ≤ i ≤ n tal que i aparece al menos dos veces en el vector (i1, ..., im),
y por ende, podemos acotar a los términos µ(Bi1) · · ·µ(Bim) de la siguiente forma

µ(Bi1) · · ·µ(Bim) ≤ µ(Bj)
2
∏

1≤l≤m
il 6=j

µ(Bil)

≤ µ(Bj)
2

(
n∑
i=1

µ(Bi)

)m−2

. (1.25)

Adicionalmente, se tiene que cada ı́ndice j ≤ n se repite (es decir, aparece dos veces) en

exactamente

(
m
2

)
ı́ndices (i1, ..., im) ∈ J . Por lo tanto, a partir de las desigualdades
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(1.25) y (1.24), se tiene que

||1A − g||2L2(Ω,P) ≤
∑

(i1,...,im)∈J

εi1,...,imµ(Bi1) · · ·µ(Bim)

≤
(
m
2

) n∑
i=1

µ(Bi)
2

(
n∑
i=1

µ(Bi)

)m−2

≤
(
m
2

)
ε

n∑
i=1

µ(Bi)

(
n∑
i=1

µ(Bi)

)m−2

=

(
m
2

)
εµ (∪jAj)m−1

de aqúı se sigue el resultado. Resta ver que Im puede extenderse a L2(Tm, µm). Por
el teorema de Hahn Banch (para mayores referencias ver apéndice, teorema 10) basta
verificar que Im es un operador lineal acotado, y que el conjunto Em es denso en Tm. Esto
puede deducirse de la propiedad 3 gracias a la desigualdad

E[Im(f)2] = m!||f̂ ||2 ≤ m!||f ||2.

Definición 3. Si f ∈ L2(T p, µp) y g ∈ L2(T q, µq) son funciones simétricas, definimos
para cada 0 ≤ r ≤ q ∧ p, la contracción de r ı́ndices de f y g como

(f ⊗r g)(t1, ..., tp+q−2r) :=

∫
T r
f(t1, ..., tp−r, s)g(tp−r+1, ..., tp+q−2r, s)µ

r(ds). (1.26)

En lo sucesivo, denotaremos por f⊗̂rg a la simetrización de f ⊗r g.

Observaciones

1. Cuando r = 0, la contracción f ⊗r g coincide con el producto tensorial de f y g.

2. La contracción f ⊗r g pertenece a L2(T p+q−2r, µp+q−2r).

3. f ⊗r g no es una función simétrica aún cuando f y g lo sean.

4. La definición anterior puede extenderse a espacios de Hilbert más generales que
L2(T, µ) de la siguiente manera:

Sea H un espacio de Hilbert separable, y sea {ei}t∈N una base ortonormal de H.
Entonces, dados dos vectores f ∈ H⊗p y g ∈ H⊗q, y 0 ≤ r ≤ p ∧ q, definimos
la simetrización de f y g como el vector f ⊗r g ∈ H⊗(p+q−2r) (no necesariamente
simétrico), definido por

f ⊗r g =
∞∑

i1,...,ir=1

〈f, ei1 , ..., eir〉H⊗r ⊗ 〈f, ei1 , ..., eir〉H⊗r . (1.27)
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Proposición 2. Sea f ∈ L2(T p, µp) una función simétrica y g ∈ L2(T, µ). Entonces

Ip(f)I1(g) = Ip+1(f ⊗ g) + Ip−1(f ⊗1 g), (1.28)

donde f⊗g denota al producto tensorial de f y g, mientras que f⊗1g denota la contracción
de un ı́ndice de f y g.

Demostración. Primeramente probaremos el resultado cuando f y g satisfacen alguna de
las siguientes condiciones

1. f = 1A1×···×Ap y g = 1B, con A1, ..., Ap, B ajenos.

2. f es la simetrización de 1A1×···×Ap y g es la simetrización de 1B, con A1, ..., Ap ajenos,
y B = Aj para algún 1 ≤ j ≤ p.

Si f y g satisfacen f = 1A1×···×Ap y g = 1B, con A1, ..., Ap, B ajenos. Entonces

f ⊗1 g(t1, ..., tp−1) =

∫
T

f(t1, ..., tp−1, s)g(s)µ(ds)

= 1A1×···×Ap−1(t1, ..., tp−1)

∫
T

1Ap(s)1B(s)µ(ds) = 0

y ya que

Ip(f)I1(g) = W (A1) · · ·W (Ap)W (B) = I(1A1×···×Ap1B) = I(f ⊗ g),

concluimos que f y g satisfacen la relación (1.28).

Supongamos ahora que f es la simetrización de 1A1×···×Ap y que g es la simetrización de
1B, con A1, ..., Ap ajenos, y B = Aj para algún 1 ≤ j ≤ p. Para ε > 0 fijo, elegimos
una partición de A1 en conjuntos ajenos {B1, ..., Bn} tal que µ(Bk) < ε. A partir de esto,
podemos aproximar a f mediante la siguiente función:

hε(t1, ..., tp+1) =
∑
i 6=j

1Bi×Bj×A2×···×Ap(t1, ..., tp+1)

Note que hε(t1, ..., tp+1) 6= g(t1)f(t2, ..., tp+1) únicamente cuando (t1, t2) ∈ Bk × Bk para
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algún k ≤ n, por lo que

Ip(f)I1(g) = Ip(1A1×...×Ap)I1(1A1)

= W (A1)2

p∏
k=2

W (Ak) =

(
n∑
i=1

W (Bi)

)2 p∏
k=2

W (Ak)

=
∑
i 6=j

W (Bi)W (Bj)

p∏
k=2

W (Ak) +
n∑
i=1

W (Bi)
2

p∏
k=2

W (Ak)+

n∑
i=1

µ(Bi)

p∏
k=2

W (Ak)−
n∑
i=1

µ(Bi)

p∏
k=2

W (Ak)

=
∑
i 6=j

W (Bi)W (Bj)

p∏
k=2

W (Ak) +
n∑
i=1

(W (Bi)
2 − µ(Bi))

p∏
k=2

W (Ak)+

µ(A1)

p∏
k=2

W (Ak)

= Ip(hε) +Rε + µ(A1)

p∏
k=2

W (Ak), (1.29)

donde

Rε =
n∑
i=1

(W (Bi)
2 − µ(Bi))

p∏
k=2

W (Ak).

Por otro lado, denotando por Sp al grupo de permutaciones de {1, ..., p}, y por S ′p = {σ ∈
Sp | σ(p) = 1}, podemos calcular f ⊗1 g (definido en (1.26)) de la siguiente manera

f ⊗1 g(t1, ..., tp−1) =

∫
T

symm(1A1×...×Ap)(t1, ..., tp−1, s)1A1(s)µ(ds)

=
1

p!

∑
σ∈Sp

∫
T

1Aσ(1)×···×Aσ(p−1)
(t1, ..., tp−1)1Aσ(p)(tp)1A1(s)µ(ds)

=
1

p!

∑
σ∈S′p

1Aσ(1)×···×Aσ(p−1)
(t1, ..., tp−1)µ(A1)

=
1

p
symm(1A2×···×Ap)µ(A1)

de aqúı se sigue, por (1.29), que

Ip(f)I1(g) = Ip(hε) +Rε + pIp−1(f ⊗1 g) (1.30)

Finalmente, utilizando el hecho de que hε(t1, ..., tp+1) y g(t1)f(t2, ..., tp+1) sólo difieren
cuando cuando (t1, t2) ∈ Bk × Bk para alguna k ≤ n, y definiendo β := µ(A1) · · ·µ(Ap),
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se tiene lo siguiente

||Im(symm(hε))− Im(g⊗̃f)||2L2(Ω,P) ≤ ||Im(hε)− Im(g ⊗ f)||2L2(Ω,P)

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

W (Bi)
2W (A2) · · ·W (Ap)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(Ω,P)

=
n∑
i=1

µ(Bi)
2µ(A2) · · ·µ(Ap)

≤ ε

n∑
i=1

µ(Bi)µ(A2) · · ·µ(Ap)

= εµ(A1)µ(A2) · · ·µ(Ap) = εβ

(1.31)

y

E[R2
ε] = 2

n∑
i=1

µ(Bi)
2µ(A2) · · ·µ(Ap) ≤ 2εβ (1.32)

De las desigualdades (1.32), (1.31) y (1.30) se sigue el resultado para el caso en que f y g
satisfagan 1 o 2. Para el caso en que f ∈ Ep y g ∈ E1 (es decir, funciones del tipo (1.22)),
podemos suponer sin pérdida de generalidad que

f(t1, ..., tp) =
n∑

i1,...,ip=1

ai1,...,in1Ai1×···×Aip (t1, ..., tp)

g(t1) =
n∑
i=1

bi1Bi(t1),

donde A1, ..., Ap son conjuntos ajenos, y los Bj son tales que, o bien Bj = Ak para alguna
k, o Bj ∩Ak = ∅ para toda k. En dicho caso, gracias a la linealidad de las funciones Ip, I1

y symm(·), y al hecho de que el resultado es válido para funciones indicadoras, se tiene
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que

Ip(f)I1(g) =
n∑

i1,...,ip=1

n∑
i=1

ai1,...,ipbiIp(1Ai1×···×Aip )I1(1Bi)

=
n∑

i1,...,ip=1

n∑
i=1

ai1,...,ipbi

(
Ip+1(symm(1Ai1×···×Aip×Bi))+

pIp−1(symm(1Ai1×···×Aip )⊗1 1Bi)
)

= Ip+1

 n∑
i1,...,ip=1

n∑
i=1

ai1,...,ipbi symm(1Ai1×···×Aip×Bi)

+

pIp−1

 n∑
i1,...,ip=1

n∑
i=1

ai1,...,ipbi symm(1Ai1×···×Aip )⊗1 1Bi


= Ip+1(symm (f ⊗ g)) + pIp−1

(
n∑
i=1

bi symm(f)⊗1 1Bi

)
= Ip+1(f ⊗ g) + Ip−1(f ⊗1 g)

Existe una generalización del resultado anterior que nos permite calcular el producto
de dos integrales de Itô múltiples arbitrarias, dicho resultado puede consultarse en [25].
A partir de (1.28), es posible probar la siguiente proposición

Proposición 3. Sea Hm el m-ésimo polinomio de Hermite, y sea h ∈ H = L2(T, µ) un
elemento de norma uno. Entonces se tiene que

m!Hm(W (h)) =

∫
Tm

h(t1) · · ·h(tm)W (dt1) · · ·W (dtm). (1.33)

Más aún, si denotamos por L2
S(Tm, µm) a la cerradura del espacio de funciones simétricas

en L2(Tm, µm), entonces Im(L2
S(Tm)) = Hm.

Demostración. Probaremos la ecuación (1.33) por inducción sobre m:

1. para m = 1 el resultado se sigue de la definición de Hm.

2. Si (1.33) es válida para m, entonces, de las ecuaciones (1.28) y (1.3), se sigue que

Im+1(h⊗(m+1)) = Im(h⊗m)I1(h)−mIm−1

(
h⊗(m−1)

∫
T

h(t)2µ(dt)

)
= Im(h⊗m)I1(h)− ||h||L2(T,µ)mIm−1

(
h⊗(m−1)

)
= m!Hm(W (h))W (h)−m(m− 1)!Hm−1(W (h))

= m!(m+ 1)Hm+1(W (h)) = (m+ 1)!Hm+1(W (h))
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Procederemos ahora a probar que Im(L2
S(Tm)) = Hm. Como consecuencia de la

ecuación 1.33 se tiene que

Span{Hm(W (h))}h∈H,||h||=1 ⊂ Im(L2
S(Tm)). (1.34)

Por otro lado, utilizando la relación E[Im(f)2] = m!||f ||2 se verifica que Im es un ope-
rador continuo, y consecuentemente Im(L2

S(Tm)) es un subespacio vectorial cerrado.
Esto aunado a la igualdad (1.34), implica que

Hm ⊂ Im(L2
S(Tm)).

Finalmente, como Im mapea funciones ortogonales en variables aleatorias orto-
gonales, la inclusión Hm(W (h)) ⊂ Im(L2

S(Tm)) implica que Im(L2
S(Tm)) ⊥ Hk

para k 6= m. Por lo tanto, del teorema de descomposición en caos se sigue que
Im(L2

S(Tm)) = Hm

Como consecuencia del resultado anterior se tiene el siguiente teorema

Teorema 3. Toda variable aleatoria F ∈ L2(Ω,G,P) puede expresarse de como suma de
integrales múltiples

F =
∞∑
n=0

In(fn) (1.35)

Donde f0 = E[F ], I0 : R −→ R es la función identidad y fn ∈ L2(T n, µn) para n ≥ 1. Más
aún, podemos tomar las funciones fn simétricas, en cuyo caso, la descomposición 1.35 es
única.

Utilizando la notación del corolario 1, consideremos una base ortonormal {ek}k ≥ 1
de H y un multi-́ındice a = (a1, ..., aM , 0, ..) ∈ Λ fijo, entonces, gracias a la proposición
3, se tiene que

a!
M∏
k=1

HakW (ek) =
M∏
k=1

Iak(e
⊗ak
k )

= In(e⊗a11 ⊗ · · · ⊗ e⊗aMM ) (1.36)

1.2. El operador derivada

Esta sección está dedicada al estudio del operador de derivada. Comenzaremos dando
una breve motivación para definir dicho operador. Posteriormente definiremos formal-
mente a dicho objeto y enunciaremos algunos resultados importantes referentes a el, tales
como la fórmula de integración por partes, y un teorema que describe las componentes en
caos de la derivada de una variable aleatoria.
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Motivación
Sea Sx el precio de un “stock” a cierto tiempo t > 0, cuyo precio al tiempo 0 es x ∈ R, y
sea φ una función de contrato. Considere la variable aleatoria

Y x = φ(Sx).

Dicha variable puede representar, por ejemplo, el pago de una opción financiera, un con-
trato forward o un bono. De acuerdo a la teoŕıa de cotización libre de arbitraje, el precio
“ideal” que se debe establecer para comprar dicho contrato tiene la forma E[Y x] (de hecho
el precio está dado por EQ[e−rtY x], donde Q es cierta medida equivalente a P y r es una
constante mayor a cero, pero para fines prácticos podemos pensarlo simplemente como
E[Y x]). En este contexto la derivada

d

dx
E[Y x]

mide la sensibilidad que tiene el precio del activo Y x respecto al precio actual x del stock.
Adicionalmente, dicha cantidad sirve para calcular portafolios replicantes para el derivado
Y x (para mayores referencias ver [16]). ¿Cómo calculamos entonces el factor d

dx
E[Y x]?.

En el caso en que φ es derivable, una forma de hacerlo es la siguiente

d

dx
E [Y x] = E

[
d

dx
Y x

]
= E

[
φ′(Y x)

d

dx
Sx
]
. (1.37)

La fórmula anterior es simple y útil, por lo que quisieramos generalizarla para el caso
en que φ no fuera derivable. En el caso simplificado en que Ω = [0, 1] y la medida de
probabilidad fuera la medida de Lebesgue, podemos obtener dicha generalización mediante
una aplicación de la fórmula de integración por partes como se muestra a continuación∫

φ′(Y x(ω))
d

dx
Sx(ω)dω =

∫
φ′(Y x(ω))

∂
∂ω
Y (ω)

∂
∂ω
Y (ω)

d

dx
Sx(ω)dω

=

∫
d

dω
φ ◦ Y x(ω)

(
d

dx
Sx(ω)

∂
∂ω
Y (ω)

)
dω

= −
∫
φ ◦ Y x(ω)

d

dω

(
d

dx

Sx(ω)
∂
∂ω
Y (ω)

)
dω

Conclusión: Para calcular expresiones del tipo (1.37), podŕıamos intentar definir un
análogo de d

dω
sobre una clase rica de variables aleatorias (el operador de derivada de

Malliavin), y calcular (1.37) mediante una fórmula de integración por partes. Este tipo
de razonamiento también se puede aplicar para analizar condiciones bajo las cuales una
variable aleatoria tiene una densidad, y más aún, condiciones bajo las cuales tiene una
densidad derivable (para mayores referencias ver [15], [31]).

¿Cómo definir a d
dω

?
Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, donde F está generada por un movimiento
Browniano {Bt}t≥0. Queremos definir a d

dω
para clase extensa de variables aleatorias,

aśı que las condiciones de derivabilidad deben ser poco restrictivas. Para realizar esta
construcción podemos proceder de dos maneras distintas
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1. Podemos darle una estructura de espacio vectorial topológico a Ω, y definir derivada
direccional en el sentido clásico en algunas direcciones “privilegiadas” (para mayores
referencias ver [4]).

2. Podemos suponer que Ω = C0[0, 1], y que las v.a. son funcionales de Ω. Luego
defininimos la derivada para funcionales “sencillos”, buscando emular la definición
de gradiente de funciones reales, pero en un sentido débil.

En el presente escrito utilizaremos la segunda idea. Sea S el conjunto de variables aleato-
rias en (Ω,F ,P) de la forma

F = f(W (h1), ...,W (hn)), (1.38)

donde f es una función infinitamente diferenciable, cuyas derivadas parciales tienen cre-
cimiento polinomial. A este tipo de variables les llamaremos en lo sucesivo “variables
aleatorias suaves”. Adicionalmente definimos Sb como el conjunto de variables aleatorias
de la forma (1.38) que son acotadas y S0 como el conjunto de la funciones de la forma
(1.38) tales que f se anula en infinito.

Definición 4. La derivada de una variable F ∈ S de la forma (1.38) es la variable
aleatoria H-valuada definida por

DF =
n∑
k=1

∂

∂xk
f(W (h1), ...,W (hn))hk (1.39)

Observaciones

i) Para que dicha definición tenga sentido se requiere verificar que la definición de
(1.39) no depende de la representación (1.38).

ii) Si f : Rn → R es una función infinitamente derivable cuyas derivadas parciales tie-
nen crecimiento polinomial, entonces podemos construir un polinomio P (x1, ..., xn),
de n variables, tal que

|P (x)| ≥ |f(x)| para todo x ∈ Rn.

Utilizando esta desigualdad, aśı como el hecho de que la distribución normal mul-
tivariada tiene todos sus momentos cruzados finitos, concluimos que la variable F
definida por la ecuación (1.38) es integrable.

iii) Si F y G son variables aleatorias suaves, entonces FG es una variable aleatoria suave,
en particular, por la observación ii) se tiene que las variables aleatorias suaves son
cuadrado integrables.

iv) Si F es una función simple de la forma (1.38), y h ∈ H. Entonces 〈DF, h〉H es
integrable, esto se sigue con un argumento análogo al de la observación ii).
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Para verificar que la definición de (1.39) no depende de la representación (1.38) procede-
mos de la siguiente manera. Supongamos que F tiene las siguientes representaciones

F = f(W (h1), ...,W (hn))

= g(W (v1), ...,W (vm)).

Note que todo elemento de x ∈ span{v1, ..., vm} puede expresarse de manera úni-
ca como u + v con u ∈ span{h1, ..., hn} ∩ span{v1, ..., vm} y v ∈ span{h1, ..., hn}⊥ ∩
span{v1, ..., vm}. En lo sucesivo denotaremos por

V1 := span{h1, ..., hn} ∩ span{v1, ..., vm}
V2 := span{h1, ..., hn}⊥ ∩ span{v1, ..., vm}.

Utilizando dicha descomposición, podemos construir una transformación lineal

T̄ : span{h1, ..., hn} × V m
2 −→ span{v1, ..., vm}

(h1, ..., hn, v
2
1, ..., v

2
m) 7−→ (PV1(h1) + v2

1, ..., PV1(hn) + v2
m),

donde PV1 denota la proyección de span{h1, ..., hn} en V1. Es decir, T̄ es tal que si vk =
v1
k + v2

k con v1
k ∈ V1 y v2

k ∈ V2 para k ≤ n, entonces

T̄ (h1, ..., hn, v
2
1, ..., v

2
m) = (v1, ..., vm). (1.40)

Denotaremos por T a la matriz asociada a T̄ . Primeramente se probará que ∂
∂xk+n

g◦T = 0

para k ≥ 1 (esto puede ser interpretado como que g no depende de sus componentes en
el espacio span{h1, ..., hn}⊥). Para probar esto note que

f(W (h1), ...,W (hn))

= g (W (v1), ...,W (vm))

= g

(
W

(
n∑
j=1

Tj,1hj +
m∑
j=1

Tj+n,1v
2
1

)
, ...,W

(
n∑
j=1

Tj,nhj +
m∑
j=1

Tj+n,nv
2
m

))

= g

(
n∑
j=1

Tj,1W (hj) +
m∑
j=1

Tj+n,1W (v2
1), ...,

n∑
j=1

Tj,nW (hj) +
m∑
j=1

Tj+n,nW (v2
m)

)
= g ◦ T (W (h1), ...,W (hn),W (v2

1), ...,W (v2
m)).

(1.41)

Sea γ : R→ R una función real continua y acotada. De la igualdad (1.41), y de la in-
dependencia de W (h1), ...,W (hn) con W (v2

1), ...,W (v2
m), deducimos que con probabilidad

uno, se tiene lo siguiente

γ(f(W (h1), ...,W (hn)))

= E[γ(f(W (h1), ...,W (hn))) | (W (h1), ...,W (hn))]

= E[γ(g ◦ T (W (h1), ...,W (hn),W (v2
1), ...,W (v2

m)) | (W (h1), ...,W (hn))]

= α(W (h1), ...,W (hn)),

(1.42)
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donde α está definida por

α(x1, ..., xn) := E[γ(g ◦ T (x1, ..., xn,W (v2
1), ...,W (v2

m)))].

Aplicando el teorema de cambio de variable a la igualdad (1.42), se deduce que γ ◦ f = α
casi seguramente en Rn respecto a la función de distribución Gaussiana no degenerada
en Rn dada por F(W (h1),...,W (hn)). Esto implica que la igualdad se cumple c.s. respecto a la
medida de Lebesgue en Rn, y por la continuidad de γ, f y g, podemos concluir que

γ ◦ f(x1, ..., xn) = E[γ(g ◦ T (x1, ..., xn,W (v2
1), ...,W (v2

m)))] ∀ x1, ..., xn ∈ R. (1.43)

Fijemos ahora x1, ..., xn ∈ R. Como la igualdad (1.43) se cumple para toda función γ :
R→ R, la variable aleatoria

g ◦ T (x1, ..., xn,W (v2
1), ...,W (v2

m))

es igual en distribución a una delta de Dirac centrada en f(x1, ..., xn). Dicha afirmación
puede reformularse de la siguiente manera: considere la función lineal S : Rm → Rn×Rm

definida por S(y) = (x1, ..., xn, y), entonces g ◦ T ◦ S(W (v2
1), ...,W (v2

m)) tiene la distribu-
ción de una delta de Dirac centrada en f(x1, ..., xn). Utilizando nuevamente el teorema
de cambio de variable se tiene que la función g ◦ T ◦ S : Rm → R es igual casi segu-
ramente a la constante f(x1, ..., xn) respecto a la distribución Gaussiana no degenerada
F(W (v21),...,W (v2m))(dy). Por ende, g ◦ T ◦ S(y1, ..., ym) = f(x1, ..., xn) casi seguramente res-
pecto a la medida de Lebesgue en Rm. Por lo tanto, por la continuidad de g, T y S se
tiene que

g ◦ T ◦ S(y1, ..., ym) = f(x1, ..., xn), (1.44)

es decir, g ◦ T es constante sobre las últimas m variables y consecuentemente, para k ≥ 1

∂

∂xk+n

g ◦ T = 0. (1.45)

Finalmente, utilizando la notación X := (W (h1), ...,W (hn)), Y := (W (v1), ...,W (vm))
y Z = (W (v2

1), ...,W (v2
n)), y las ecuaciones (1.40), (1.45) y (1.41), se tiene lo siguiente

m∑
k=1

∂

∂xk
g(Y )vk =

m∑
k=1

∂

∂xk
g(T (X,Z))

(
n∑
j=1

Tj,khj +
m∑
j=1

Tj+n,kv
2
j

)

=
n∑
j=1

hj

m∑
k=1

Tj,k
∂

∂xk
g(T (X,Z)) +

m∑
j=1

v2
j

m∑
k=1

Tn+j,k
∂

∂xk
g(T (X,Z))

=
n∑
j=1

hj
∂

∂xj
g ◦ T (X,Z) +

m∑
j=1

v2
j

∂

∂xj+n
g ◦ T (X,Z)

=
n∑
j=1

hj
∂

∂xj
g ◦ T (X,Z) =

n∑
j=1

hj
∂

∂xj
f(X).
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Por lo tanto DF está bien definida.

A continuación extenderemos la definición de derivada para un conjunto más extenso que
S, para ello comenzaremos por demostrar el siguiente resultado, el cual se conoce como
integración por partes para la derivada de Malliavin.

Lema 3. Si F es una variabe aleatoria suave y h ∈ H. Entonces

E[〈DF, h〉H ] = E[FW (h)]. (1.46)

Demostración. Note que, como se mencionó en las observaciones ii),iii) y iv), las variables
〈DF, h〉H y FW (h) son integrables. Suponga que h tiene norma uno y considere una
variable aleatoria suave de la forma

F = g(W (v1), ...,W (vm)),

para ciertos vectores vk ∈ H y m ∈ N. Suponga que existen n vectores e1, ..., en ∈ H,
n ∈ N tal que {e1, ..., en} es una base ortonormal de span{h, v1, ..., vm} tal que e1 = h. A
partir de dicha base podemos construir una función f : Rn → Rm derivable, con derivadas
de crecimiento polinomial, tal que F puede escribirse como

F = f(W (e1), ...,W (en)).

Sea φ la densidad de la distribución normal estándar en Rn, es decir,

φ(x1, ..., xn) = (2π)−
n
2 exp

{
−1

2

n∑
k=1

x2
k

}
.

Gracias a la ortogonalidad de e1, e2, ..., ek, y al hecho de que e1 = h, se tiene que

E [〈DF, h〉H ] = E

[
n∑
k=1

∂

∂xk
f(W (e1), ...,W (en)) 〈ek, h〉H

]

= E
[
∂

∂x1

f(W (e1), ...,W (en))

]
=

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
n

∂

∂x1

f(x1, ..., xn)φ(x1, ..., xn)dx1 · · · dxn

=

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
n−1

(
f(x1, ..., xn)φ(x1, ..., xn)

∣∣∣∣x1=∞

x1=−∞
−

∫
f(x1, ..., xn)

∂

∂x1

φ(x1, ..., xn)dx1

)
dx2 · · · dxn

=

∫
· · ·
∫
f(x1, ..., xn)x1φ(x1, ..., xn)dx1 · · · dxn

= E [FW (e1)] = E [FW (h)] ,
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Donde el primer término en la cuarta igualdad es igual a cero debido a que f tiene
crecimiento polinomial mientras que φ tiene decaimiento exponencial. Esto termina la
prueba para el caso en que ||h||H = 1. Para h ∈ H general note que

E[〈DF, h〉] = ||h||E
[〈

DF,
1

||h||
h

〉]
= ||h||E

[
1

||h||
FW (h)

]
= E [FW (h)] .

Como consecuencia del resultado anterior, obtenemos el siguiente lema

Lema 4. Si F y G son dos variables aleatorias suaves, entonces

E[G 〈DF, h〉] = E[FGW (h)]− E[F 〈DG, h〉]. (1.47)

Demostración. Primeramente note que las variables aleatorias F 〈DG, h〉 , G 〈DF, h〉 y
FGW (h) son suaves, y por ende, integrables. Aplicando el lema de integración por partes
a FG, donde

F = f(W (h1), ...,W (hn)),

G = g(W (v1), ...,W (vm)),

se tiene que

E[FGW (h)] = E[〈DFG, h〉]

= E

[
n∑
k=1

g(W (v1), ...,W (vm))
∂

∂xk
f(W (h1), ...,W (hn)) 〈hk, h〉

]
+

E

[
m∑
k=1

f(W (h1), ...,W (hn))
∂

∂xk
g(W (v1), ...,W (vm)) 〈vk, h〉

]
= E [G 〈DF, h〉] + E[F 〈DG, h〉] ,

de donde se sigue el resultado.

Como consecuencia de los lemas anteriores, podemos extender el dominio del operador D
como lo indica el siguiente lema.

Lema 5. Sea p ≥ 1 fijo y || · ||p la norma de Lp(Ω). El operador D puede extenderse a la
cerradura de S respecto a || · ||p.

Demostración. Por el teorema de extensión de Hahn-Banach (para mayores referencias
ver apéndice, teorema 10) basta ver que el operador lineal D es continuo en S. Para ello,
considere una sucesión {Fn}n∈N de variables aleatorias suaves tales que Fn converge a cero
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respecto a || · ||p, y supongamos que DFn converge en Lp(Ω, H) a cierta variable aleatoria
ν ∈ Lp(Ω, H), es decir, E[||DFn−ν||pH ]→ 0. A partir de esto queremos conclúır que ν = 0.

Sea h ∈ H fijo. Supongamos sin pérdida de generalidad que 〈DFn, h〉H converge c.s.
a 〈ν, h〉H (en caso contrario podemos consideramos una subsucesión de 〈DFn, h〉H que
converge c.s. a 〈ν, h〉H). Para toda variable aleatoria suave y acotada G ∈ Sb (donde Sb
denota al conjunto de variables aleatorias de la forma (1.38) que son acotadas), definimos

Zε := G exp{−εW (h)2}.

Note que dicha variable es tal que ZεW (h) está acotada. Utilizando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz podemos deducir que

| 〈DFn, h〉H − 〈ν, h〉H |
p = | 〈DFn − ν, h〉H |

p ≤ ||h||H ||DFn − ν||pH , (1.48)

y por ende 〈DFn, h〉H Zε converge en Lp(Ω) a 〈ν, h〉H Zε. Por lo tanto, utilizando el lema de
integración por partes y la convergencia en Lp(Ω) de la sucesión 〈DFn, h〉H Zε, deducimos
lo siguiente

E[〈ν, h〉H Zε] = E[ĺım
n
〈DFn, h〉H Zε]

= ĺım
n

E[〈DFn, h〉H Zε]

= ĺım
n

(E [FnZεW (h)]− E [Fn 〈DZε, h〉H ]) . (1.49)

Por la desigualdad de Hölder y el lema de Fatou, se tiene que, si q es tal que 1
q

+ 1
p

= 1,

E
[
| ĺım
n
FnZεW (h)|

]
≤ ĺım inf

n
E[|FnZεW (h)|]

≤ ĺım inf
n

E[|Fn|p]
1
pE[|ZεW (h)|q]

1
q = 0.

Utlizando nuevamente la desigualdad de Hölder y el lema de Fatou

E[ĺım
n
|Fn 〈DZε, h〉 |] ≤ ĺım inf

n
E[|Fn 〈DZε, h〉 |]

≤ ĺım inf
n

E[|Fn|p]
1
pE[| 〈DZε, h〉 |q]

1
q

≤ ĺım inf
n

E[|Fn|p]
1
p ||h||2HE[||DZε||] = 0.

Por lo tanto, aplicando el teorema de convergencia dominada a la sucesión Fn 〈DZε, h〉H
en la igualdad (1.49), se tiene que

E[〈ν, h〉H Zε] = 0.

Finalmente, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y el hecho de que la variable
Zε está acotada por cierta constante C > 0, deducimos lo siguiente

| 〈ν, h〉Zε| ≤ | 〈ν, h〉 | ≤ C||ν||H ||h||H ∈ L1(Ω).
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Por ende, del teorema de convergencia dominada se sigue que

E[〈ν, h〉H G] = E
[
ĺım
ε→0
〈ν, h〉H Zε

]
= ĺım

ε→0
E [〈ν, h〉H Zε] = 0.

Como el resultado es válido para toda G ∈ Sb, se concluye que 〈ν, h〉 = 0 c.s. y conse-
cuentemente ν = 0 c.s.

En lo sucesivo denotaremos al dominio de la extensión de D en Lp(Ω) por D1,p. Como
el operador D es lineal y continuo (o equivalentemente lineal y acotado), D1,p coincide
con la cerradura de S respecto a la norma

||F ||1,p = (E[|F |p] + E[||DF ||pH ])
1
p . (1.50)

Para el caso p = 2, el espacio D1,2 es un espacio de Hilbert con producto interno dado
por

〈F,G〉1,2 = E[FG] + E[〈DF,DG〉H ]. (1.51)

1.2.1. Derivada iterada y derivada direccional

La definición de operador de derivada puede generalizarse a variables aleatorias que
toman valores en un espacio de Hilbert V de la siguiente manera: dado un espacio de Hil-
bert separable V consideremos el espacio vectorial SV de variables aleatorias V -valuadas
de la forma

F =
m∑
k=1

Gkuk, uk ∈ V, Gk ∈ S. (1.52)

Para este tipo de variables aleatorias definimos

DF =
m∑
k=1

DGk ⊗ uj. (1.53)

Dicha definición surge de manera natural cuando H = V = L2([0, 1]). En este caso,
como se verá más adelante, la derivada de una variable aleatoria F es un proceso estocásti-
co cuadrado integrable que denotaremos por {DtF}t≥0. La definición previa establece, en
este caso particular, que la derivada de un proceso estocástico {ut}t≥0 ∈ L2(Ω, H) es un
proceso estocástico bivariado {Ys,t}s,t≥0 que se obtiene al aplicar el operador de derivada
a cada una de las variables aleatorias ut, es decir, Ys,t = DsZ, con Z = ut.

Usando un argumento análogo al de la prueba del Lema 5, se puede ver lo siguiente

Lema 6. El operador D, definido por (1.53), puede ser extendido a la cerradura de SV
en Lp(Ω, V ), la cual denotaremos por D1,p(V ).
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Demostración. Para verificar esta afirmación considere una variable aleatoria V -valuada
de la forma (1.52) y n sucesiones aproximantes {F (n)

k }n∈N ⊂ S, tal que F
(n)
k → 0 en

Lp(Ω,P) y DF
(n)
k → 0 en L2(Ω, V,P). Por el teorema de extensión de Hahn-Banach

basta ver que el operador lineal D es continuo en SV . Para ello, considere una sucesión
{Fn}n∈N ⊂ SV de variables aleatorias V -valuadas de la forma

Fn =
Nn∑
k=1

F
(n)
k vnk vnk ∈ V, F

(n)
k ∈ S,

que converge a cero respecto a la norma de Lp(Ω, V ), y supongamos que DFn converge
en Lp(Ω, H ⊗ V ) a cierta variable aleatoria ν1 ⊗ ν2 ∈ Lp(Ω, H ⊗ V ), con ν1 ∈ Lp(Ω, H) y
ν2 ∈ Lp(Ω, V ).

Sean h ∈ H y v ∈ V fijos. Supongamos sin pérdida de generalidad que 〈DFn, h〉H con-
verge c.s. a 〈ν, h〉H . Para toda variable aleatoria suave y acotada G ∈ Sb(V ) (donde Sb(V )
denota al conjunto de variables aleatorias de la forma (1.52), con Gk ∈ Sb), definimos

Zε := G exp{−εW (h)2}.

Dicha variable es tal que ZεW (h) está acotada. Utilizando argumentos análogos a la
prueba del lema (5), se tiene que 〈DFn, h⊗ v〉H Zε converge en Lp(Ω) y

ĺım
n

E[ZεW (h) 〈Fn, u〉V ] = ĺım
n

E[〈DZε, h〉H 〈Fn, u〉V ] = 0. (1.54)

Por otro lado,

E[〈ν1 ⊗ ν2, h⊗ v〉H Zε] = E
[
ĺım
n
〈DFn, h⊗ v〉H Zε

]
= ĺım

n
E [〈DFn, h⊗ v〉H Zε]

= ĺım
n

E

[〈
Nn∑
k=1

DF
(n)
k ⊗ vnk , h⊗ v

〉
H⊗V

Zε

]

= ĺım
n

Nn∑
k=1

〈vnk , v〉V E
[
Zε

〈
DF

(n)
k , h

〉
H

]
= ĺım

n

Nn∑
k=1

〈vnk , v〉V (E[ZF
(n)
k W (h)]− E[〈DZε, h〉H F

(n)
k ])

= E[Zε 〈Fn, u〉V W (h)]− E[〈DZε, h〉H 〈Fn, u〉V ], (1.55)

y por ende, utilizando las igualdades (1.54) y (1.55) concluimos que

E[〈ν1 ⊗ ν2, h⊗ v〉H Zε] = 0.

Por un argumento análogo a la prueba del lema (5), se concluye que 〈ν, h〉 = 0 c.s. y
consecuentemente ν = 0 c.s.
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Definición 5. Supongamos que F ∈ S es una variable aleatoria real suave. Entonces
DF ∈ S(H) es una variable aleatoria suave en H, y por ende, podemos definir la iteración
D2F = D(DF ) de acuerdo a la ecuación (1.53) y al lema 6. De esta manera, si es de la
forma (1.38), entonces DF es una función simple dada por

DF =
n∑
k=1

∂

∂xk
f(W (h1), ...,W (hn))hk,

y por ende,

D2F =
n∑
j=1

D
∂

∂xj
f(W (h1), ...,W (hn))⊗ hj

=
n∑

i,j=1

∂
2

∂xi∂xj
f(W (h1), ...,W (hn))hi ⊗ hk.

De manera análoga definimos la k-ésima iteración de la derivada para una variable
aleatoria de la forma (1.38) como DkF = DDk−1F , o equivalentemente

DkF =
n∑

i1,...,ik=1

∂
k

∂x1 · · · ∂xk
f(W (h1), ...,W (hn))hi1 ⊗ · · · ⊗ hik .

Para todo p ≥ 1 y todo natural k ≥ 1 definimos la familia de seminormas en S por

||F ||k,p =

(
E[||F ||p] +

k∑
j=1

E[||DjF ||p
H⊗j ]

) 1
p

.

Utilizando iteradamente el lema 6, es posible mostrar que esta familia de seminormas es
tal que el operador Dk puede extenderse a una función lineal definida en la cerradura de
S respecto a la norma Lp(Ω, H⊗k). Denotaremos a dicho dominio por Dk,p

A continuación se define el operador de derivada direccional de una variable aleatoria

Definición 6. Sea h ∈ H. Definimos el operador de derivada direccional

Dh : Dom(Dh) ⊂ L2(Ω) −→ L2(Ω),

para un elemento F ∈ S de la forma (1.38), de la siguiente manera

DhF = 〈DF, h〉H . (1.56)

Por un argumento análogo a los lemas 5 y 6, se tiene que Dh es un operador lineal
continuo que puede extenderse respecto a la norma de Lp(Ω), a cierto subespacio cerrado
que denotaremos por Dh,p. Equivalentemente, Dh,p consiste en la cerradura de S, respecto
a la norma

||F ||h,p = ||F ||p + ||DhF ||p.
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Es fácil verificar que la derivada de una variable aleatoria de la forma

F = f(W (h1), ...,W (hn))

en la dirección h, satisface la igualdad

〈DF, h〉H = ĺım
ε→0

1

ε
(f(W (h1) + ε 〈h1, h〉H , ...,W (hn + ε 〈hn, h〉H))− f(W (h1), ...,W (hn)))) .

El siguiente resultado caracteriza al dominio de convergencia del operador D1,2 en
términos de la descomposición en caos.

Proposición 4. Sea F una variable aleatoria cuadrado integrable con descomposición en
caos F =

∑∞
n=0 JnF . Entonces F ∈ D1,2 si y sólo si

E[||DF ||2H ] =
∞∑
n=1

n||JnF ||22 <∞ (1.57)

Más aún, si (1.57) se cumple, entonces, para todo n ∈ N se tiene que D(JnF ) = Jn−1(DF ),
donde Jk denota la proyección en caos descrita en el Teorema 2.

Demostración. En el contexto de la notación utilizada en la proposición 1 y dada una base
ortonormal {ek}k de H fija, supondremos que F = Φa para cierto multi-́ındice a := {ai}i∈N
tal que |a| = n ∈ N. Entonces, utilizando la relación d

dx
Hn(x) = Hn−1(x) podemos calcular

DΦa de la siguiente manera

DΦa =
√
a!
∞∑
j=1

Haj−1

∏
i≥1
i 6=j

Hajej.

Por lo tanto D(Φa) ∈ Hn−1(H) y consecuentemente D(JnF ) = Jn−1(DF ). Adicionalmen-
te, por la Proposición 1 se tiene que Haj−1

∏
i≥1
i 6=j

Haj ∈ Hn−1 por lo que, utilizando la

relación (1.17) aśı como el hecho de que ||Φa||22 = 1, se tiene que

E[||D(Φa)||2] = a!
∞∑
j=1

E[|Haj−1

∏
i≥1
i 6=j

Haj |2]

= a!
∞∑
j=1

1∏
i≥1
i 6=j

ai!(aj − 1)
= n||Φa||22

Esto prueba el resultado para el caso en que F = Φa.

A continuación haremos la prueba para el caso en que F ∈ Hn, para cierto n ∈ N. Sea
{a(k)}k∈N una enumeración de los multi-́ındices a ∈ Λ con |a| = n. Si F ∈ Hn, por la
proposición 1 existe una sucesión Fm ∈ Hn de variables de la forma

Fm =
m∑
k=1

αkΦa(k) , αk ∈ R (1.58)
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tales que F es el ĺımite en L2(Ω,P) de la sucesión Fm. Note que, por linealidad, la propo-
sición es válida para variables del tipo (1.58) y por ende,

E[||DFm||2H ] =
∞∑
k=1

k||JkFm||22 = n||Fm||22. (1.59)

Queremos mostrar que F ∈ D1,2 si y sólo si
∑∞

n=1 n||JnF ||22 < ∞. Para probar la
primera implicación supongamos que F ∈ D1,2. De la convergencia de Fn a F respecto a
la norma || · ||1,2 se sigue que

ĺım
n

E[||DFm||2H ] = E[||DF ||2H ]

ĺım
n

E[|Fm|2] = E[|F |2].

Esto aunado a la igualdad 1.59 implica que

∞∑
k=1

k||JkF ||22 = n||F ||22 = ĺım
m
n||Fm||22

= ĺım
m

E[||DFm||2H ]

= E[||DF ||2H ] <∞.

Rećıprocamente, supongamos que

n
∞∑
k=1

α2
k =

∞∑
k=1

k||JkF ||22 <∞.

Para verificar que F ∈ D1,2 basta probar que la sucesión Fn es de Cauchy respecto a la
norma || · ||1,2 y que su ĺımite respecto a dicha norma es F . Sean M,m1 y m2 números
naturales tales que M ≤ m1 ≤ m2. Entonces

||Fm1 − Fm2||21,2 = ||Fm1 − Fm2||22 + E[||DFm1 −DFm2||2H ]2

= ||Fm1 − Fm2||22 + E[||
m2∑

k=m1

αkDΦa(k) ||2H ]2

= ||Fm1 − Fm2||22 +

m2∑
k=m1

nα2
k.

El primer término del lado derecho de la igualdad tiende a cero cuando M → ∞ por la
convergencia en L2(Ω,P) de Fm mientras que el segundo término tiende a cero puesto que
la serie n

∑∞
k=1 α

2
k =

∑∞
k=1 k||JkF ||22 es convergente. Por lo tanto la sucesión Fm converge

respecto a la norma de D1,2 a cierta variable F ′, la cual, como se muestra a continuación,
es igual a F con probabilidad uno

E[|F − F ′|2] ≤ E[|F − Fm|2] + E[|F ′ − Fm|2]

≤ ||F − Fm||2 + ||F ′ − Fm||1,2
m→ 0
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por lo tanto F es el ĺımite de Fm respecto a la norma de D1,2 y consecuentemente F ∈ D1,2.
Finalmente, de la convergencia en || · ||1,2 de Fn, se sigue que

D(JnF ) = ĺım
m
D(JnFm) = ĺım

m
Jn−1DFm.

De la cerradura de Hn se sigue que D(JnF ) ∈ Hn−1. Esto demuestra el resultado para el
caso en que F ∈ Hn para algún n ∈ N.

Para demostrar el resultado para F ∈ L2(Ω,P) arbitrario procedemos de manera análoga;
sea

Fm =
m∑
k=1

JkF.

Entonces, por la descomposición en caos de L2(Ω,P) se tiene que Fm converge en L2(Ω,P)
a F . Por linealidad la proposición es válida para las variables Fm, y ya que las variables
JnF son ortogonales, se tiene que

E[||DFm||2H ] =
m∑
n=1

n||JnF ||22.

Queremos mostrar que F ∈ D1,2 si y sólo si
∑∞

n=1 n||JnFm||22 <∞. Para probar la primera
implicación supongamos que F ∈ D1,2. Entonces, por la ortogonalidad de las variables
DJnF (dichas variables son ortogonales pues DFn ∈ Hn−1(H)), se tiene que

E[||DF ||2H ] ≥ E[||DFm||2H ] =
m∑
n=1

n||JnF ||22,

y ya que E[||DF ||2H ] <∞ deducimos que

∞∑
n=1

n||JnF ||22 <∞.

Rećıprocamente, supongamos que
∑∞

k=1 k||JkF ||22 <∞. Para verificar que F ∈ D1,2 basta
probar que la sucesión Fn es de Cauchy respecto a la norma ||·||1,2 y que su ĺımite respecto a
dicha norma es F . Sean M,m1 y m2 números naturales tales que M ≤ m1 ≤ m2. Entonces

||Fm1 − Fm2||21,2 = ||Fm1 − Fm2||22 + E[||DFm1 −DFm2||2H ]2

= ||Fm1 − Fm2||22 + E[||
m2∑

k=m1

DJkF ||2H ]2

= ||Fm1 − Fm2||22 +

m2∑
k=m1

k||JkF ||22.
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El primer término del lado derecho de la igualdad tiende a cero cuando M → ∞ por la
convergencia en L2(Ω,P) de Fm mientras que el segundo término tiende a cero puesto que
la serie

∑∞
k=1 k||JkF ||22 es convergente. Por lo tanto la sucesión Fm converge respecto a la

norma de D1,2 a cierta variable F ′, la cual es igual a F con probabilidad uno.

El siguiente resultado es la regla de la cadena

Proposición 5. Considere, para p ≥ 1 fijo, una función ϕ : Rm −→ R derivable con
derivadas parciales acotadas, y F = (F 1, ..., Fm) un vector aleatorio cuyas componentes
pertenecen al espacio D1,p. Entonces ϕ(F ) ∈ D1,p y

D(ϕ(F )) =
m∑
i=1

DF i ∂

∂xi
ϕ(F ).

Demostración. Supondremos primeramente que ϕ es infinitamente derivable, y que las
variables F j son de la forma

F j = fj(W (hj1), ...,W (hjNj)), (1.60)

donde las funciones fj son infinitamente derivables, cuyas derivadas tienen crecimiento
polinomial. Sea Sn =

∑n
k=1Nk y definamos la función

g(x1, ..., xSm) := (f1(x1, ..., xS1), ..., fm(xSm−1+1, ..., xSm)),

y los vectores aleatorios
Yk := (W (hk1), ...,W (hkNk)).

Se tiene entonces que
ϕ(F ) = ϕ ◦ g(Y1, ..., Ym)

por lo tanto ϕ(F ) ∈ S (donde S está definida como el conjunto de funciones de la forma
(1.38)), y por ende, podemos calcular D(ϕ(F )) utilizando la regla de la cadena de la
siguiente manera

D(ϕ(F )) =
m∑
j=1

Nj∑
l=1

∂

∂xSj+l
ϕ ◦ g(Y1, ..., Ym)hjl

=
m∑
j=1

Nj∑
l=1

∂

∂xSj+l
g(Y1, ..., Ym)

∂

∂xj
ϕ(g(Y1, ..., Ym))hjl

=
m∑
j=1

∂

∂xj
ϕ(g(Y1, ..., Ym))

Nj∑
l=1

∂

∂xl
fj(Y1, ..., Ym)hjl

=
m∑
j=1

∂

∂xj
ϕ(g(Y1, ..., Ym))DF j
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Esto prueba el resultado cuando los F j son de la forma (1.60). Para el caso en que
F j ∈ D1,p son arbitrarios, consideramos m sucesiones {F j,l}l≥1, 1 ≤ j ≤ m de variables
aleatorias tales que F j,l ∈ S y F j,l tiende a F j respecto a la norma de D1,p cuando l tiende
a infinito. Por lo probado anteriormente, se tiene que el vector aleatorio F l definido por
F l := (F 1,l, ..., Fm,l) satisface

D(ϕ(F l)) =
m∑
i=1

∂

∂xi
ϕ(F l)DF i,l. (1.61)

Ya que ϕ es derivable con derivadas acotadas, se tiene que existe una constante c > 0 tal
que, para x, y ∈ Rm arbitrarios,

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ c||x− y||Rm . (1.62)

Y ya que D es un operador lineal y continuo en S, es acotado. Por lo tanto, concluimos
que existe una constante c′ > 0 tal que, para l1, l2 ≥ 0 arbitrarios,

||D(ϕ(F l1))−D(ϕ(F l2))||pH ≤ (cc′)p||F l1 − F l2 ||pRn . (1.63)

Por lo tanto, gracias a la convergencia en L2(Ω,P) de F l,j, aśı como las ecuaciones (1.63)
y (1.62), se sigue que la sucesiones{

E[||D(ϕ(F l))||pH ]
}
l∈N y

{
E[||ϕ(F l)||pH ]

}
l∈N

son de Cauchy. Por lo tanto ϕ(F l) converge cuando l tiende a infinito, respecto a la norma
de D1,p. Siguiendo un argumento análogo al utilizado durante la prueba de la Proposición
4 se verifica que ϕ(F ) es igual, casi seguramente, al ĺımite de ϕ(F l) respecto a la norma
D1,p y por ende, ϕ(F ) ∈ D1,p. Resta probar la igualdad

D(ϕ(F )) =
m∑
i=1

∂

∂xi
ϕ(F )DF j.

Utilizando el hecho de que ϕ(F l) converge a ϕ(F ) respecto a la norma || · ||1,p, aśı como
las igualdades (1.61) y (1.62), se pueden verificar, para h ∈ H arbitrario, las siguientes
convergencias en medida

m∑
i=1

∂

∂xi
ϕ(F l)

〈
DF i,l

〉
H

l−→ 〈D(ϕ(F )), h〉H ,

∂

∂xi
ϕ(F l)

l−→ ∂

∂xi
ϕ(F ),〈

DF i,l, h
〉
H

l−→
〈
DF i, h

〉
H
.

Esto implica, por la unicidad casi segura de los ĺımites en medida, que

〈D(ϕ(F )), h〉 =

〈
m∑
i=1

∂

∂xi
ϕ(F )DF, h

〉
P - c.s.
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En particular, si {ek}∞k=1 es una base ortonormal de H, se tiene que con probabilidad 1,

〈D(ϕ(F )), ek〉 =

〈
m∑
i=1

∂

∂xi
ϕ(F )DF, ek

〉
para todo k,

de donde se sigue el resultado para el caso en que ϕ es infinitamente derivable. Si ϕ
pertenece únicamente a C∞[Rd,R], utilizamos la siguiente aproximación para ϕ:

ϕn := ϕ ∗ ψn,

donde * denota la convolución de funciones y ψn es una aproximación de la identidad
infinitamente derivable, la cual podemos definir como

ψn(x) := nmh(mx), x ∈ Rm

donde h es la densidad de la distribución normal estándar8 en Rm. Se tiene entonces que
ϕn es una sucesión de funciones infinitamente derivables que convergen puntualmente a
ϕ (para mayores referencias sobre estos resultados ver [30], caṕıtulo 6). Por lo mostrado
anteriormente, la regla de la cadena es válida para ϕn, el resultado se sigue entonces
mediante un argumento de aproximación.

1.2.2. El operador de derivada para el ruido blanco

En esta sección vamos a suponer que el espacio de Hilbert H = L2(T,B, µ), para cierto
espacio de medida (T,B, µ). La derivada de una variable aleatoria en F ∈ D1,2 debe ser
una variable aleatoria cuadrado integrable con valores en H, es decir, DF ∈ L2(Ω, H,P) ∼=
L2(T×Ω,B⊗F , µ⊗P). Por lo tanto podemos pensar a DF como un proceso estocástico
indexado por T, el cual denotaremos por {DtF}t∈T. De manera general, si k ≥ 2 y
F ∈ Dk,2, la derivada iterada DkF es un proceso estocástico indexado por Tk, el cual
denotaremos por

DkF = {Dt1,...,tkF}. (1.64)

Recordemos que, gracias al teorema 3, si F ∈ L2(Ω,P), entonces F puede descompo-
nerse como

F =
∞∑
k=0

Ik(fk),

donde Ik denota la integral de Itô múltiple (ver sección 1.1.1), y donde los kerneles fk son
funciones simétricas de L2(Tk, µk). En este caso, la derivada de F puede calcularse de la
siguiente manera

8De hecho puede tomarse h como cualquier función positiva, infinitamente derivable tal que∫
Rm h(x)dx = 1
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Proposición 6. Sea F ∈ D1,2 una variable aleatoria cuadrado integrable de la forma

F =
∞∑
k=0

Ik(fk). (1.65)

Entonces, de acuerdo a la notación (1.64), se tiene que

DtF =
∞∑
n=1

nIn−1(fn(·, t)). (1.66)

Demostración. Si F = Imf , para cierta función elemental f de la forma

f(t1, ..., tm) =
n∑

i1,...,im=1

ai1,...,im1Ai1×···×Aim (t1, ..., tm),

entonces, de acuerdo a la definición 4, se tiene que

DF =
n∑

i1,...,im=1

ai1,...,ikD
(
W (1Ai1 ) · · ·W (1Aim )

)
=

n∑
i1,...,im=1

m∑
j=1

ai1,...,ikW (1Ai1 ) · · ·W (1Aij−1
)1AijW (1Aij−1

) · · ·W (1Aim ).

Por ende, la variable aleatoria DF ∈ L2(T× Ω, µ⊗ P) satisface

DF (t, ω) =
m∑
j=1

n∑
i1,...,im=1

ai1,...,im1Aij (t)
m∏
l=1
l 6=j

W (1Ail )(ω). (1.67)

Note que, para t ∈ T fijo, la segunda suma en el lado derecho de la igualdad (1.67)
coincide con la integral de Itô múltiple Im−1, de la función g definida por

Tm−1 g−→ R
(x1, ..., xm−1) 7−→ f(x1, ..., xj−1, t, xj+1, ..., xm−1).

Ya que la función f es simétrica, se tiene que g(x) = f(x, t). Por lo tanto, de la igualdad
(1.67) podemos conclúır que

DF (t, ω) =
m∑
j=1

Im−1f(·, t)(ω) = mIm−1f(·, t)(ω).

Esto demuestra el resultado para F = Im(f), para cierto kernel f . El resultado puede
generalizarse de manera directa para variables de la forma

F =
N∑
k=0

Ikfk,

para ciertos kerneles fk, y de aqúı se sigue el resultado para F en general utilizando un
argumento de aproximación
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A continuación calcularemos la derivada de esperanzas condicionales respecto a cierta
clase de σ-álgebras.

Lema 7. Para A ∈ B arbitrario, denotaremos por FA a la σ-álgebra generada por las
variables {W (1B) | B ∈ B, B ⊂ A}. Suponga que F es una variable aleatoria de la forma

F =
∞∑
n=0

In(fn),

donde fn son funciones simétricas en L2(Tn, µn). Se tiene entonces que

E[F | FA] =
∞∑
n=0

In(fn1
⊗n
A ), (1.68)

donde ⊗ denota el producto tensorial (para mayores referencias ver apéndice).

Demostración. Basta probar el resultado para el caso en que F = In(fn) para cierta
función fn ∈ En (el caso general se obtiene por un argumento de aproximación). Por la
linealidad de las integrales de Itô múltiples, podemos suponer que el kernel fn es de la
forma 1B1×...×Bn , donde B1, ...., Bn son conjuntos ajenos a pares de medida finita. Se tiene
entonces, de acuerdo a la notación (1.64), que

E[F | FA] = E [W (B1) · · ·W (Bm) | FA]

= E

[
n∏
i=1

(W (Bi ∩ A) +W (Bi ∩ Ac)) | FA

]
. (1.69)

Note que la variables W (Bi ∩ A) son medibles respecto a FA mientras que W (Bi ∩ Ac)
son independientes de FA. Por lo tanto, definiendo A0

i := Ai, y A1
i := Aci , y expandiendo

los términos
n∏
i=1

(W (Bi ∩ A) +W (Bi ∩ Ac))

en la igualdad (1.69), obtenemos

E[F | FA] =
1∑

i1,...,in=0

E
[
W (B1 ∩ Ai1) · · ·W (Bn ∩ Ain) | FA

]
=

1∑
i1,...,in=0

E
[
W (B1 ∩ Ai1) | FA

]
· · ·E

[
W (Bn ∩ Ain) | FA

]
=

n∏
i=1

(E [W (Bi ∩ A) | FA] + E[W (Bi ∩ Ac)) | FA]. (1.70)

Utilizando la independencia de las variables W (B1 ∩A), ...,W (Bn ∩A) respecto a FA en
la igualdad (1.70) obtenemos lo siguiente
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E[F | FA] =
n∏
i=1

(E [W (Bi ∩ A) | FA] + E[W (Bi ∩ Ac)])

=
n∏
i=1

E [W (Bi ∩ A) | FA] = E

[
n∏
i=1

W (Bi ∩ A) | FA

]
= In(1(B1∩A)×···×(Bn∩A)).

Proposición 7. Suponga que F pertenece al dominio de D1,2, y que A ∈ B. Entonces, en
el contexto de la notación (1.64), la esperanza condicional E[F | FA] pertenece a D1,2, y
se tiene lo siguiente

Dt(E[F |FA]) = E[DtF | FA]1A P-c.s.

Demostración. Por el lema 7 y la proposición 6 se tiene que

Dt(E[F | FA]) =
∞∑
n=1

nIn−1(fn(·, t)1⊗(n−1)
A )1A(t) = E[DtF | FA]1A

Como consecuencia de esta proposición se tiene el siguiente corolario

Corolario 3. Sea A ∈ B, y suponga que F ∈ D1,2 es FA-medible. Entonces DtF es cero
c.s. en Ac × Ω

Dado un conjunto medible A ∈ B, podemos definir el conjunto DA,2 de variables
aleatorias que son derivables en A como la cerradura de S con respecto a la seminorma

||F ||2A,2 = E[F 2] + E
[∫

A

(DtF )2µ(dt)

]
.

1.3. El operador de divergencia

En esta sección estudiaremos el operador de divergencia, definido como el adjunto del
operador de derivada.

Definición 7. Denotaremos por δ al operador adjunto de D, al cual llamaremos operador
de divergencia. Es decir, δ es un operador lineal, no acotado, definido en un subconjunto
de L2(Ω, H,P) tal que

i) El dominio de δ, denotado por Dom(δ), es el conjunto de variables aleatorias H-
valuadas u ∈ L2(Ω, H,P) tales que

|E[〈DF, u〉]| ≤ c||F ||2 (1.71)

Para toda F ∈ D1,2. Donde c es una constante que sólo depende de u.
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ii) Si u ∈ Dom(δ), entonces δ(u) es un elemento de L2(Ω,P) caracterizado por la
relación

E[Fδ(u)] = E[〈DF, u〉H ] (1.72)

para todo F ∈ D1,2.

1.3.1. Propiedades del operador de divergencia

Si u pertenece al dominio de δ, tomando F = 1 en la relación (1.72) se tiene que

E[δ(u)] = 0.

Denotaremos por SH el espacio vectorial de funciones de la forma

u =
n∑
j=1

Fjhj. (1.73)

donde Fj son variables aleatorias suaves, y los hj son elementos de H. De la fórmula
de integración por partes, establecida en el lema 3, se tiene que las variables u de esta
forma pertenecen al dominio de δ y se satisface

δ(u) =
n∑
j=1

FjW (hj)−
n∑
j=1

〈DFj, hj〉H . (1.74)

Para verificar esto note que, para toda variable aleatoria suave G se tiene que FkGW (h),
Fk 〈DG, hk〉 y 〈DFk, hk〉 son integrables (puesto que G,Fk y W (h) son variables aleatorias
suaves) y por ende, del lema de integración por partes deducimos lo siguiente

E[FkGW (hk)]− E[G 〈DFk, hk〉H ] = E[Fk 〈DG, hk〉H ]. (1.75)

Por lo tanto, utilizando la ecuación (1.75) y la desigualdad de Hölder, se tiene que

|E[〈DG, u〉H ]|2 ≤
n∑
k=1

|E[Fk 〈DG, hk〉H ]|2

=
n∑
k=1

(E[FkGW (h)]− E[G 〈DFk, hk〉H ])2

≤ 2
n∑
k=1

máx{E[FkGW (h)]2,E[G 〈DFk, hk〉H ]2},

y consecuentemente

|E[〈DG, u〉H ]|2 ≤ 2
n∑
k=1

|E[FkGW (h)]|2 + 2
n∑
k=1

|E[G 〈DFk, hk〉H ]|2

= 2
n∑
k=1

E
[
F 2
kW (h)2

]
E
[
G2
]

+ 2
n∑
k=1

E
[
G2
]
E
[
〈DFk, hk〉2H

]
=

(
2

n∑
k=1

E
[
F 2
kW (h)2

]
+ 2

n∑
k=1

E
[
〈DFk, hk〉2H

])
E[G2].
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Consecuentemente u pertenece al dominio de δ. Por otro lado,

E[〈DF, u〉H ] =
n∑
k=1

E[〈DF, hk〉H Fk]

=
n∑
k=1

E[FkW (hk)]− E[F 〈DFk, hk〉H ]

= E

[(
n∑
k=1

FkW (hk)− 〈DFk, hk〉H

)
F

]
.

Por lo tanto,

δ(u) =
n∑
k=1

FkW (hk)− 〈DFk, hk〉H .

En la siguiente proposición se muestra una amplia clase de variables aleatorias H-
valuadas contenidas en el dominio del operador de divergencia. Antes de enunciar la
proposición introduciremos la siguiente notación

i) Dados dos tensores simétricos u ∈ H⊗̂n y v ∈ H⊗̂(n+m), donde v es de la forma

v = v1⊗ v2 para ciertos elementos v1 ∈ H⊗̂n y v2 ∈ H⊗̂m, podemos definir un tercer
tensor simétrico perteneciente a H⊗̂m, el cual denotaremos por 〈u, v〉H⊗n , mediante
la fórmula

〈u, v〉H⊗n := v2 〈v1, u〉H⊗n . (1.76)

Note que, ya que los tensores u, v son simétricos, se tiene que

〈u, v〉H⊗n = 〈symm(u), symm(v)〉H⊗n .

ii) Si u ∈ D1,2, la derivada de u induce la siguiente transformación lineal, la cual
denotaremos por Du

H
Du−→ H

v 7−→ 〈Du, v〉H ,
(1.77)

donde la variable aleatoria H-valuada 〈Du, v〉H ∈ L2(Ω, H,P), tiene sentido de
acuerdo a la notación establecida en i).

iii) Dados u ∈ D1,2(H⊗k) y h ∈ H⊗j, para j ≤ k, denotaremos por Dhu a la variable
aleatoria en L2(Ω, H⊗(k−j),P) dada por

Dhu = 〈Du, h〉H⊗j . (1.78)

Es fácil verificar, utilizando un razonamiento análogo a los lemas 5 y 6, que el
operador lineal Dh es continuo, y por ende, puede extenderse a la cerradura de
SH⊗k respecto a la norma

||F ||2,H⊗k,h = E[||F ||2H⊗k ]
1
2 + E[||DhF ||2H⊗(k−j) ]

1
2 .
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iv) Dado un operador lineal continuo A : H −→ H, y una base ortonormal de H,
{ek}k∈N. Definimos la traza de A por

Tr(A) =
∞∑
k=1

〈A(ek), ek〉H .

Es posible verificar que dicha definición no depende de la base. Adicionalmente se
tiene que, si A,B : H −→ H son dos operadores lineales continuos, entonces

Tr(A ◦B) =
∞∑

k,j=1

〈B(ek), ej〉H 〈A(ej), ek〉H .

Proposición 8. El espacio D1,2(H), para k ∈ N ∪ {0}, está contenido en el dominio de
δ. Si u, v ∈ D1,2, entonces

E[δ(u)δ(v)] = E[〈u, v〉] + E[Tr(Du ◦Dv)].

Donde las transformaciones lineales Du y Dv tienen sentido de acuerdo a ii) y Tr denota
la traza, definida de acuerdo a iv).

Demostración. Comenzaremos mostrande el siguiente lema

Lema 8. Si F ∈ S, h ∈ H y u ∈ SH (donde SH está definido como el conjunto de
funciones de la forma (1.52)). Entonces se cumple la siguiente relación de conmutatividad

Dh(δ(u)) = 〈u, h〉+ δ(Dhu), (1.79)

donde el producto interno Dhu = 〈Du, h〉H está definido de acuerdo a la notación esta-
blecida en (1.76).

Demostración. Suponga que u es una variable aleatoria suave, es decir, tiene la forma
(1.73), para ciertas variables aleatorias suaves Fj con

Fk = fk

(
W (v

(k)
1 ), ...,W (v

(k)
Nk

)
)

Nk ∈ N.

Es fácil verificar que las variables Fk satisface la siguiente regla de Leibnitz

D(FkW (hk)) = DFkW (hk) +DW (hk)Fk.

Por lo tanto, utilizando la regla de la cadena, la observación iii) y la relación (1.74), se
tiene lo siguiente
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Dh(δ(u)) =
n∑
k=1

Dh (δ (Fkhk))

=
n∑
k=1

Dh(FkW (hk))−
n∑
k=1

Dh(〈DFk, hk〉H)

=
n∑
k=1

〈D(FkW (hk)), h〉H −
n∑
k=1

Nk∑
j=1

〈
v

(k)
j , hk

〉
H
Dh ∂

∂xj
fk

(
W
(
v

(k)
1

)
, ...,W

(
v

(k)
Nk

))
=

n∑
k=1

〈W (hk)DFk, h〉H +
n∑
k=1

〈FkD(W (hk)), h〉H −

n∑
k=1

Nk∑
j=1

Nk∑
i=1

∂
2

∂xj∂xi
fk

(
W
(
v

(k)
1

)
, ...,W

(
(v

(j)
Nk

))〈
v

(k)
j , hk

〉
H

〈
v

(k)
i , h

〉
H

y por lo tanto,

Dh(δ(u)) =
n∑
k=1

W (hk) 〈DFk, h〉H + Fk 〈hk, h〉H −

n∑
k=1

Nk∑
i=1

Dhk

(
∂

∂xi
fk(W (v

(k)
1 ), ...,W (v

(k)
Nk

))
〈
v

(k)
i , h

〉
H

)
=

n∑
k=1

Fk 〈h, hk〉H +
n∑
k=1

DhFkW (hk)−
n∑
k=1

Dhk(DhFk)

=
n∑
k=1

Fk 〈h, hk〉H +
n∑
k=1

(
DhFkW (hk)−

〈
D(DhFk), hk

〉
H

)
= 〈u, h〉H + δ(Dhu).

Por lo tanto la relación (1.79) se satisface para variables u ∈ SH .

Procederemos ahora con la demostración de (1.79). Sea {en}n∈N una base ortonormal de
H. A partir de (1.79) y (1.72), deducimos que para cualesquiera u, v ∈ SH se cumple lo
siguiente
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E[δ(u)δ(v)] = E [〈v,D(δ(u))〉H ]

= E

[
∞∑
i=1

〈v, ei〉H 〈ei, D(δ(u))〉

]
= E

[
∞∑
i=1

〈v, ei〉H D
ei(δ(u))

]

= E

[
∞∑
i=1

〈v, ei〉H
(
〈u, ei〉H + δ(Deiu)

)]

= E [〈u, v〉] +
∞∑
i=1

E [δ(Deiu) 〈v, ei〉H ]

= E [〈u, v〉] +
∞∑
i=1

E
[
〈Deiu,D 〈v, ei〉H〉H

]
,

y por lo tanto

E[δ(u)δ(v)] = E [〈u, v〉] + E

[
∞∑

i,j=1

〈Deiu, ej〉H 〈D 〈v, ei〉H , ej〉H

]

= E [〈u, v〉] + E

[
∞∑

i,j=1

Dei 〈u, ej〉H D
ej 〈v, ei〉H

]
= E[〈u, v〉H ] + E[Tr(Du ◦Dv)]. (1.80)

Por otro lado, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

E[Tr(Du ◦Du)] = E

[
∞∑
i=1

∞∑
j=1

Dei 〈u, ej〉H D
ej 〈u, ei〉H

]

≤ E

 ∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

(Dei 〈u, ej〉H)2

) 1
2
(
∞∑
j=1

(Dej 〈u, ei〉H)2

) 1
2


≤ E

( ∞∑
i=1

∞∑
j=1

(Dei 〈u, ej〉H)2

) 1
2
(
∞∑
i=1

∞∑
j=1

(Dej 〈u, ei〉H)2

) 1
2


= E

[
∞∑
i=1

∞∑
j=1

(Dej 〈u, ei〉H)2

]
,
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y por ende,

E[Tr(Du ◦Du)]

= E

 ∞∑
i=1

∞∑
j=1

(
n∑
k=1

Nk∑
l=1

∂

∂xk
f
(
W
(
v

(k)
1

)
, ...,W

(
v

(k)
Nk

))〈
v

(k)
l , ej

〉
H
〈hk, ej〉H

)2


= E

 ∞∑
i=1

∞∑
j=1

(〈
n∑
k=1

Nk∑
l=1

∂

∂xk
f
(
W
(
v

(k)
1

)
, ...,W

(
v

(k)
Nk

))
v

(k)
l ⊗ hk, ej ⊗ ei

〉
H⊗2

)2


= E

[
∞∑
i=1

∞∑
j=1

〈Du, ej ⊗ ei〉2H⊗2

]
= E

[
||Du||2H⊗H

]
.

(1.81)

Por lo tanto, de (1.80) y (1.81), se sigue que

E[δ(u)2] ≤ E[||u||2H ] + E[||Du||2H⊗H ] = ||u||21,2,H . (1.82)

Finalmente, si u ∈ D1,2(H), entonces existe una sucesión u(n) ∈ SH tal que u(n)

converge a u en L2(Ω,P) y Du(n) converge a Du en L2(Ω, H ⊗H,P). Por lo tanto, de la
relación (1.82) se sigue que δ(u(n)) converge en L2(Ω,P) a δ(u). Más aún, de las relaciones
(1.81) y (1.80) se sigue que para toda u ∈ D1,2(H) se cumple

E[δ(u)δ(v)] = E[〈u, v〉H ] + E[Tr(Du ◦Dv)].

A continuación extenderemos la relación (1.79), la cual establece que

Dh(δ(u)) = 〈u, h〉+ δ(Dhu)

a una clase más amplia de variables aleatorias. Para ello utilizaremos el siguiente lema

Lema 9. Sea G una variable aleatoria cuadrado integrable. Suponga que existe una va-
riable Y ∈ L2(Ω,P) tal que

E[Gδ(hu)] = E[Y F ] para toda F ∈ D1,2.

Entonces G ∈ Dh,2 y DhG = Y .

Demostración. Gracias a la proposición 4, se tiene lo siguiente:

E[Y F ] = E[Gδ(hF )]

=
∞∑
n=1

E[(JnG)δ(hF )] + E[(J0G)δ(hF )]

=
∞∑
n=1

E[FDh(JnG)] + E[G]E[δ(hF )]

=
∞∑
n=1

E[FJn−1D
hG]
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es decir,

〈F, Y 〉2 =
∞∑
n=0

〈
F, Jn(DhG)

〉
2

Por lo tanto, para todo k ∈ N se tiene que JkY = JkD
hG, de donde se sigue el resultado.

Proposición 9. Suponga que u ∈ Dh,2(H), y Dhu pertenece al dominio de la divergencia.
Entonces δ(u) ∈ Dh,2, y la relación de conmutatividad (1.79) se cumple.

Demostración. Sea F ∈ D1,2. Por (1.80), se tiene que

E[δ(u)δ(Fh)] = E[〈u, Fh〉H + Tr(Du ◦D(hF ))].

Note que, para v ∈ H arbitrario se tiene que

Du ◦D(hF )(v) = Du(〈D(hF ), v〉H)

= 〈Du, h 〈DF, v〉H〉H
= 〈DF, v〉H 〈Du, h〉H
= 〈DF, v〉H D

hu.

Por lo tanto,

Tr(Du ◦D(hF )) =
∞∑
k=1

〈Du ◦D(hF )(ek), ek〉H

=
∞∑
k=1

〈DF, ek〉H
〈
Dhu, ek

〉
H

=
〈
DF,Dhu

〉
H
.

A partir de esta igualdad deducimos que

E[δ(u)δ(Fh)] = E[〈u, Fh〉H +
〈
DF,Dhu

〉
H

]

= E[〈u, Fh〉H + δ(Dhu)F ].

El resultado se sigue entonces del lema 9

La siguiente proposición nos permite factorizar variables aleatorias escalares en la
divergencia

Proposición 10. Sea F ∈ D1,2 y sea u en el dominio de la divergencia tal que Fu ∈
L2(Ω, H,P). Entonces Fu pertenece al dominio de la divergencia y se cumple

δ(Fu) = F (δ(u))− 〈DF, u〉H . (1.83)

Siempre y cuando el lado derecho de la igualdad sea cuadrado integrable
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Demostración. Por la regla de la cadena se tiene que, para toda variable aleatoria G ∈ S0

E[〈DG,Fu〉H ] = E[〈u, FDG〉H ]

= E[〈u,D(FG)−GDF 〉H ]

= E[(δ(u)F − 〈u,DF 〉H)G].

De donde se sigue el resultado.

El siguiente resultado es una versión de la proposición anterior, en la cual u es deter-
minista. En este caso se pide únicamente que F sea derivable en la dirreción de h.

Proposición 11. Sea h ∈ H y F ∈ D1,2. Entonces Fh pertenece al dominio de δ y la
siguiente igualdad se cumple

δ(Fh) = FW (h)−DhF (1.84)

Demostración. Gracias a la proposición 10, el resultado es válido si F ∈ S. Por otro lado,
si {Fn}n∈N es una sucesión de variables aleatorias en S que convergen en L2(Ω,P) a F , y
tales que DhFn converge en L2(Ω,P) a DhF . Por un argumento análogo a la prueba de
la proposición 9, podemos deducir, a partir de la igualdad (1.80), que

E[δ(Fh)2] = E[F 2||h||2H ] + E[(DhF )2].

Esto aunado a la convergencia en L2(Ω,P) de las variablesDhFn y Fn implican el resultado.

1.3.2. La integral de Skorohod

Supondremos a lo largo de esta sección que el espacio de Hilbert H tiene la forma H =
L2(T,B, µ). Para cierto espacio de medida (T,B, µ). En este caso los elementos de Dom(δ)
son procesos estocásticos cuadrado integrables (gracias a la identificación L2(Ω, H,P) =
L2(Ω×T,F⊗B(T),P⊗µ)), y la divergencia δ(u) recibe el nombre de integral de Skorohod.
Utilizaremos en lo sucesivo la siguiente notación

δ(u) =

∫
T

utδWt.

De los teoremas 2 y 3, se deduce que todo elemento u ∈ L2(T × Ω, µ ⊗ P) tiene una
expansión en caos de la forma

u(t) =
∞∑
n=0

In(fn(·, t)), (1.85)

donde, para todo n ∈ N, fn ∈ L2(Tn+1, µn+1) es una función simétrica sobre las primeras
n variables. Más aún, como las covarianzas de las integrales de Itô múltiples satisfacen la
relación9

E[Im(f)Iq(g)] =

{
0 si m 6= q

n!〈f̃ , g̃〉L2(Tm,µm) si n = q,
(1.86)

9ver sección 1.1.1
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se tiene que

E
[∫

T

u(t)2µ(dt)

]
=
∞∑
n=0

n!||fn||2L2(Tn+1,µn+1).

El siguiente resultado expresa al operador δ en términos de la expansión en caos de u.
derivadaruidoblanco

Proposición 12. Sea u ∈ L2(T× Ω, µ⊗ P), con expansión dada por (1.85). Entonces u
pertence a Dom(δ) si y sólo si la serie

∞∑
n=0

In+1(f̃n)

converge en L2(Ω,P), en cuyo caso

δ(u) =
∞∑
n=0

In+1(f̃n)

Demostración. Supongamos que la serie

∞∑
n=0

In+1(f̃n)

converge en L2(Ω,P). Denotaremos por f̃n a la simetrización de fn. Considere una variable
aleatoria G := In(g) ∈ Hn, para n ∈ N y g : Tn −→ T simétrica. Gracias la proposición
4 se tiene que DG pertenece10 a Hn−1(H), por lo que aplicando el teorema de Fubini, la
proposición 6 y las expresiones (1.85) y (1.86), deducimos lo siguiente

E[〈u,DG〉H ] = E
[∫

T
utDtGµ(dt)

]
=

∫
T

E [utDtG]µ(dt)

=

∫
T
E [utnIn−1(g(·, t))]µ(dt)

=
∞∑
m=0

∫
T
E [Im(fm(·, t))nIn−1(g(·, t))]µ(dt)

=

∫
T
E [In−1(fn−1(·, t))nIn−1(g(·, t))]µ(dt)

= n(n− 1)!

∫
T
〈fn−1(·, t), g(·, t)〉L2(Tn−1,µn−1) µ(dt)

= n(n− 1)! 〈fn−1, g〉L2(Tn,µn) = n!
〈
f̃n−1, g

〉
L2(Tn,µn)

= E[In(f̃n−1)Ing] = E[In(f̃n−1)G]. (1.87)

A partir de la ecuación (1.87) deducimos que si u ∈Dom(δ), entonces

E[δ(u)G] = E[〈u,DG〉H ] = E[In(f̃n−1)G].

10Donde SH denota al conjunto de variables aleatorias de la forma (1.52)
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Si tomamos Jnu en lugar de u en la igualdad anterior, y denotamos por 〈·, ·〉Hn a la
restricción de 〈·, ·〉H a Hn, obtenemos que para cada G ∈ Hn

〈δ(Jnu), G〉Hn = E[δ(Jnu)G] = E[〈Jnu,DG〉H ]

= E[In(f̃n−1)G] =
〈
In(f̃n−1), G

〉
Hn
.

De la igualdad anterior se sigue que In(g) coincide con la n-ésima proyección en caos de

u. Consecuentemente la serie
∑∞

n=0 In+1

(
f̃n

)
converge en L2(Ω,P) y su ĺımite coincide

con δ(u). Rećıprocamente, si la serie
∑∞

n=0 In+1(f̃n) converge en L2(Ω,P) a cierta variable
aleatoria V , entonces, de (1.87) se sigue que

E

[∫
T
utDt

(
N∑
n=0

In(gn)

)
µ(dt)

]
= E

[
V

N∑
n=0

In(gn)

]
.

Por lo tanto, para todo F ∈ D1,2 se tiene que〈
u,D

(
N∑
n=0

JnF

)〉
L2(Ω,H,P)

= E[V
N∑
n=0

In(gn)] ≤ ||V ||2||F ||2.

Ya que F ∈ D1,2, el teorema de descomposición en caos garantiza que la sucesión
∑N

n=0 JnF
converge en L2(Ω, H,P) a F . Consecuentemente,

〈u,DF 〉L2(Ω,H,P) ≤ ||V ||2||F ||2.

Por lo tanto u pertenece al dominio de δ, y de la primera parte de la demostración se
sigue el resultado.

Observación
De la proposición 12, y la ecuación (1.86), se sigue que el dominio de δ coincide con el
subespacio de L2(T× Ω, µ⊗ P) de procesos que satisfacen la condición

E[δ(u)2] =
∞∑
n=0

(n+ 1)!||f̃ ||2L2(Tn+1,µn+1). (1.88)

En lo sucesivo, denotaremos por L1,2 al espacio D1,2(L2(T, µ)), el cual, por la proposición
8 está contenido en el dominio de δ.

Al particularizar varias las propiedades del operador de divergencia (obtenidas en la
sección anterior) para el caso del ruido blanco obtenemos propiedades muy similares a
las de la integral de Itô, de hecho, como se verá más adelante, la integral de Skorohod
generaliza a la integral de Itô. Por ejemplo, de la relación (1.79) se tiene que

E[δ(u)δ(v)] =

∫
T
E[utvt]µ(dt) +

∫
T

∫
T
E[DsutDtvs]µ(ds)µ(dt). (1.89)
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Una consecuencia de esta relación es que, si u y v son adaptados a la filtración generada
por el movimiento browniano Bt := W (1[0,t]), por el corolario 3 se tiene que Dsut = 0 c.s.
para cualesquiera s, t ≥ 0 tales que s > t. Por lo tanto, de la igualdad (1.89) se tiene que

E[δ(u)δ(v)] =

∫
T
E[utvt]µ(dt),

la cual es la propiedad de isometŕıa de la integral de Itô.

Por otro lado, la proposición 11 en el caso del ruido blanco puede interpretarse, como
se muestra en la siguiente proposición, como una versión de teorema fundamental del
calculo (pensando en D y δ como la derivada e integral para funciones reales)

Proposición 13. Suponga que u ∈ L1,2 y que para casi todo t ∈ R+ el proceso {Dtus}s∈T
es Skorohod integrable. Suponga adicionalmente que existe una versión del proceso {

∫
TDtusdWs}t≥0

que pertenece a L2(T× Ω, µ⊗ P). Entonces δ(u) ∈ D1,2, y se tiene lo siguiente

Dt(δ(u)) = ut +

∫
T
DtusdWs. (1.90)

El siguiente resultado caracteriza a la familia de procesos estocásticos que pueden
escribirse como DF para cierta variable F .

Proposición 14. Suponga que u ∈ L2(T× Ω, µ⊗ P) tiene la forma

u =
∞∑
n=0

In(fn(·, y)).

Existe una variable F ∈ D1,2 tal que DF = u si y solo si los kerneles fn son funciones
simétricas sobre todas sus componentes

Demostración. Supongamos que u = DF para cierta F ∈ D1,2. Aplicando la proposi-
ción 6 a la variable F , se sigue que los kerneles fn son simétricos (Basta comparar las
descomposiciones (1.65) y (1.66)). Supongamos rećıprocamente que

u =
∞∑
n=0

In(fn(·, y))

para ciertos los kerneles fn simétricos sobre todas sus variables. Considere la sucesión

XN :=
N∑
n=0

1

n+ 1
In+1(fn).

Note que la norma en L2(Ω,P) de las variables 1
n+1

In+1(fn) coincide con la norma en
L2(Ω, H,P) de In(fn(·, y)). Por lo tanto, la convergencia en D1,2 de la sucesión Xn se sigue
de la convergencia en L2(Ω, H,P) de

∑∞
n=0 In(fn(·, y)). El resultado se sigue entonces

aplicando la proposición 6 a la variable ĺımN→∞XN , y comparando las descomposiciones
(1.65) y (1.66) .
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1.3.3. Integral de Skorohod múltiple

Sea V un espacio de Hilbert separable. Como se mencionó en la definición 5, para
todo k ∈ N, y para toda variable aleatoria V -valuada G ∈ L2(Ω, V ), podemos definir el
operador de derivada iterada iterada DkG, de manera que

Dom(Dk) ⊂ L2(Ω, V )
Dk.−→ L2(Ω, H⊗k ⊗ V )

G 7−→ Dk

Este operador resulta de extender continuamente el mapeo que asigna a cada variable
aleatoria G de la forma

G =
m∑
i=1

Fjvj, Fj ∈ Dk,p, vj∈V ,

la variable aleatoria H⊗k ⊗ V -valuada

DkG =
m∑
i=1

DkFi ⊗ vi.

En este contexto, definimos la integral de Skorohod múltiple δk para variables alea-
torias H⊗k ⊗ V -valuadas, como el operador adjunto de Dk : Dom(Dk) ⊂ L2(Ω, V ) −→
L2(Ω, H⊗k ⊗ V ).

Observaciones:

1. Si F es una variable aleatoria de la forma F = f(W (w1), ...,W (wm)), con wj ∈ H,
y donde f : Rm −→ R es infinitamente derivable. Entonces, la variable aleatoria
H ⊗ V -valuada definida por

G := Fh,

con v ∈ V , h ∈ H y F ∈ Dom(δ), satisface

δ(G) = δ(Fh)v.

2. Si F es una variable aleatoria de la forma F = f(W (w1), ...,W (wm)), con wj ∈ H,
y donde f : Rm −→ R es infinitamente derivable. Entonces, la variable aleatoria
H⊗k ⊗ V -valuada definida por

G := Fh1 ⊗ h2 ⊗⊗v,

con v ∈ V , hj ∈ H y F ∈ Dom(δ), satisface

δk(G) = δk(Fh1 ⊗ · · · ⊗ hk ⊗ v)

= δk−1(δ(Fh1)h2 ⊗ · · · ⊗ hk ⊗ v)

= δk−2(δ(δ(Fh1)h2)h3 ⊗ · · · ⊗ hk ⊗ v)
...

= δ(hkδ(hk−1δ(hk−2δ(· · · δ(h1F )))))v
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Elementos de la teoŕıa del cálculo de Malliavin

3. Si G es una variable aleatoria H⊗k-valuada, perteneciente al dominio de δk, entonces
δkG coincide con δkĜ, donde Ĝ denota a la simetrización de G11. Sin embargo, si
G′ es una variable aleatoria H⊗(k+r)-valuada, con r ≥ 1, perteneciente al dominio
de δk, entonces δkG′ no necesariamente coincide con δk(Ĝ′). Por ejemplo, si
h1, h2 ∈ H, y F = f(W (v)), para cierto polinomio f , y v ∈ H, entonces

δ2(h1 ⊗ h2) = δ(δ(h1F )h2)

= δ(h2W (h1)f(W (v))− h2 〈v, h1〉H f
′(W (v)))

= W (h2)W (h1)− 〈h1, h2〉H f(W (v)) + 〈v, h1〉H 〈v, h2〉H f
′′(W (v))−

f ′(W (v)) (W (h1) 〈v, h2〉+W (h2) 〈v, h1〉H)

= δ(h1W (h2)f(W (v))− h1 〈v, h2〉H f
′(W (v)))

= δ2(h2 ⊗ h1).

Por otro lado,

δ(Fh1 ⊗ h2) = δ(h1F )h2

= (W (h1)f(W (v))− f ′(W (v)) 〈v, h1〉)h2,

y

δ(Fh2 ⊗ h1) = δ(h2F )h1

= (W (h2)f(W (v))− f ′(W (v)) 〈v, h2〉)h1,

por lo tanto δ(Fh1 ⊗ h2) 6= δ(symm(Fh1 ⊗ h2)) = δ(F 1
2
(h1 ⊗ h2 + h2 ⊗ h1).

1.3.4. La integral de Itô como un caso particular de la integral
de Skorohod

Lema 10. Sea A ∈ B, y sea F una variable aleatoria cuadrado integrable y medible
respecto a la σ-álgebra FAc. Entonces el proceso F1A es Skorohod integrable y

δ(F1A) = FW (A)

Demostración. Suponga que F ∈ D1,2. Entonces, por la proposición 10, y el corolario 3
se tiene que

δ(F1A) = FW (A)−
∫
T
DtF1Aµ(dt) = FW (A),

de donde se sigue el resultado. Si F simplemente es una variable aleatoria cuadrado
integrable, podemos demostrar el resultado aproximando a F mediante una sucesión Fn
de variables en D1,2, que convergen a F respecto a la norma de D1,2, y utilizando el hecho
de que δ es un operador continuo respecto a la (Esto se deduce de la relación (1.82))
norma D1,2.

11Esto se sigue del hecho de que, para toda variable aleatoria suave F , la variable DkF (ω) pertenece

a H⊗̂k
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El operador de divergencia

Usando el lema 10 podemos demostrar que la integral de Skorohod es una generaliza-
ción de la integral de Itô. Sea {(W 1

t , ...,W
d
t )} un movimiento browniano d-dimensional,

T = Rd y sea L2
a el subespacio cerrado de L2(T × Ω, µ ⊗ P) formado por los procesos

adaptados al movimiento browniano.

Proposición 15. Se cumple que L2
a ⊂ Dom(δ), y el operador δ, restringido a L2

a coincide
con la integral de Itô, es decir

δ(u) =
d∑
i=1

∫ 1

0

uitdW
i
t .

Demostración. Supongamos que u es una función elemental de la forma

ut =
n∑
j=1

Fj1(tj ,tj+1](t),

donde Fj ∈ L2(Ω,Ft,P,Rd), y 0 ≤ t1 < · · · < tn+1 ≤ 1 (donde Ft := F[0,t]). Entonces, por
el lema 10 se tiene que u ∈ Domδ y

δ(u) =

f∑
i=1

n∑
j=1

F i
j (W

i
tj+1
−W i

tj
). (1.91)

Todo proceso u ∈ L2
a puede ser aproximado por una sucesión de procesos simples {u(n)}n∈N

respecto a la norma L2(T × Ω, µ ⊗ P) (para mayores referencias ver [9]), más aún, las
integrales de Itô de u(n) convergen en L2(Ω,P) a la integral de Itô de u. Por otro lado, a
partir de la ecuación (1.91) deducimos que δ(u(n)) coincide con la integral de Itô de u(n).
Por lo tanto, como u(n) converge en L2(Ω,P) a u y el operador δ es cerrado, se sigue que
u ∈ Dom(δ), y que δ(u) coincide con el ĺımite en L2(Ω,P) de la sucesión δ(u(n)), el cual
es precisamente la integral de Itô de u.
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Caṕıtulo 2

Teorema del ĺımite central para
integrales de Skorohod múltiples

Esta sección está dedicada a estudiar el teorema del ĺımite central para integrales
de Skorohod múltiples, resultado que utilizaremos posteriormente para estudiar las p-
variaciones de Hermite del movimiento browniano fraccionario.

A grandes rasgos, el resultado principal de esta sección establece que si {Fn}n≥1 es
una sucesión de variables aleatorias de la forma Fn = δq(un), donde un son variables con
valores en H⊗n, entonces, bajo ciertos supuestos de regularidad, la sucesión Fn converge
en distribución a una mezcla de variables Gaussianas centradas. El estudio de la conver-
gencia en ley para este tipo de variables está motivado principalmente por los siguientes
resultados, los cuales han sido probados por Nualart, Peccati, Nourdin, Ortiz-Latorre y
Reinert en 1001[20], 1001[21], 1001[26], 1001[23].

1. Si {Fn}n≥1 es una sucesión de variables aleatorias pertenecientes al q-ésimo caos de
Wiener tales que E[Fn] = 0 y ĺımn E[F 2

n ] = 1, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes

i) Fn converge en ley a una distribución normal estándar.

ii) ĺımn E[F 4
n ] = 3.

iii) La sucesión de variables aleatorias ||DFn||2H converge a q en L2(Ω,P).

2. Se tienen las siguientes cotas para la distancia en variación total de Fn con la
distribución normal estándar

sup
z∈R
|P[Fn ≤ z]− P[N ≤ z]| ≤

√√√√E

[(
1− 1

q
||DFn||2H

)2
]

≤
√
q − 1

3q

√
|E[F 4

n ]− 3|.

Algunas de las aplicaciones de estos resultados consisten en el estudio de p-variaciones
de integrales estocásticas fraccionarias, funcionales cuadráticos de procesos gaussianos y
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auto intersecciones del movimiento browniano fraccionario entre otros. El teorema que
probaremos en esta sección es similar a la equivalencia entre i) y iii) en el sentido de que
establece condiciones para la convergencia en ley de variables aleatorias (las cuales esta
vez no necesariamente pertenecen a un mismo caos) en términos del comportamiento de
sus derivadas.

A continuación introduciremos el concepto de convergencia estable , el cual será fun-
damental en el estudio de la convergencia en ley para integrales de Skorohod.

2.0.5. Convergencia estable de variables aleatorias

Definición 8. Sea (Ω,G,P) un espacio de probabilidad y sea G una sub-σ-álgebra de F
(en particular podemos considerar G = F). Considere una sucesión de variables aleatorias
Fn-medibles respecto a G, con valores en un espacio métrico separable E, denotaremos por
E a la σ-álgebra de Borel de E.

Decimos que la sucesión {Fn}∞n=1 converge G-establemente (o establemente si G = F)
si existe una medida de probabilidad µ en (Ω × E,G ⊗ E) tal que, para toda variable
aleatoria G-medible y acotada Y , y para toda función continua y acotada f : E → R, se
satisface

ĺım
n

E[f(Fn)Y ] =

∫
Ω×E

Y (ω)f(x)µ(dω, dx). (2.1)

Note que la convergencia estable es más fuerte que la convergencia en distribución.
De hecho, si la sucesión {Fn}∞n=1 satisface (2.1), entonces la distribución ĺımite de Fn es
µ(Ω, ·). Más aún, si descomponemos a la medida µ de la siguiente manera

µ(dω, dx) = P[dω]Q(ω, dx), en G ⊗ E , (2.2)

donde Q(ω, dx) es un kernel de transición, entonces la convergencia G-estable de Fn a la
medida µ es equivalente a la condición

ĺım
n

E[Y Qnf ] = E[Y Qf ]

para toda variable aleatoria Y medible respecto a G, y para toda función continua y
acotada f : E → R. De esta manera µ puede ser interpretada como la distribución
condicional ĺımite de Fn dado G.

A continuación se muestran algunas condiciones equivalentes a la convergencia estable
de variables aleatorias, la prueba de dichos resultados puede encontrarse en 1001[7]

1. Fn converge G-establemente.

2. Para cada variable aleatoria G-medible en Ω, Y . El vector (Y, Fn) converge en ley.

3. Para cada variable aleatoria G-medible en Ω, Y . El vector (Y, Fn) converge G-
establemente.
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Teorema del ĺımite central para integrales de Skorohod múltiples

4. La sucesión Fn es tensa, y para cada A ∈ G y f : E → continua y acotada, la
sucesión E[1Af(Fn)] converge.

5. Si E = Rn, la sucesión {Fn}∞n=1 es tensa, y para cada A ∈ G, se tiene que la sucesión
E[1A exp{iu · Fn}] converge.

2.0.6. Convergencia en ley de integrales de Skorohod múltiples

A continuación mostraremos que, bajo ciertas condiciones de regularidad, algunas
las propiedades que satisface la derivada de funciones f : R → R (tales como la regla de
Leibnitz y la fórmula de Faa di Bruno) pueden generalizarse para la derivada de Malliavin.

Considere un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), H un espacio de Hilbert separable, y
{W (h)}h∈H un proceso gaussiano isonormal, tal que F = σ(W (h) | h ∈ H). Si f y g son
funciones reales n-veces derivables, entonces la composición f ◦ g es n-veces derivable, y
sus derivadas pueden calcularse según la fórmula de Faá di Bruno, la cual establece que

d
n

dtn
f ◦ g(t) =

∑
(k1,...,kn)∈An

n!

k1! · · · kn!
· d

n

dtn
f(g(t))

n∏
j=1

 d
j

dtj
g(t)

j!

kj

.

Donde el conjunto An está definido por

An := {(k1, ..., kn) ∈ (N ∪ {0})n | k1 + 2k2 + · · ·+ nkn = n}. (2.3)

Una demostración de este resultado puede encontrarse en [28].

A continuación se demostrará una versión de la fórmula de Faá di Bruno y una versión
del teorema del binomio para derivadas iteradas de Malliavin.

Lema 11. Considere un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), H un espacio de Hilbert sepa-
rable, y {W (h)}h∈H un proceso gaussiano isonormal tal que F = σ(W (h) | h ∈ H). Sean
F y G dos variables aleatorias reales definidas en Ω, tales que G ∈ Dn,p y F ∈ Dn,q, para
ciertos números p, q ≥ 1 tales que 1

p
+ 1

q
= 1

r
, con r ≥ 1. Entonces GF pertenece a Dn,r,

y se satisface lo siguiente

Dn(FG) =
n∑
k=0

(
n
k

)
DkG⊗̂Dn−kF. (2.4)

Más aún, si G ∈ Dq,q y f : R → R es una función n-veces derivable, con derivadas
continuas y acotadas, entonces

Dn(f(G)) =
∑

(k1,...,kn)∈An

n!

k1! · · · kn!
· d

n

dtn
f(G)

⊗̂n

j=1

(
DjG

j!

)⊗̂kj
, (2.5)

donde ⊗̂ denota al producto tensorial simetrizado, y An está dado por (2.3).
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Demostración. A lo largo de la prueba utilizaremos el siguiente lema auxiliar (La demos-
tración de dicho resultado puede consultarse en 1001[25], proposición 1.5.6):

Lema 12. Sean F ∈ Dk,p y G ∈ Dk,q, para ciertos números k ∈ N, y 0 ≤ p, q ≤ ∞ tales
que 1

p
+ 1

q
= 1

r
para cierto r ≥ 1. Entonces FG ∈ Dk,r, y

||FG||k,r ≤ cp,k,q||F ||p||G||k,q.

Donde la norma || · ||k,p está definida como en (1.50).

Para probar la primera parte del lema 11 supongamos que F y G pertenecen a S (recor-
demos que S denota al conjunto de variables aleatorias de la forma φ(W (h1), ...,W (hn)),
para ciertos vectores hj ∈ H y cierta función φ : R → R infinitamente derivable, cuyas
derivadas tienen crecimiento polinomial). Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que F y G son de la forma

F = f(W (h1), ...,W (hn))

G = g(W (h1), ...,W (hn)), (2.6)

para n ∈ N, hj ∈ H, y f, g funciones infinitamente derivables, cuyas derivadas tienen
crecimiento polinomial. Recordemos que la n-ésima derivada iterada de Malliavin de una
variable aleatoria real es una variable aleatoria simétrica en el espacio H⊗n. Por lo tanto,
definiendo

∂i1,...,ia :=
∂
a

∂xi1 · · · ∂xia

se tiene que, para cualesquiera enteros a, b tales que 1 ≤ a, b ≤ n

D(DaF ⊗̂DbG)

= D

(
n∑

i1,...,ia=1

∂i1,...,iaf(Y )hia⊗̂ · · · ⊗̂hi1

)
⊗̂

(
n∑

j1,...,ja=1

∂j1,...,jag(Y )hja⊗̂ · · · ⊗̂hj1

)

= D

 n∑
i1,...,ia=1
j1,...,ja=1

∂i1,...,iaf(Y ) · ∂j1,...,jag(Y )hia⊗̂ · · · ⊗̂hi1⊗̂hja⊗̂ · · · ⊗̂hj1


=

n∑
i1,...,ia=1
j1,...,ja=1

n∑
l=1

∂

∂xl
(∂i1,...,iaf(Y ) · ∂j1,...,jag(Y ))hl⊗̂hia⊗̂ · · · ⊗̂hi1⊗̂hja⊗̂ · · · ⊗̂hj1 ,

(2.7)
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Teorema del ĺımite central para integrales de Skorohod múltiples

y por ende,

D(DaF ⊗̂DbG)

=
n∑

i1,...,ia+1=1
j1,...,ja=1

∂i1,...,ia+1f(Y ) · ∂j1,...,jag(Y )hia+1⊗̂ · · · ⊗̂hi1⊗̂hja⊗̂ · · · ⊗̂hj1+

n∑
j1,...,ja+1=1
i1,...,ia=1

∂i1,...,ia+1g(Y ) · ∂j1,...,jaf(Y )hja+1⊗̂ · · · ⊗̂hi1⊗̂hja⊗̂ · · · ⊗̂hj1

=
n∑

i1,...,ia+1=1

∂i1,...,ia+1f(Y )hia+1⊗̂ · · · ⊗̂hi1⊗̂
n∑

j1,...,ja=1

∂j1,...,jag(Y )hja⊗̂ · · · ⊗̂hj1+

n∑
i1,...,ia=1

∂i1,...,iaf(Y )hia⊗̂ · · · ⊗̂hi1⊗̂
n∑

j1,...,ja+1=1

∂j1,...,ja+1g(Y )hja+1⊗̂ · · · ⊗̂hj1

= Da+1F ⊗̂DbG+DaF ⊗̂Db+1G

(2.8)

donde en la penúltima igualdad se utilizó la relación

hja+1⊗̂ · · · ⊗̂hi1⊗̂hja⊗̂ · · · ⊗̂hj1 = hja⊗̂ · · · ⊗̂hi1⊗̂hja+1⊗̂ · · · ⊗̂hj1 .

Por lo tanto la regla de Leibnitz es válida para variables de la forma (2.6), es decir,

Dn(FG) =
n∑
k=0

(
n
k

)
DkG⊗̂Dn−kF, (2.9)

para F,G ∈ S. De manera general, F y G son tales que G ∈ Dn,p y F ∈ Dn,q, para
ciertos números p, q ≥ 1 tales que 1

p
+ 1

q
= 1

r
, con r ≥ 1. Entonces, por el Lema 12, se

tiene que

||Dn(FG)||L2(Ω,H⊗n,P) ≤ ||FG||n,r ≤ cn,p,q||F ||n,p||G||n,q, (2.10)

donde la norma || · ||k,p está definida como en (1.50). Por otro lado

||DkG⊗̂Dn−kF ||L1(Ω,H⊗n) = E
[
||DkG⊗̂Dn−kF ||H⊗n

]
= E

[
||DkG||H⊗k ||Dn−kF ||H⊗(n−k)

]
≤ E

[
||DkG||q

H⊗k

] 1
q E
[
||Dn−kF ||p

H⊗(n−k)

] 1
p

≤ ||G||n,q||F ||n,p. (2.11)

Aproximando F y G mediante variables pertenecientes a S, podemos aproximar los
términos en el lado izquierdo y derecho de la igualdad (2.9) mediante las relaciones (2.10)
y (2.11). Esto aunado al hecho de que la igualdad (2.9) es válida para variables en S,
implica que

Dn(FG) =
n∑
k=0

(
n
k

)
DkG⊗̂Dn−kF,
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para cualesquiera variables F,G tales que F ∈ Dn,p y G ∈ Dn,q, con 1
p

+ 1
q

= 1
r
≤ 1.

Para probar la fórmula de Faá di Bruno procedemos de la siguiente manera. Considere
G ∈ Dq,q y f : R→ R una función n-veces derivable, con derivadas continuas y acotadas.
Para h ∈ H fijo, denotaremos por Dn

h al operador de derivada direccional Dh. De la
igualdad

Dn
h(·) =

〈
Dn(·), h⊗̂n

〉
H⊗̂n

,

se sigue que F y G pertenecen al dominio de Dn
h para todo n ≤ q. Utilizando esta

observación, aśı como la regla de la cadena (Proposición 5), se puede verificar que las
siguientes variables aleatorias están bien definidas

H := f(G), Hn := Dn
hH, Gn := Dn

hG, Fn :=
d
n

dtn
f(G).

Por otro lado, las variables Fn están acotadas casi seguramente puesto que las derivadas
de f son funciones acotadas. Supongamos por un momento que cualquier producto finito
de la forma Ga1 · · ·Gan , con a1, ..., an ∈ N es derivable. Bajo este supuesto, podemos
calcular, con ayuda de la regla de Lebnitz, los primeros términos de la sucesión {Hn}n≥1

de la siguiente forma

H1 = Dhf(G) = 〈Df(G), h〉H =

〈
d

dt
f(G)DG, h

〉
H

= F1G1. (2.12)

De manera análoga,

H2 = Dh(F1G1) = 〈G1DF1, h〉H + 〈F1DG1, h〉H = F2G
2
1 + F1G2

H3 = F3G
3
1 + 3F2G1G2 + F1G3

H4 = F1G4 + F2(3G2
2 + 4G1G3) + F3(6G2

1G2) + F4G
4
1.

Se puede intuir a partir de las ecuaciones anteriores que, en general, los términos Hn

deben tener la forma

Hn =
n∑
k=1

FkLn,k(G1, ..., Gn), (2.13)

donde Ln,l : Rn → R es una combinación lineal de términos de la forma

n∏
j=1

x
αj
j , (2.14)

con αj ∈ N∪ {0} tales que α1 + 2α2 + · · ·+ nαn ≤ n (de hecho se cumple que α1 + 2α2 +
· · ·+nαn = n, pero para nuestros propósitos es suficiente tener α1 +2α2 + · · ·+nαn ≤ n).

A continuación mostraremos por inducción, que efectivamente se satisface la fórmula
(2.13)
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Teorema del ĺımite central para integrales de Skorohod múltiples

i) Si n = 1, se tiene que la variable f(G) es derivable gracias a la regla de la cadena.
El resultado se sigue de (2.12).

ii) Supongamos que para cierta n ≤ q, la variable Hn−1 satisface la relación (2.13), es
decir,

Hn−1 =
n−1∑
k=1

Ck,n−1Fk

n−1∏
j=1

G
αj,n−1,k

j ,

para ciertas constantes Ck,n−1 ∈ R y αj,n−1,k ∈ N ∪ {0} tales que

α1,n−1,k + 2α1,n−1,k + · · ·+ (n− 1)αn−1,n−1,k ≤ n− 1.

Primeramente mostraremos que las variables aleatorias de la forma

Fk

n−1∏
j=1

G
αj,n−1,k

j , k ∈ N,

pertenecen a D1,1, y satisfacen

D

(
Fk

n−1∏
j=1

G
αj,n−1,k

j

)
= FkD

(
n−1∏
j=1

G
αj,n−1,k

j

)
+D (Fk)

n−1∏
j=1

G
αj,n−1,k

j . (2.15)

Aplicando αj,n−1,k -veces el lema 12 a la variable Gj (la cual pertenece a D1,q),

se puede deducir que G
αj,n−1,k

j ∈ D1,qα−1
j,n−1,k . Por un razonamiento análogo, de lo

anterior se sigue que
∏n−1

j=1 G
αj,n−1,k

j pertenece a D1,q(
∑
j≤n−1 αj,n−1,k)−1

. A partir de
esto, podemos deducir la ecuación (2.15) gracias al lema 12 y a la regla de Leibnitz
(ecuación 2.4).

A continuación mostraremos que Hn es de la forma (2.13). Sea

Bk,n := {1 ≤ j ≤ n | αj,n,k 6= 0}.
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Utilizando la regla de la cadena1 y la ecuación (2.15), se verifica lo siguiente

Dh(Hn−1)

= Dh

(
n−1∑
k=1

FkLk,n(G1, ..., Gn−1)

)

=
n−1∑
k=1

Ck,n−1Dh

(
Fk

n−1∏
j=1

G
αj,n−1,k

j

)

=
n−1∑
k=1

Ck,n−1(DhFk)
n−1∏
j=1

G
αj,n−1,k

j +
n−1∑
k=1

Ck,n−1FkDh

(
n−1∏
j=1

G
αj,n−1,k

j

)

=
n−1∑
k=1

Ck,n−1Fk+1G1

n−1∏
j=1

G
αj,n−1,k

j +
n−1∑
k=1

Ck,n−1Fk
∑

l∈Bk,n−1

n−1∏
j=1
j 6=l

G
αj,n−1,k

j

DhGl

=
n∑
k=2

Ck−1,n−1FkG1

n−1∏
j=1

G
αj,n−1,k−1

j +
n−1∑
k=1

∑
l∈Bk,n−1

Ck,n−1FkGl+1

n−1∏
j=1
j 6=l

G
αj,n−1,k

j .

=
n∑
k=2

Ck−1,n−1FkG1

n−1∏
j=1

G
αj,n−1,k−1

j +
n−1∑
k=1

∑
l∈Bk,n−1

Ck,n−1FkGl+1

n−1∏
j=1
j 6=l

G
αj,n−1,k

j .

(2.16)

De la ecuación anterior se sigue que Hn es de la forma (2.13), lo cual termina el
argumento de inducción.

Note que la ecuación (2.13) es válida independientemente de la elección de f . Por lo tanto,
podemos tomar f(t) = exp{at}, para a < 0. De esta manera, se tiene que

Fk = ak exp{aG} (2.17)

Hn = Dn(exp{aG}).

Por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones (2.17) en (2.13) y multiplicando por exp{−aG},
se tiene que

exp{−aG}Dn exp{aG} =
n∑
k=1

akLn,k(G1, ..., Gn). (2.18)

Si definimos Bn = exp{−aG}Dn exp{aG}, entonces, gracias a la fórmula (2.4), para n ≥ 1

1Utilizar la regla de la cadena para calcular Dh(g(G1, ..., Gn−1)), con g(x1, ..., xn−1) =
x
α1,n−1,k

1 · · ·xαn−1,n−1,k

n−1
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arbitrario

Bn = exp{−aG}Dn−1(aG1 exp{aG})

= a exp{−aG}
n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
Gk+1D

n−k−1 exp{aG}

= a

n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
Gk+1Bn−k−1.

Note que la ecuación anterior obtenemos, para cada ω ∈ Ω fijo, una relación en recurren-
cia para las sucesiones {Bn(ω)}n y {Gn(ω)}n. Es decir, {Bn(ω)}n y {Gk(ω)}k son dos
sucesiones que satisfacen

Bn(ω) = a

n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
Gk+1(ω)Bn−k−1(ω).

La solución de dicha ecuación en recurrencia es conocida (para mayores referencias ver
[28]), y está dada por

Bn(ω) =
n∑
k=0

n!ak
∑

(k1,··· ,kn)∈An

k

k1! · · · kn!

n∏
j=1

(
Gj(ω)

j!

)kj
.

Utilizando la igualdad anterior, aśı como la expresión (2.18), se tiene que, para todo a < 0

n∑
k=1

akLn,k(G1, ..., Gn) = exp{−aG}Dn exp{aG} = Bn(ω)

=
n∑
k=0

n!ak
∑

(k1,··· ,kn)∈An

k

k1! · · · kn!

n∏
j=1

(
Gj

j!

)kj
.

De donde deducimos que

Ln,k(G1, ..., Gn) = n!
∑

(k1,··· ,kn)∈An

k

k1! · · · kn!

n∏
j=1

(
Gj

j!

)kj
.

De esta manera, a partir de (2.13), se obtiene la igualdad

Dn
h(f(G)) =

∑
(k1,...,kn)∈An

n!

k1! · · · kn!

d
n

dtn
f(G)

n∏
j=1

(
Dj
hG

j!

)kj

.
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Por lo tanto〈
Dn(f(G)), h⊗n

〉
H⊗n

= Dn
h(f(G))

=
∑

(k1,...,kn)∈An

n!

k1! · · · kn!

d
n

dtn
f(G)

n∏
j=1

(
Dj
hG

j!

)kj

=
∑

(k1,...,kn)∈An

n!

k1! · · · kn!

d
n

dtn
f(G)

〈
n⊗
j=1

(
DjG

j!

)⊗kj
, h⊗n

〉
H⊗n

=
∑

(k1,...,kn)∈An

n!

k1! · · · kn!

d
n

dtn
f(G)

〈⊗̂n

j=1

(
DjG

j!

)⊗̂kj
, h⊗n

〉
H⊗n

,

(2.19)

donde la última igualdad se debe al hecho de que el vector h⊗n es simétrico. Finalmente,
para v ∈ H⊗n arbitrario, se tiene que el vector v̂ es un vector simétrico, y por ende, tiene
la forma v̂ = h⊗n para cierto h ∈ H. Por lo tanto, de (2.19) se sigue que

〈Dn(f(G)), v〉H⊗n = 〈Dn(f(G)), v̂〉H⊗n

=
∑

(k1,...,kn)∈An

n!

k1! · · · kn!

d
n

dtn
f(G)

〈⊗̂n

j=1

(
DjG

j!

)⊗̂kj
, v̂

〉
H⊗n

.

=

〈 ∑
(k1,...,kn)∈An

n!

k1! · · · kn!

d
n

dtn
f(G)

⊗̂n

j=1

(
DjG

j!

)⊗̂kj
, v

〉
H⊗n

.

De aqúı se sigue el resultado.

A continuación se presenta el teorema principal de esta sección

Teorema 4 (Teorema del Ĺımite Central para Integrales de Skorohod Múlti-
ples). Sea q ∈ N, y suponga que Fn es una sucesión de variables aleatorias de la forma
Fn = δq(un), para ciertas variables simétricas un pertenecientes a D2q,2q(H⊗q). Suponga
adicionalmente que la sucesión Fn es acotada en L1(Ω) y que

1.
〈
un, (DFn)⊗k1 ⊗ · · · ⊗ (Dq−1Fn)⊗kq−1 ⊗ h

〉
H⊗q

converge en L1(Ω) a cero para cua-
lesquiera enteros r, k1, ..., kq−1 ≥ 0 tales que

k1 + 2k2 + · · ·+ (q − 1)kq−1 + r = q,

y para todo h ∈ H⊗r.

2. 〈un, DqFn〉H⊗q converge en L1 a una variable aleatoria no negativa S2.

Entonces, Fn converge establemente a una variable aleatoria con ley condicional Gaus-
siana N(0, S2), dado X.
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Demostración. De acuerdo a las equivalencias de la definición de convergencia estable
enunciadas al final de la sección 2.0.5, para probar que Fn converge establemente basta
verificar que para h1, ..., hn ∈ H arbitrarios la sucesión

(Fn,W (h1), ...,W (hn))

converge en distribución, o equivalentemente, que

ψn := (Fn, S
2,W (h1), ...,W (hn))

converge en distribución.

Ya que Fn, y S2 son acotadas en L1(Ω), la sucesión ψn es tensa y por ende, basta
mostrar que el ĺımite en distribución de toda subsucesión que converge débilmente es úni-
co. Sea ψnk una subsucesión de ψn que converge en distribución a cierto vector aleatorio
(F∞, Z,X1, ..., Xm).

Considere las variables aleatorias

Y0 := φ(W (h1), ...,W (hm))

Y := φ(X1, ..., Xm).

Con φ ∈ C∞b (Rm) (es decir, φ es una función infinitamente derivable, con derivadas
parciales acotadas). Sea

ϕnk(λ) := E[exp{iλFnk}Y ],

para λ ∈ R arbitrario. La convergencia en ley de ψnk , aunada al hecho de que Fnk es una
sucesión acotada en L1, implican que

ĺım
k
ϕ′nk(λ) = ĺım

k
iE[Fnk exp{iλFnk}Y0]

= ĺım
k
iE[1{|Fnk |≤c}Fnk exp{iλFnk}Y0] + ĺım

k
iE[1{|Fnk |>c}Fnk exp{iλFnk}Y0]

= iE[1{|F∞|≤c}F∞ exp{iλF∞}Y ] + ĺım
k
iE[1{|Fnk |>c}Fnk exp{iλFnk}Y0]. (2.20)

Ya que la variable Y0 es acotada (puesto que la función φ es acotada), y la sucesión {Fnk}k
es u.i. (pues {Fnk}k converge en L1(Ω)), existe una constante K ∈ R+ tal que

| ĺım
nk
iE[1{|Fnk |>c}Fnk exp{iλFnk}Y0]| ≤ ĺım

k
KE[|1{|Fnk |>c}Fnk |]

≤ sup
k
KE[|1{|Fnk |>c}Fnk |] <∞. (2.21)

Utilizando la desigualdad (2.21) y el teorema de convergencia dominada2, podemos
calcular el ĺımite cuando c→∞ de la expresión (2.20), obteniendo lo siguiente

ĺım
k
ϕ′nk(λ) = iE[F∞ exp{iλF∞}Y ]. (2.22)

2aplicado a la sucesión 1{|F∞|≤c}F∞ exp{iλF∞}Y,
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Por otro lado, de la regla de Leibnitz, y la fórmula de Faá di Bruno (lema 11), se tiene
que

ϕ′nk(λ) = iE[Fnk exp{iλFnk}Y0] = iE[δq(unk)e
iλFnkY0]

= iE[
〈
unk , D

q
(
eiλFnkY0

)〉
H⊗q

]

= i

q∑
a=0

(
q
a

)
E[
〈
unk , D

a
(
eiλFnk

)
⊗̂Dq−aY0

〉
H⊗q

]

= i

q∑
a=0

(
q
a

) ∑
(k1,...,ka)∈Aa

a!

k1! · · · ka!
(iλ)k1+···ka×

E
[
eiλFnk

〈
unk ,

1

1!
(DFnk)

⊗k1⊗̂ · · · ⊗̂ 1

a!
(DaFnk)

⊗ka⊗̂Dq−aY0

〉
H⊗q

]
= i

q∑
a=0

(
q
a

) ∑
(k1,...,ka)∈Aa

a!

k1! · · · ka!
(iλ)k1+···ka×

E
[
eiλFnk

〈
unk ,

1

1!
(DFnk)

⊗k1 ⊗ · · · ⊗ 1

a!
(DaFnk)

⊗ka ⊗Dq−aY0

〉
H⊗q

]
, (2.23)

la última igualdad es consecuencia del hecho de que las variables uk son simétricas. Por
lo tanto, se tiene que

ϕ′nk(λ) = −λE[eiλFnk 〈unk , DqFnk〉H⊗q Y0] +Rnk , (2.24)

donde

Rnk := i

q−1∑
a=0

(
q
a

) ∑
(k1,...,ka)∈Aa

a!

k1! · · · ka!
(iλ)k1+···+ka ×

E
[
eiλFnk

〈
unk ,

1

1!
(DFnk)

⊗k1 ⊗ · · · ⊗ 1

a!
(DaFnk)

⊗ka ⊗Dq−aY0

〉
H⊗q

]
+

i
∑

(k1,...,kq)∈Aq
(k1,...,kq)6=(0,...,0,1)

a!

k1! · · · ka!
(iλ)k1+···+kq ×

E
[
eiλFnk

〈
unk ,

1

1!
(DFnk)

⊗k1 ⊗ · · · ⊗ 1

a!
(DqFnk)

⊗ka ⊗ Y0

〉
H⊗q

. (2.25)

Gracias a las hipótesis del teorema, los términos

unk,a :=

〈
unk ,

1

1!
(DFnk)

⊗k1 ⊗ · · · ⊗ 1

a!
(DaFnk)

⊗ka ⊗Dq−aY0

〉
H⊗q

0 ≤ a ≤ q,

que aparecen en la igualdad (2.25), convergen a cero en L1(Ω). Para verificar dicha afir-
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mación basta expresar a unk en la forma

unk,a =

〈
unk ,

1

1!
(DFnk)

⊗k1 ⊗ · · · ⊗ 1

a!
(DaFnk)

⊗ka ⊗Dq−aY0

〉
H⊗q

=
m∑

j1,...,jq−a=1

1

1! · · · a!
∂j1,...,jq−aφ(W (hj1), ...,W (hjq−a))×〈

unk , (DFnk)
⊗k1 ⊗ · · · ⊗ (DaFnk)

⊗ka ⊗ hj1 ⊗ · · · ⊗ hjq−a
〉
H⊗q

. (2.26)

Como los términos
1

1! · · · a!
∂j1,...,jq−aφ(W (hj1), ...,W (hjq−a))

en la ecuación (2.26) están acotados c.s. (ya que φ tiene derivadas acotadas), mientras
que los términos〈

unk , (DFnk)
⊗k1 ⊗ · · · ⊗ (DaFnk)

⊗ka ⊗ hj1 ⊗ · · · ⊗ hjq−a
〉
H⊗q

convergen a cero en L1(Ω) (gracias a las hipótesis del teorema), podemos concluir que las
variables Rnk convergen a cero en L1(Ω). Por lo tanto, tomando ĺımite cuando n→∞ en
la ecuación (2.24), concluimos que

iE[F∞e
iλF∞Y ] = ĺım

k
ϕ′nk(λ)

= −λ ĺım
k

E[eiλFnk 〈unk , DqFnk〉H⊗q Y0]

= −λ ĺım
k

E[eiλFnkS2Y0] +−λ ĺım
k

E[eiλFnk (S2 − 〈unk , DqFnk〉H⊗q)Y0]

= −λ ĺım
k

E[eiλFnkS2Y0]

= −λE[eiλF∞ZY ], (2.27)

donde la cuarta igualdad se sigue del hecho de que Y0 y eiλFnk son variables aleatorias
acotadas c.s. y 〈unk , DqFnk〉H⊗q converge en distribución a S2, mientras que la última
igualdad se deduce utilizando un argumento de truncamiento.

Finalmente, utilizando el lema de clases monótonas, es posible mostrar que la igualdad
(2.27) es válida para toda variable aleatoria Y que sea acotada y medible respecto a
(X1, ..., Xm, S

2). Por otro lado, utilizando el teorema de convergencia dominada es posible
demostrar, a partir de (2.27), que se satisface la siguiente ecuación diferencial para la
esperanza condicional de F∞ dado X1, ..., Xm, S

2

∂

∂λ
E[eiλF∞ | X1, ..., Xm, S

2] = −λS2E[eiλF∞ | X1, ..., Xm, S
2].

Resolviendo dicha ecuación diferencial obtenemos

E[eiλF∞ | X1, ..., Xm, S
2] = exp

{
−λ

2S2

2

}
(2.28)
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y por ende, para λ, µ0, ..., µm ∈ R arbitrarios, se tiene que

E[ei〈(F∞,Z,X1,...,Xm),(λ,µ0,...,µm)〉Rm+2 ] = E[e−
λ2Z
2 ei〈(Z,X1,...,Xm),(µ0,...,µm)〉Rm+1 ].

Tomando λ = 0 en la igualdad anterior deducimos que

(Z,X1, ..., Xm)
d
= (S2,W (h1), ...,W (hm)),

y por ende,

E[ei〈(F∞,Z,X1,...,Xm),(λ,µ0,...,µm)〉Rm+2 ] = E[e−
λ2S2

2 ei〈(S
2,W (h1),...,W (hm)),(µ0,...,µm)〉Rm+1 ].

Esto implica que todas las subsucesiones de ψn que convergen en distribución tienen la
misma ley asintótica. De aqúı se concluye que ψn, y consecuentemente

(Fn,W (h1), ...,W (hm)),

converge en distribución, y por ende, Fn converge establemente. La ley del ĺımite estable
es condicionalmente normal de media cero y varianza S2 como consecuencia de la ecuación
(2.28).

El siguiente corolario muestra condiciones más restrictivas pero más sencillas de veri-
ficar, bajo las cuales el teorema 4 es válido

Corolario 4. Sea {un}n≥1 una sucesión de variables en D2p,2q(H⊗q) simétricas, y sean
Fn := δq(un). Suponga que la sucesión {Fn}n≥1 es acotada en Dq,p para todo p ≥ 2, y que
se cumplen las siguientes condiciones

1. 〈un, h〉H⊗q converge a cero en L1(Ω) para todo h ∈ H⊗q, y un ⊗l DlFn converge a
cero en L2(Ω, H⊗(q−l),P) para todo l = 1, ..., q − 1.

2. 〈un, DqFn〉H⊗q converge en L1(Ω) a una variable aleatoria positiva S2.

Entonces, Fn converge establemente a una variable aleatoria con ley condicional N(0, S2)
dado {W (h)}h∈H .

Demostración. Es suficiente ver que la condición (a) del corolario 4 implica la condición
(a) del teorema 4. En la condición (a) del teorema 4, si ka 6= 0 para cierto 1 ≤ a ≤ q − 1,
entonces para todo h ∈ H⊗r con r = q − k1 − · · · − aka, se satisface∣∣〈un, (DFn)⊗k1 · · · (DaFn)⊗ka ⊗ h

〉
H⊗q

∣∣
=
∣∣〈un, (DFn)⊗k1 · · · (DaFn)⊗(ka−1) ⊗ h⊗DaFn

〉
H⊗q

∣∣
=
∣∣〈un ⊗a DaFn, (DFn)⊗k1 · · · (DaFn)⊗ka−1 ⊗ h

〉
H⊗(q−a)

∣∣
≤ ||un ⊗a DaFn||H(q−a) ||(DFn)⊗k1 · · · (DaFn)⊗ka ⊗ h||H⊗(q−a)

(2.29)

Note que el segundo factor en la última igualdad está acotada en L2(Ω,P) debido al
hecho de que Fn es acotada en Dq,p para todo p ≥ 2. Por otro lado, por hipótesis, el
primer término converge en L2(Ω,P) para todo a = 0, ..., q − 1, de donde se sigue el
resultado.
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2.0.7. Integrales estocásticas múltiples

Durante esta sección supondremos que H es de la forma H = L2(T,G, µ), donde
(T,G, µ) es un espacio de medida, y µ es una medida no atómica. Sea m ≥ 2, y considere-

mos una sucesión de integrales múltiples {Fn = Im(gn)}n≥1, con gn ∈ H⊗̂m. En este caso,
gracias a las proposiciones 6 y 12, podemos escribir a las variables Fn como integrales de
Skorohod de la siguiente manera

Fn =
1

m
δ(DFn).

Este hecho nos permitirá, bajo ciertas condiciones adicionales, aplicar el teorema 4 a la
sucesión Fn.

Proposición 16. Sea m ≥ 2 un entero fijo. Sea {Fn}n≥1 una sucesión de variables

aleatorias de la forma Fn = Im(gn), con gn ∈ H⊗̂m. Suponga adicionalmente que {Fn}n≥1

está acotada en L2(Ω,P), y que Fn = δ(un), donde un = Im−1(ĝn) para cierta función
ĝn ∈ H⊗m simétrica sobre las primeras m − 1 variables. Si se cumplen las siguientes
condiciones

1. 〈ĝn ⊗m−1 ĝn, h
⊗2〉H⊗2 converge a cero para toda h ∈ H

2. 〈un, DFn〉H converge en L2(Ω,P) a una variable aleatoria no negativa S2.

Entonces, Fn converge establemente a una variable aleatoria con ley condicional normal
N(0, S2) dado {W (h)}h∈H .

Demostración. Es suficiente aplicar el teorema 4 a un, con q = 1. En este caso, la condición
(a) del teorema 4 se reduce a pedir que 〈un, h〉H converja a cero en L1(Ω) para todo h ∈ H.
Para ver esto note que, gracias a la igualdad

E[Im(f)Iq(g)] =

{
0 si m 6= q

n!〈f̃ , g̃〉L2(Tm,µm) si n = q
,

se tiene lo siguiente

E[〈un, h〉H ] = E[〈Im−1(ĝn), h〉2H ] = E[Im−1(ĝn ⊗1 h)2]

= (m− 1)!||ĝn ⊗1 h||H⊗(m−1)

= (m− 1)!
〈
ĝn ⊗m−1 ĝn, h

⊗2
〉
H
→ 0,

de donde se sigue la condición (a). La segunda condición del teorema 4 se sigue de la
condición (b).

Observación Note que, en el contexto de la notación utilizada en la proposición anterior,
si Fn es de la forma

Fn = Im(gn),

entonces siempre podemos tomar ĝ := g, en cuyo caso es posible elegir un = Im(ĝn), donde
ĝn es una función simétrica sobre todas sus variables (y no solo sobre las primeras m−1).
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Sin embargo, la variable un en la representación Fn = δ(un) no es única, de hecho, y como
se muestra en el siguiente ejemplo, distintas elecciones de un pueden satisfacer o no las
condiciones de la proposición 16.

Ejemplo Suponga que {Wt}t∈[0,1] es un movimiento browniano estándar. Suponga que
m = 2 y que gn(s, t) = 1

2

√
n(s ∨ t)n. Entonces

Fn = I2(gn) =
√
n

∫ 1

0

tnW (dt),

y

DsFn
√
nsnWs +

√
n

∫ 1

s

tnWtW (dt).

Podemos tomar un =
√
ntnWt, es decir, ĝn(s, t) =

√
ntn1[0,t](s). En este caso se tiene que

ĝn ⊗1 ĝn(s, t) = nsnt(s ∧ t),

dicha cantidad converge a cero en L2(Ω,P), mientras que

〈un, DFn〉H =

∫ 1

0

nt2nW 2
t dt+ n

∫ 1

0

tnWt(

∫ t

0

snWsdWs)dt.

El primer término en la igualdad anterior converge en L2(Ω,P) a 1
2
W 2

1 mientras que el
segundo converge en L2(Ω,P) a cero como se muestra a continuación:

∫ 1

0

nt2nW 2
t dt− 1

2
W 2

1 =

∫ 1

0

nt2n(W 2
t −W 2

1 )dt+W 2
1 (

n

2n+ 1
− 1

2
)

=

∫ ∞
0

ne−u(2n+1)(W 2
1 −W 2

e−u)du−W 2
1

1

4n+ 2

=
n

2n+ 1

∫ ∞
0

e−v(W 2
1 −W 2

exp{− v
2n+1

})dv −W 2
1

1

4n+ 2

Utilizando el teorema de convergencia dominada sobre el primer término 3 deducimos,
a partir de la igualdad anterior, que

∫ 1

0
nt2nW 2

t dt − 1
2
W 2

1 converge c.s. a cero. Adicio-
nalmente se tiene que dicho término está acotado por sups≤1W

2
s

∫∞
0
e−vdv ∈ L3(Ω), de

donde se puede concluir que la convergencia se cumple también en L2(Ω,P). Utilizando un
razonamiento análogo, se puede deducir que el segundo término de la igualdad también
converge a cero en L2(Ω,P), y por ende,

∫ 1

0
nt2nW 2

t dt converge en L2(ω,P) a 1
2
W 2

1 .

Para concluir que 〈un, DFn〉H converge en L2(Ω,P) a 1
2
W 2

1 resta ver que

n

∫ 1

0

tnWt(

∫ t

0

snWsdWs)dt

3la función n
2n+1e

−v(W 2
1 (ω)−W 2

exp{− v
2n+1}

(ω)) está dominada por e−v sups≤1W
2
s (ω)
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converge a cero en L2(Ω,P). Para ello, note que

E

[(
n

∫ 1

0

∫ t

0

tnWts
nWsdWsdt

)2
]

= E

[(
Ws

∫ 1

0

∫ 1

s

ntnWts
ndtdWs

)2
]

= E

[(
Ws

∫ 1

0

∫ 1

s

ntnWts
ndtdWs

)2
]

≤
∫ 1

0

E

[(
Ws

∫ 1

s

ntnWts
ndt

)2
]

ds

≤ E
[
sup
u≤1

W 4
u

] ∫ 1

0

n2sn
(

1− sn+1

n+ 1

)2

ds

≤ E
[
sup
u≤1

W 4
u

]
n2sn

(n+ 1)2(n+ 1)

n−→ 0.

Por lo tanto, las variables 〈un, DFn〉H convergen en L2(Ω,P) a 1
2
W 2

1 , y por ende, podemos
aplicar la proposición 16 con S2 = 1

2
W 2

1 para deducir que Fn converge en distribución a
1√
w
W1N(0, 1). Donde N(0, 1) es una variable aleatoria normal estándar independiente de

W .

2.1. Variaciones de Hermite ponderadas para el mo-

vimiento browniano fraccionario

En esta sección utilizaremos el teorema del ĺımite central para integrales de Skorohod
múltiples para estudiar el comportamiento asintótico de las p-variaciones de Hermite del
movimiento browniano fraccionario. Comenzaremos definiendo al movimiento browniano
fraccionario y enunciaremos algunos resultados asintóticos conocidos para dicho proceso.

2.1.1. Propiedades básicas del movimiento browniano fraccio-
nario

El movimiento browniano fraccionario con parámetro de HurstH ∈ (0, 1) es un proceso
gaussiano centrado con función de covarianzas dadas por

RH(s, t) := E[BsBt] =
1

2
(t2H + s2H − |t− s|2H). (2.30)

De la ecuación (2.30) se sigue

E[|Bt −Bs|2] = (t− s)2H , (2.31)

para cualesquiera t, s ≥ 0 tales que t. Adicionalmente se puede ver que para toda a > 0,
el proceso {a−HBat}t≥0 es igual en ley que el proceso {Bt}t≥0, es decir, el proceso {Bt}t≥0

tiene la propiedad de autosimilitud (para mayores referencias ver [1]).
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2.1.2. Correlación entre los incrementos

Cuando H = 1
2
, el proceso {BH

t }t≥0 es un movimiento browniano estándar, y por ende,
es una martingala y satisface la propiedad de Markov. Por otro lado, cuando H 6= 1

2
, el

proceso {BH
t }t≥0 no cumple ninguna de estas dos propiedades, esto debido al hecho de que

sus incrementos están correlacionados. El comportamiento de la dependencia de dichos
incrementos difiere considerablemente cuando H > 1

2
, y H < 1

2
en el siguiente sentido:

sean s, h > 0, y consideremos el proceso

Xn := Bs+(n+1)h −Bs+nh, (2.32)

entonces

E[XnX1] = E[(Bs+nh+h −Bs+nh)(Bs+h −Bs)]

= RH(s+ nh+ h, s+ h) +RH(s+ nh, s)−
RH(s+ nh+ h, s)−RH(s+ nh, s+ h)

= h2HρH(n), (2.33)

donde

ρH(n) =
1

2
[|n+ 1|2H − 2|n|2H + |n− 1|2H ]. (2.34)

Consecuentemente, los incrementos consecutivos BH
t+2h−BH

t+h y Bt+h−Bt están correlacio-
nados positivamente cuando H > 1

2
y negativamente cuando H < 1

2
. Más aún, utilizando

la regla de L’Hôpital en la expresión (2.33) se sigue que

ĺım
n→∞

(n+ 1)2H + (n− 1)2H − 2n2H

2n2H−2

= ĺım
n→∞

(1 + n−1)
2H

+ (1− n−1)
2H − 2

2n−2

= ĺım
n→∞

2H (1 + n−1)
2H−1

(−n−2) + 2H (1− n−1)
2H−1

(n−2)

−4n−3

= ĺım
n→∞

H(1 + n−1)2H−1 −H(1− n−1)2H−1

2n−1

= ĺım
n→∞

H(2H − 1)n−2
(
(1− n−1)2H−2 − (1 + n−1)2H−2

)
2n−2

= H(2H − 1),

y por ende,

ρH(n) ∼ H(2H − 1)n2H−2. (2.35)

A partir de (2.33) se sigue que la correlación entre Xk+n y Xk está dada por E[Xk+nXk] =
ρ(n), y por lo tanto, de (2.35) deducimos que dicha correlación se comporta asintótica-
mente de la siguiente manera:

1. Si H > 1
2
, entonces

∑∞
n=1 ρH(n) =∞

2. Si H < 1
2
, entonces

∑∞
n=1 ρH(n) <∞.
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2.1.3. Estado del arte de los teoremas Ĺımite de las Variaciones
del movimiento browniano fraccionario

Una manera de obtener información distribucional de {BH
t }t≥0 a partir de datos

emṕıricos4 consiste en analizar sumas del tipo
∑n

k=1 anf(∆k/n), donde f son funciones
reales, y {an}n∈N es una sucesión de constantes normalizadoras. En esta sección estu-
diaremos este tipo de sumas cuando f es igual al q-ésimo polinomio de Hermite, para
cierto q ∈ N. En este caso

∑n
k=1 anHq(∆k/n) se conoce como q-variación de Hermite5. A

continuación enunciaremos algunos de los resultados más importantes a cerca del com-
portamiento asintótico de sumas del tipo

∑n
k=1 anf(∆k/n):

Utilizando el teorema ergódico y la propiedad de autosimilitud de {BH
t }t≥0, se sigue que

la sucesión n2H−1
∑n−1

k=0

(
∆BH

k/n

)2

converge casi seguramente y en L1(Ω) a E[(BH
1 )2] = 1

(para mayores referencias ver [2]). Más aún, es posible ver que para H ∈ (0, 3
4
), la sucesión

1√
n

n−1∑
k=0

(
n2H(∆BH

k/n)2 − 1
)

=
1√
n

n−1∑
k=0

H2(nH∆BH
k/n), (2.36)

converge en distribución a una ley normal N(0, σ2
H) para cierta constante σH > 0. Si

H = 3
4

se tiene un resultado similar con una diferente normalización. Dicho resultado
afirma que

1√
n log(n)

n−1∑
k=0

(
n2H(∆BH

k/n)2 − 1
) d−→ N(0, σH). (2.37)

Cuando H > 3
4
, la sucesión

n1−2H

n−1∑
k=0

(
n2H

(
∆BH

k/n

)2 − 1
)

= n1−2H

n−1∑
k=0

(
H2

(
nH∆BH

k/n

)
converge en L2(Ω,P) a una variable aleatoria no degenerada. Esto implica que cuando

H > 3
4
, la normalización requerida para que la suma

∑n−1
k=0

(
n2H(∆BH

k/n)2 − 1
)

converja

en distribución comienza a depender de H. De manera general, para todo q ≥ 2 se tiene
lo siguiente

1. Si H < 1− 1
2q

, entonces la sucesión

1√
n

n−1∑
k=0

Hq(n
H∆BH

k/n) (2.38)

converge en ley a una distribución normal centrada.

4por ejemplo, estimar el parámetro de Hurst H
5los términos an se toman de manera que el ĺımite distribucional de

∑n
k=1 anHq(∆k/n) exista y sea

no degenerado
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2. Si H > 1− 1
2q

, entonces la sucesión

nq−qH−1

n−1∑
k=0

Hq(n
H∆BH

k/n) (2.39)

converge en L2(Ω,P) a una variable aleatoria no degenerada.

Aqúı se aprecia nuevamente que en el valor cŕıtico H = 1 − 1
2q

, el orden de la velocidad

de crecimiento de
∑n−1

k=0 Hq(n
H∆BH

k/n) comienza a depender de H.

Cuando agregamos pesos de la forma f(BH
k/n), a las variaciones (2.38), obtenemos

un nuevo valor cŕıtico (H = 1
2q

) para el comportamiento distribucional asintótico de las

variaciones (2.38). Si definimos, para f : R→ R fija, y q ∈ N, las variaciones de Hermite
ponderadas Gn mediante la fórmula

Gn :=
1√
n

n−1∑
k=0

f(Bk/n)Hq(n
H∆BH

k/n). (2.40)

Entonces, bajo ciertas condiciones de regularidad para f , se tienen los siguientes resultados
(para mayores referencias ver [17] y [19])

1. Si H < 1
2q

, entonces

nqH−
1
2Gn

L2(Ω,P)−→ (−1)q

2qq!

∫ 1

0

f (q)(BH
s )ds. (2.41)

2. Si 1
2q
< H < 1− 1

2q
, entonces

Gn
establemente−→ σH,q

∫ 1

0

f(BH
s )dWs, (2.42)

donde W es un movimiento browniano independiente de B, y

σ2
H,q = q!

∑
r∈Z

ρH(r)q <∞. (2.43)

3. Si H = 1− 1
2q

, entonces

1√
log(n)

Gn
establemente−→

√
2

q!

(
1− 1

2q

)q/2(
1− 1

q

)q/2 ∫ 1

0

f(BH
s )dWs, (2.44)

donde W es un movimiento browniano independiente de B.
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4. Si H > 1− 1
2q

, entonces

nq(1−H)− 1
2Gn

L2(Ω,P)−→
∫ 1

0

f(BH
s )dZ(q)

s ,

donde Z(q) es el proceso de Hermite asociado a B (para mayores referencias véase
[22]).

El objetivo de esta sección es estudiar a las variables {Gn}n≥1 cuando H pertene-
ce a una vecindad de 1

2q
. A groso modo, se mostrará que se satisface la siguiente

convergencia estable

Gn − nqH−
1
2

(−1)q

2qq!

n−1∑
k=0

f (q)(BH
k/n)

establemente−→ σH,q

∫ 1

0

f(BH
s )dWs,

donde {Wt}t≥0 es un movimiento browniano independiente de {Bt}t≥0.

2.1.4. Algunos resultados preliminares

A lo largo de esta sección denotaremos por {Bt}t≥0 al movimiento Browniano fraccio-
nario de parámetro de Hurst H. Sean E el conjunto de funciones simples en [0, 1], y H la
cerradura de E respecto al producto interno (definido en E) dado por

〈
1[0,t],1[0,s]

〉
E =

1

2
(t2H + s2H − |s− t|2H) s, t ≥ 0.

Entonces H es un espacio de Hilbert6, cuyo producto interno denotaremos por 〈·, ·〉H. El
mapeo 1[0,t] −→ B(1[0,t]) := Bt, puede extenderse a una isometŕıa definida en H, la cual
denotaremos por

H
B−→ {Variables aleatorias σ({B(φ)}φ∈H)-medibles}

φ 7−→ B(φ).

Por construcción, el proceso {B(φ)}φ∈H tiene estructura de proceso gaussiano iso-
normal. En lo sucesivo supondremos que H < 1

2
, y utilizaremos la siguiente notación

εt := 1[0,t],

∂k/n := ε(k+1)/n − εk/n = 1(k/n,(k+1)/n], (2.45)

para t ∈ [0, 1], n ≥ 1 y k = 0, ..., n − 1. Adicionalmente denotaremos por {Bt}t≥0 al
proceso {BH

t }t≥0. A continuación enunciaremos una serie de resultados que utilizaremos
en el estudio de las p-variaciones de Hermite del movimiento browniano fraccionario.

6Una descripción detallada del espacio H puede encontrarse en [24]
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Teorema 5. Sea V un espacio de Hilbert real y separable. Para p > 1, y s ∈ N, el operador
D es continuo de Ds,p(V ) en Ds−1,p(V ⊗ H) y el operador δ (definido como el adjunto de
D) es continuo de Ds,p(V ⊗ H) en Ds−1,p(V ). Es decir, para todo p > 1 y s ∈ R, se tiene
que

||δ(u)||s−1,p ≤ cs,p||u||s,p,H
para cierta constante cs,p.

Demostración. Dicho resultado puede consultarse en 1001[25], Proposición 1.5.7.

Adicionalmente, haremos uso de los siguientes lemas

Lema 13. Sea q ≥ 1 un entero. Suponga que F ∈ Dq,2, y sea u un elemento simétrico de
Dom(δq). Suponga adicionalmente, que para cualesquiera r, j ∈ N, con 0 ≤ r + j ≤
q, se tiene 〈DrF, δj(u)〉H⊗r ∈ L2(Ω,H⊗(q−r−j)). Entonces, para todo r = 0, ..., q − 1,
〈DrF, δj(u)〉H⊗r pertenece al dominio de δq−r, y se tiene que

Fδq(u) =

q∑
r=0

(
q
r

)
δq−r(〈DrF, u〉H⊗r),

donde δ0(u) := u y D0(F ) := F

Demostración. Probaremos este resultado por inducción sobre q:

1. Cuando q = 1 la afirmación es consecuencia de la proposición 10.

2. Supongamos ahora que el resultado es válido para q ∈ N dado. Para probarlo para
q + 1 utilizaremos el siguiente lema

Lema 14. En el contexto de las hipótesis del Lema 13 se tiene que

〈DrF, δ(u)〉H⊗r = δ
(
〈DrF, u〉H⊗r

)
+
〈
Dr+1F, u

〉
H⊗r

.

Demostración. Sea G ∈ D1,2. Por la regla regla de Leibnitz para la derivada de Malliavin
se tiene que

E
[〈
〈DrF, δ(u)〉H⊗r , G

〉
H⊗(q−r−1)

]
= E

[
〈G⊗DrF, δ(u)〉H⊗q

]
= E

[
〈D(G⊗DrF ), u〉H⊗q−1

]
,

por lo tanto, usando la simetŕıa de u y la fórmula de Leibnitz obtenemos lo siguiente

E
[〈
〈DrF, δ(u)〉H⊗r , G

〉
H⊗(q−r−1)

]
= E

[
〈DG⊗DrF, u〉H⊗(q−1) +

〈
G⊗Dr+1, u

〉
H⊗(q−1)

]
= E

[〈
DG, 〈DrF, u〉H⊗r

〉
H⊗(q−r) +

〈
G,
〈
Dr+1, u

〉
H⊗(q−r−1)

〉
H⊗(q−r−1)

]
= E

[〈
G, δ(〈DrF, u〉H⊗r)

〉
H⊗(q−r−1) +

〈
G,
〈
Dr+1, u

〉
H⊗(q−r−1)

〉
H⊗(q−r−1)

]
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es decir,

E
[〈
G, δ(〈DrF, u〉H⊗r) +

〈
Dr+1, u

〉
H⊗(q−r−1) − 〈DrF, δ(u)〉H⊗r

〉
H⊗(q−r−1)

]
= 0.

(2.46)

Escogiendo, para cada n ∈ N, la variable G de la forma

G = Jn(δ(〈DrF, u〉H⊗r) + 〈DrF, u〉H⊗r − 〈D
rF, δ(u)〉H⊗r),

donde Jn denota la proyección en el n-ésimo caos, podemos deducir a partir de (2.46), que
las proyecciones en caos de la variable 〈Dr+1F, u〉H⊗r + δ(〈DrF, u〉H⊗r) − 〈DrF, δ(u)〉H⊗r
son idénticamente cero, y por ende,〈

Dr+1F, u
〉
H⊗r

+ δ(〈DrF, u〉H⊗r)− 〈D
rF, δ(u)〉H⊗r = 0,

de donde se sigue el resultado.

Continuaremos ahora con la prueba del lema 13. Aplicando la hipótesis de inducción a la
variable δ(u) y posteriormente el lema 14, obtenemos lo siguiente

Fδq+1(u) = Fδq(δ(u))

=

q∑
r=0

(
q
r

)
δq−r(〈DrF, δ(u)〉H⊗r)

=

q∑
r=0

(
q
r

)
δq+1−r(〈DrF, δ(u)〉H⊗r) +

q∑
r=0

(
q
r

)
δq−r(

〈
Dr+1F, δ(u)

〉
H⊗r

)

=

q∑
r=0

(
q
r

)
δq+1−r(〈DrF, δ(u)〉H⊗r) +

q+1∑
r=1

(
q

r − 1

)
δq+1−r(〈DrF, δ(u)〉H⊗r)

=

q+1∑
r=0

(
q + 1
r

)
δq+1−r(〈DrF, u〉H⊗r).

De aqúı se sigue el resultado

Lema 15. Para cualquier elemento u ∈ Dj+k,2(H⊗j) de la forma

u = h⊗jf(W (v)), v ∈ H

con F ∈ Dj+k,2(H⊗j) de la forma F = f(W (v)), para cierta función f ∈ C2j(R,R), se
tiene lo siguiente

Dkδj(u) =

j∧k∑
i=0

(
k
i

)(
j
i

)
i!δj−i(h⊗(j−i)Fk−i)v

⊗(k−i)⊗̂h⊗i (2.47)

donde

Fr := f (r)(W (v)). (2.48)

En particular, si j = k = 1 se tiene que

D(δ(u)) = u+ vδ(F1h) (2.49)
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Demostración. El resultado se sigue de manera directa cuando j = 0 o k = 0, por lo que
supondremos que j, k 6= 0.

1. Comenzaremos demostrando el resultado cuando k = 1 y j ∈ N es arbitraria, es
decir, veremos que para todo j ∈ N se cumple

Dδj(u) =
1∑
i=0

(
j
i

)
i!δj−i(h⊗(j−i)F1−i)v

⊗(1−i) ⊗ h⊗i

= δj(h⊗jF1)v + jδj−1(h⊗(j−1)F )h. (2.50)

La relación (2.50) se mostrará, a su vez, por inducción sobre j:

a) Supongamos que j = 1. Gracias a la relación (1.79), para todo w ∈ H se cumple
lo siguiente

〈D(δ(hF )), w〉H = 〈hF,w〉H + δ(〈Du,w〉H)

= 〈hF,w〉H + δ(F1 〈v, w〉H h)

= 〈hF,w〉H + 〈v, w〉H δ(F1h)

= 〈hF + vδ(F1h), w〉H .

Como la igualdad anterior es válida para todo w ∈ H, se deduce el resultado.

b) Si la ecuación (2.50) es válida para cierto j ∈ N, entonces, definiendo Y :=
hδj(h⊗jF ), y utilizando la ecuación (1.79), deducimos que para todo w ∈ H se
cumple

Dδj+1(u)

=
〈
Dδj+1(h⊗(j+1)F ), w

〉
H

=
〈
Dδ(hδj(h⊗jF )), w

〉
H

= 〈DδY,w〉H
= 〈Y,w〉H + δ

(
〈DY,w〉H

)
= 〈Y,w〉H + δ

(〈
(Dδj(h⊗jF ))⊗ h,w

〉
H

)
=
〈
δj(h⊗jF )h,w

〉
H

+ δ
(〈
δj(h⊗jF1)v ⊗ h+ jδj−1(h⊗(j−1)F )h⊗2, w

〉
H

)
,

y por ende,

Dδj+1(u)

=
〈
δj(h⊗jF )h,w

〉
H

+ δ
(
δj(h⊗jF1) 〈v, w〉H h

)
+

δ
(
jδj−1(h⊗(j−1)F ) 〈h,w〉H h

)
=
〈
δj(h⊗jF )h,w

〉
H

+ δj+1
(
h⊗(j+1)F1

)
〈v, w〉H + jδj(h⊗jF ) 〈h,w〉H

=
〈
δj+1

(
h⊗(j+1)F1

)
v + (j + 1)δj(h⊗jF )h,w

〉
H

Como la igualdad anterior es válida para w ∈ H arbitraria, concluimos que la
ecuación (2.50) es válida para todo j ∈ N.
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Supongamos ahora que para cierto k ∈ N, la relación (2.47) se cumple para todo k′ ≤ k.
Queremos probar que

Dk+1δj(u) =

j∧(k+1)∑
i=0

(
k + 1
i

)(
j
i

)
i!δj−i(h⊗(j−i)Fk+1−i)v

⊗(k+1−i)⊗̂h⊗i.

Supongamos sin pérdida de generalidad que j ≤ k (para el caso k + 1 ≤ j se procede de
manera análoga). Como el resultado es válido para k = 1 y para todo entero menor o
igual a k, entonces se tiene lo siguiente

D(Dδj(u))

=

j−1∑
i=0

(
k
i

)(
j
i

)
i!D

(
δ(j−i)(h⊗(j−i)Fk−i)v

⊗(k−i)⊗̂h⊗i
)

+(
k
j

)
j!D(Fk−jv

⊗(k−j)⊗̂h⊗j)

=

j−1∑
i=0

(
k
i

)(
j
i

)
i!

1∑
l=0

(
j − i
l

)
l!δj−i−l(h⊗(j−i−l)Fk−i+1−l)v

⊗(1−l)⊗̂h⊗l+(
k
j

)
j!v ⊗ v⊗(k−j)⊗̂h⊗j,

(2.51)

y por lo tanto,

D(Dδj(u))

=

j∑
i=0

(
k
i

)(
j
i

)
i!δj−i(h⊗(j−i)Fk−i+1)v ⊗ v⊗(k−i)⊗̂h⊗i+

j∑
i=1

(
k

i− 1

)(
j

i− 1

)
(i− 1)!(j + 1− i)×

δj−i(h⊗(j−i)Fk+1−i)h⊗ v⊗(k+1−i)⊗̂h⊗(i−1)

=

j∑
i=0

(
j
i

)
i!δj−i(h⊗(j−i)Fk−i+1)×{(

k
i

)
v ⊗ v⊗(k−i)⊗̂h⊗i +

(
k

i− 1

)
h⊗ v⊗(k+1−i)⊗̂h⊗(i−1)

}
.

(2.52)

Para calcular el término entre llaves en la expresión anterior procedemos como sigue:
sea Sn el conjunto de permutaciones de n elementos. Para cada elemento σ ∈ Sn, y para
cada vector en H⊗k de la forma

x =
k⊗
l=1

xl xl ∈ H, l = 1, ..., k,
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denotaremos por σ(x) al vector en H⊗k definido por

σ(x) :=
k⊗
l=1

xσ(l). (2.53)

Sean

Zn := {σ ∈ Sn | σ(v⊗(k+1−i) ⊗ h⊗i) = v⊗(k+1−i) ⊗ h⊗i}
An := {σ ∈ Zn | σ−1(1) ≤ k + 1− i}
Bn := {σ ∈ Zn | σ−1(1) > k + 1− i}.

Equivalentemente, un elemento σ ∈ Zn pertenece a An si y sólo si el primer factor del
tensor

σ
(
v⊗(k+1−i) ⊗ h⊗i

)
es v. Es decir, σ

(
v⊗(k+1−i) ⊗ h⊗i

)
= v⊗y para cierto y ∈ H⊗k. De manera similar, σ ∈ Zn

pertenece a Bn si y sólo si el primer factor del tensor

σ
(
v⊗(k+1−i) ⊗ h⊗i

)
es h. Es decir, σ

(
v⊗(k+1−i) ⊗ h⊗i

)
= h ⊗ y, para cierto y ∈ H⊗k. Utilizando estas ob-

servaciones es fácil verificar que #Zn =

(
k + 1
i

)
, #An =

(
k
i

)
, #Bn =

(
k

i− 1

)
,

y An ∪ Bn = Zn. Por lo tanto, utilizando la simetŕıa del vector v⊗(k−i)⊗̂h⊗i, podemos
reescribir a la ecuación (2.52) en la forma

D(Dδj(u)) =

j∑
i=0

(
j
i

)
i!δj−i(h⊗(j−i)Fk−i+1)×{(

k
i

)
v ⊗ v⊗(k−i)⊗̂h⊗i +

(
k
i

)
h⊗ v⊗(k+1−i)⊗̂h⊗(i−1)

}
=

j∑
i=1

(
j
i

)
i!δj−i(h⊗(j−i)Fk−i+1)×{ ∑

σ∈An

σ(v ⊗ v⊗(k−i)⊗̂h⊗i) +
∑
σ∈Bn

σ(h⊗ v⊗(k+1−i)⊗̂h⊗(i−1))

}

=

j∑
i=1

(
j
i

)
i!δj−i(h⊗(j−i)Fk−i+1)

∑
σ∈Zn

σ(v ⊗ v⊗(k−i)⊗̂h⊗i)

=

j∑
i=1

(
j
i

)
i!δj−i(h⊗(j−i)Fk−i+1)

(
k + 1
i

)
v⊗̂v⊗(k−i)⊗̂h⊗i.

De donde se sigue el resultado.
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Como corolario del lema anterior se deduce el siguiente resultado

Lema 16. Sean u, v ∈ D2q,2(H⊗q) ⊂ Dom(δq) dos variables simétricas. Considere la
permutación σ ∈ Sn definida por σ(i) = 2q − i, i = 1, ..., 2q, entonces

E[δq(u)δq(v)] =

q∑
i=0

(
q
i

)2

i!E[
〈
Dq−iu, σ(Dq−iv)

〉
H⊗(2q−i) ],

donde σ(h) está definido como en (2.53).

Demostración. Basta probar el resultado cuando u, v ∈ D2q,2(H⊗q) ⊂ Dom(δq) son dos
variables aleatorias H⊗q-valuadas de la forma

u = h⊗q1 f(W (w1))

v = h⊗q2 g(W (w2)),

con w1, w2 ∈ H, y f, g funciones reales infinitamente diferenciables. Entonces, utilizando
el lema 15 es posible mostrar que

E[δq(u)δq(v)] = E[〈u,Dq(δq(v))〉H⊗q ]

=

q∑
i=0

(
q
i

)2

i!E
[〈
u, δq−i(σq−i(D

q−iv)
〉
H⊗q

]
=

q∑
i=0

(
q
i

)2

i!E
[〈
Dq−iu, σq−i(D

q−iv)
〉
H⊗(2q−i)

]
.

El resultado puede obtenerse en general utilizando la linealidad de δ y D, y posteriormente
un argumento de aproximación.

Lema 17. Sean n ≥ 1 y k = 0, ..., n−1. Utilizando la notación (2.45), se tiene lo siguiente

(a) |E[Br(Bt −Bs)]| ≤ (t− s)2H para r ∈ [0, 1] y 0 ≤ s < t ≤ 1.

(b) |
〈
εt, ∂k/n

〉
H
| ≤ n−2H para todo t ∈ [0, 1].

(c) supt∈[0,1]

∑n−1
k=0 |

〈
εt, ∂k/n

〉
H
| = O(1) cuando n tiende a infinito.

(d) Para todo entero q ≥ 2 se tiene que

n−1∑
k=0

∣∣∣∣〈εk/n, ∂k/n〉qH − (−1)q

2qn2qH

∣∣∣∣ = O(n−2H(q−1)) cuando n tiende a infinito

(e) Para todo entero q ≥ 1, se tiene que

n−2∑
k,j=0

|
〈
∂j/n, ∂k/n

〉
H
|q = O(n1−2qH) cuando n tiende a infinito
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(f) Se cumple la igualdad 〈
∂j/n, ∂k/n

〉
H

= n−2HρH(j − k). (2.54)

Donde ρH está dada por (2.34).

(g) Para todo entero q ≥ 1, y k ∈ N, se tiene que

n−2∑
j=0

|
〈
∂j/n, ∂k/n

〉
H
|q = O(n−2qH) cuando n tiende a infinito

Demostración. Para probar (a) note que

E[Br(Bt −Bs)] =
1

2
(r2H + t2H − |t− r|2H)− 1

2
(r2H + s2H − |r − s|2H)

=
1

2
(t2H − s2H) +

1

2
(|s− r|2H − |t− r|2H).

Utilizando la desigualdad del triángulo ||a| − |b|| ≤ |a − b|, aśı como la desigualdad
|b2H − a2H | ≤ |b− a|2H para a, b ∈ [0, 1] se sigue que

|E[Br(Bt −Bs)]| ≤
1

2
(t− s)2H +

1

2
(|s− r|2H − |t− r|2H) ≤ (t− s)2H ,

lo cual prueba el resultado. La propiedad (b) se sigue de la propiedad (a) gracias a la
igualdad ∣∣〈εt, ∂k/n〉H∣∣ =

∣∣〈1[0,t],1[0,(k+1)/n]

〉
H
−
〈
1[0,t],1[0,k/n]

〉
H

∣∣
= |E[BtB(k+1)/n]− E[BtBk/n]|.

Para probar la propiedad (c) note que〈
εt, ∂k/n

〉
H

=
1

2n2H

[
(k + 1)2H − k2H − |k + 1− nt|2H + |k − nt|2H

]
,

de donde se sigue que

sup
t∈(0,1)

n−1∑
k=0

|
〈
εt, ∂k/n

〉
H
|

=
1

2n2H
sup
t∈(0,1)

n−1∑
k=0

[
(k + 1)2H − k2H − |k + 1− nt|2H + |k − nt|2H

]
=

1

2n2H
sup
t∈(0,1)

( bntc−1∑
k=0

[
(k + 1)2H − k2H − |k + 1− nt|2H + |k − nt|2H

]
+[

(bntc+ 1)2H − bntc2H − | bntc+ 1− nt|2H + | bntc − nt|2H
]

+

n−1∑
k=bntc+1

[
(k + 1)2H − k2H − |k + 1− nt|2H + |k − nt|2H

])
(2.55)
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Note que si k ≤ bntc − 1, entonces |k + 1− nt| = (nt− 1− k). Por lo tanto, gracias a la
concavidad de la función g(x) = x2H (restringida a R+) se tiene que7

(nt− k)2H − (nt− k − 1)2H ≤ (nt− bntc+ k + 1)2H − (nt− bntc+ k)2H ,

y por ende, utilizando un argumento de series telescópicas deducimos lo siguiente

−
bntc−1∑
k=0

|k + 1− nt|2H − |k − nt|2H

=

bntc−1∑
k=0

(nt− k)2H − (nt− k − 1)2H

≤
bntc−1∑
k=0

(nt− bntc+ k + 1)2H − (nt− bntc+ k)2H

≤
bntc−1∑
k=0

(k + 1)2H − k2H = bntc2H ,

(2.56)

por otro lado,

−
n−1∑

k=bntc+1

|k + 1− nt|2H − |k − nt|2H = −
n−1∑

k=bntc+1

(k + 1− nt)2H − (k − nt)2H

≤ (1− (nt− bntc))2H − (n− nt)2H

≤ 1− (n− nt)2H . (2.57)

De las desigualdades (2.55),(2.56) y(2.57) se sigue que

sup
t∈(0,1)

n−1∑
k=0

|
〈
εt, ∂k/n

〉
H
|

=
1

2n2H
sup
t∈(0,1)

( bntc−1∑
k=0

(k + 1)2H − k2H −
bntc−1∑
k=0

|k + 1− nt|2H + |k − nt|2H+[
(bntc+ 1)2H − bntc2H − | bntc+ 1− nt|2H + | bntc − nt|2H

]
+

n−1∑
k=bntc+1

(k + 1)2H − k2H −
n−1∑

k=bntc+1

|k + 1− nt|2H − |k − nt|2H
)

≤ 1

2n2H
sup
t∈(0,1)

(
bntc2H + (bntc+ 1)2H − bntc2H +

− | bntc+ 1− nt|2H + | bntc − nt|2H + 1− (n− nt)2H

)
.

7para verificar esto basta definir xk := nt− k, yk := nt− bntc+ k+ 1, verificar que xk ≥ yk, y usar la
concavidad de g(x) = x2H para mostrar que x2Hk − (xk − 1)2H ≤ y2Hk − (yk − 1)2H .
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El resultado se sigue de la igualdad anterior, haciendo n tender a infinito. Para probar
(d) note que

〈
εk/n, ∂k/n

〉
H

=
1

2n2H

[
(k + 1)2H − k2H − 1

]
,

y por ende∣∣∣∣〈εk/n, ∂k/n〉qH − (−1)q

2qn2qH

∣∣∣∣ =
1

2qn2qH

∣∣((k + 1)2H − k2H − 1)q − (−1)q
∣∣

=
1

2qn2qH

∣∣∣∣∣
q∑
i=1

(
q
i

)[
(k + 1)2H − k2H

]i
(−1)q−i

∣∣∣∣∣
≤ 1

2qn2qH

[
(k + 1)2H − k2H

] q∑
i=1

(
q
i

)
.

Por lo tanto,

n−1∑
k=0

∣∣∣∣〈εk/n, ∂k/n〉qH − (−1)q

2qn2qH

∣∣∣∣ ≤ 1

2qn2qH

n−1∑
k=0

[
(k + 1)2H − k2H

] q∑
i=1

(
q
i

)

=
n2H

2qn2qH

q∑
i=1

(
q
i

)
= O(n−2H(q−1)).

De aqúı se sigue el resultado. Para demostrar (f) note que, de acuerdo con la definición
de (2.34), se tiene lo siguiente

〈
∂j/n, ∂k/n

〉
H

=
1

2

((
j + 1

n

)2H

+

(
k + 1

n

)2H

−
∣∣∣∣j − kn

∣∣∣∣2H
−
(
j

n

)2H

−
(
k + 1

n

)2H

+

∣∣∣∣k + 1− j
n

∣∣∣∣2H
−
(
j + 1

n

)2H

+

(
k

n

)2H

−
∣∣∣∣j + 1− k

n

∣∣∣∣2H +(
j

n

)2H

+

(
k

n

)2H

−
∣∣∣∣j − kn

∣∣∣∣2H
)

=
1

2

(∣∣∣∣k + 1− j
n

∣∣∣∣2H +

∣∣∣∣j + 1− k
n

∣∣∣∣2H − 2

∣∣∣∣j − kn
∣∣∣∣2H
)

= n−2HρH(j − k). (2.58)
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Teorema del ĺımite central para integrales de Skorohod múltiples

Para verificar (g), notamos que, gracias al inciso (f),

n−1∑
j=0

∣∣〈∂j/n, ∂k/n〉H∣∣q = n−2qH

n−1∑
j=0

|ρH(j − k)|q

≤ n−2qH
∑
r∈Z

|ρH(r)|q

= n−2qH
∑
r∈Z

|ρH(r)|q. (2.59)

Como se mencionó posteriormente a la definición de ρH , la serie
∑

r∈Z |ρH(r)|q es conver-
gente ya que ρH(r) se comporta como H(2H − 1)|r|2H−2 cuando |r| −→ ∞. Por lo tanto,
de (2.59) se sigue el inciso (g), el cual implica a su vez el inciso (e).

2.1.5. Un resultado auxiliar

En lo sucesivo, q denotará a un número natural mayor o igual a dos, y f deno-
tará a una función real f : R→ R que satisface la siguiente condición:

(H) f es 2q-veces diferenciable, con derivadas continuas y para cualesquiera p ≥ 2,
i = 0, ..., 2q, se tiene que

E

[
sup
t∈[0,1]

∣∣f (i)(Bt)
∣∣p] <∞.

Note que una condición suficiente para que esta condición se satisfaga es que f
tenga una condición de crecimiento exponencial de la forma |f (2q)(x)| ≤ kec|x|

p
, para

ciertas constantes c, k > 0, y 0 < p < 2.

Teorema 6. Suponga que H ∈ ( 1
4q
, 1

2
), para cierto q ∈ N mayor o igual a dos, y sea f

una función que satisface la hipótesis (H). Considere la siguiente sucesión de procesos
simples

un = nqH−
1
2

n−1∑
k=0

f(Bk/n)∂⊗qk/n. (2.60)

Entonces un pertenece a Dom(δq) y δq(un) converge establemente a σH,q
∫ 1

0
f(Bs)dWs,

donde {Wt}t≥0 es un movimiento browniano independiente de {Bt}t≥0, y σH,q > 0 está da-
do por8

σH,q = q!
∑
r∈Z

ρH(r)q <∞ (2.61)

8Aqúı ρH está definido por (2.34)
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Demostración. A lo largo de la prueba se utilizará la notación

αk,j =
〈
εk/n, ∂j/n

〉
H
, βk,j =

〈
∂k/n, ∂j/n

〉
H
. (2.62)

Gracias a la regla de la cadena9 y a la condición (H), se sigue que un pertenece a
Dq,2(H⊗q). Por lo tanto, de la contención10 Dq,2(H⊗q) ⊂ Dom(δq), se sigue que un ∈
Dom(δq). Para probar la segunda parte del teorema verificaremos que la sucesión

Fn := δq(un),

satisface las condiciones del teorema 4.
Paso 1. Mostraremos que {Fn}n∈N es acotada en L2(Ω,P). Por el Teorema 5, es

suficiente mostrar que un es acotada respecto a la norma de Dq,2(H⊗q), o equivalentemente,
que las normas de un y sus derivadas están acotadas en L2(Ω,P). Considere k ≤ 2q
arbitrario, y p ≥ 2. Entonces, utilizando el inciso (e) del lema 1711, se tiene que la sucesión

n2qH−1

n−1∑
k,j=0

βqk,j,

con βk,j definido por (2.62) es convergente, y por ende, está acotada por cierta constante
C > 0. De aqúı se sigue que

||un||2H⊗q = n2qH−1

〈
n−1∑
k=0

f(Bk/n)∂⊗qk/n,
n−1∑
k=0

f(Bk/n)∂⊗qk/n

〉
H⊗q

= n2qH−1

n−1∑
k,j=0

f(Bk/n)f(Bj/n)βqk,j

≤ C sup
t≤1
|f(Bt)|2. (2.63)

De manera similar, de acuerdo a la notación (2.45), para k ≥ 1 arbitrario se tiene la
igualdad

Dkun = nqH−
1
2

n−1∑
k,j=0

fk(Bj/n)ε⊗kj/n ⊗ ∂
⊗q
j/n.

Por lo tanto, se tiene la siguiente cota

||Dkun||2H⊗(q+k) = n2qH−1

n−1∑
l,j=0

f (k)(Bl/n)f (k)(Bj/n)
〈
εl/n, εj.n

〉k
H
βql,j

≤ C1 sup
t≤1
|f (k)(Bt)|2. (2.64)

9La regla de la cadena garantiza que la q-ésima derivada iterada de Malliavin de f(Bk/n) existe para
1 ≤ k ≤ n

10Para mayores referencias ver Proposición 8
11El cual afirma que

∑n−1
k,j=0 β

q
k,j −O(n2qH−1)
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Note que
〈
εl/n, εj/n

〉
H

= RH( l
n
, j
n
) ≤ 1. Por lo tanto, de la desigualdad (2.64) y del lema

17, inciso (e), deducimos que

||Dkun||2H⊗(q+k) ≤ C1 sup
t≤1
|f (k)(Bt)|2, (2.65)

para cierta constate C1 > 0. Utilizando la condición (H), y las desigualdades (2.63)
y (2.64), se puede deducir que la sucesión {un}n∈N es acotada respecto a la norma de
Dq,2(H⊗q).

Paso 2. Verificaremos enseguida la condición (i) del teorema 4. Sean r, k1, ..., kq−1, r ∈
N ∪ {0} tales que k1 + · · ·+ kq−1 + r = q, y sea h ∈ H⊗r. Queremos ver que〈

un, (DFn)⊗k1 ⊗ · · · ⊗ (Dq−1Fn)⊗kq−1 ⊗ h
〉
H⊗q

(2.66)

converge a cero en L1(Ω).

Supongamos primeramente que r ≥ 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que h es de la forma

h = g ⊗ εt,

con g ∈ H⊗r−1, ya que el conjunto de combinaciones lineales finitas de elementos de la
forma g ⊗ εt, con g ∈ H⊗r−1 forman un conjunto denso en H⊗r. Sea

Φn := (DFn)⊗k1 ⊗ · · · ⊗ (Dq−1Fn)⊗kq−1 ⊗ g. (2.67)

Entonces la sucesión (2.66) converge a cero en L1(Ω) si y sólo si 〈un,Φn ⊗ εt〉H⊗q converge
a cero en L1(Ω). Note que

〈un,Φn ⊗ εt〉H⊗q = nqH−
1
2

n−1∑
k=0

f(Bk/n)
〈
∂
⊗(q−1)
k/n ,Φn

〉
H⊗(q−1)

〈
∂k/n, εt

〉
H
,

y consecuentemente,

E
[
| 〈un,Φn ⊗ εt〉H⊗q |

]
≤ nqH−

1
2

n−1∑
k=0

E
[∣∣∣f(Bk/n)

〈
∂
⊗(q−1)
k/n ,Φn

〉
H⊗(q−1)

∣∣∣] | 〈∂k/n, εt〉H |. (2.68)

Del inciso (c) del lema 17, se deduce que existe una constante C3 ≥ 0 t.q.

sup
n∈N

sup
t∈[0,1]

n−1∑
k=0

|
〈
∂k/n, εt

〉
H
| ≤ C3. (2.69)

A partir de la desigualdad de Hölder, la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y las desigual-
dades (2.68) y (2.69), se sigue que
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E
[
| 〈un,Φn ⊗ εt〉H⊗q |

]
≤ nqH−

1
2

n−1∑
k=0

E
[∣∣∣f(Bk/n)

〈
∂
⊗(q−1)
k/n ,Φn

〉
H⊗(q−1)

∣∣∣] | 〈∂k/n, εt〉H |
≤ nqH−

1
2

n−1∑
k=0

E
[
f(Bk/n)2

] 1
2 E
[〈
∂
⊗(q−1)
k/n ,Φn

〉2

H⊗(q−1)

] 1
2

|
〈
∂k/n, εt

〉
H
|

≤ nqH−
1
2

n−1∑
k=0

E
[
f(Bk/n)2

] 1
2 E
[
||Φn||2H⊗(q−1)

] 1
2 ||∂⊗(q−1)

k/n ||H⊗(q−1)|
〈
∂k/n, εt

〉
H
|.

(2.70)

Gracias a la ecuación (2.54), se tiene que ||∂⊗(q−1)
k/n ||H = n−2H . Por lo tanto, de la desigual-

dad anterior se sigue que

E
[
| 〈un,Φn ⊗ εt〉H⊗q |

]
≤ nqH−

1
2

n−1∑
k=0

E
[
sup
s≤t

f(Bs)
2

] 1
2

n−2HE[||Φn||2H⊗(q−1) ]
1
2 |
〈
∂k/n, εt

〉
H
|. (2.71)

Del lema 17, inciso c)12, se deduce que existe una constante C4 > 0 que acota a
∑n−1

k=0 |
〈
∂k/n, εt

〉
H
|,

y por ende, de la desigualdad (2.71) se sigue que

E
[
| 〈un,Φn ⊗ εt〉H⊗q |

]
≤ nqH−

1
2E
[
sup
s≤t

f(Bs)
2

] 1
2

n−2H(q−1)×

E[||Φn||2H⊗(q−1) ]
1
2

n−1∑
k=0

|
〈
∂k/n, εt

〉
H
|

≤ Kn2H−qH− 1
2E[||Φn||2H⊗(q−1) ]

1
2 . (2.72)

donde

K := C4E
[
sup
s≤t

f(Bs)
2

] 1
2

.

Para aproximar al término E[||Φn||2H⊗(q−1) ]
1
2 procedemos como sigue: de la definición de Φ

se tiene que

||Φn||2H⊗(q−1) = ||g||2H⊗(r−1)

q−1∏
m=1

||DmFn||2kmH⊗m ,

por lo que, aplicando la desigualdad de Hölder generalizada13 a las variables ||g||2
H⊗(r−1) ,

12El cual afirma que supt∈[0,1]
∑n−1
k=0 |

〈
εt, ∂k/n

〉
H
| = O(1)

13Para mayores referencias sobre dicha desigualdad ver Apéndice, teorema 8
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||DFn||2k1H , ||D2Fn||2k2H⊗2 ,...,||Dq−1Fn||
2kq−1

H⊗(q−1) , deducimos la desigualdad

E[||Φn||2H⊗(q−1) ] ≤ E
[
||g||2(q−1)

H⊗(r−1)

] 1
q−1

q−1∏
m=1

(
E[||DmFn||2km(q−1)

H⊗m ]
) 1
q−1

= ||g||2H⊗(r−1)

q−1∏
m=1

||DmFn||2kmL2km(q−1)(Ω,H⊗m)
.

Por lo tanto, utilizando el teorema 5, existe una constante C5 > 0 tal que, para cuales-
quiera m = 1, ..., q − 1, y p ≥ 2, se tiene que

||DmFn||L2(Ω,H⊗m) = ||Dmδq(un)||Lp(Ω,H⊗m)

≤ ||δq(un)||Dm,p ≤ C5||un||Dm+q,p(H⊗q). (2.73)

Por el paso 1, un está acotado en Dk,p(H⊗q) para cualesquiera k ≤ 2q y p ≥ 2. Por lo
tanto, de la desigualdad (2.73), deducimos que existe una constante K2 > 0 tal que

||DmFn||L2(Ω,H⊗m,P) ≤ K2,

para cualesquiera m = 1, ..., q − 1, y p ≥ 2. Esto implica, por la desigualdad (2.72), que

E[| 〈un,Φn ⊗ εt〉H⊗q |] ≤ KnH(2−q)− 1
2 ,

y ya que q ≥ 2 (y consecuentemente H(2− q)− 1
2
< 0), se tiene que nH(2−q)− 1

2
n−→ 0. Por

lo tanto, la sucesión〈
un, (DFn)⊗k1 ⊗ · · · ⊗ (Dq−1Fn)⊗kq−1 ⊗ h

〉
H⊗q

= 〈un,Φn ⊗ εt〉H⊗q

converge a cero en L1(Ω).

Supongamos ahora que r = 0. Entonces se tiene que Φn = (DFn)⊗k1⊗· · ·⊗ (Dq−1Fn)kq−1 ,
y por ende 〈

∂⊗qj/n,Φn

〉
H⊗q

=
〈
∂j/n, DFn

〉k1
H
· · ·
〈
∂
⊗(q−1)
j/n , Dq−1Fn

〉kq−1

H⊗(q−1)
.

Esto implica que

〈un,Φn〉H⊗q = nqH−
1
2

n−1∑
k=0

f(Bk/n)

q−1∏
m=1

〈
∂⊗mj/n , D

mFn

〉km
H⊗m

. (2.74)

Sea

Ψm,j
n :=

〈
∂⊗mj/n , D

mFn

〉
H⊗m

. (2.75)
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Utilizando el Lema 15, podemos calcular los términos DmFn de la siguiente manera

DmFn =
m∑
i=0

(
m
i

)(
q
i

)
i!δq−i(Dm−iun)

= nqH−
1
2

m∑
i=0

(
m
i

)(
q
i

)
i!
n−1∑
l=0

(ε
⊗(m−i)
l/n ⊗ ∂⊗il/n)δq−i(f (m−i)(Bl/n)∂

⊗(q−i)
l/n ),

y de aqúı se sigue que

Ψm,j
n = nqH−

1
2

m∑
i=0

(
m
i

)(
q
i

)
i!
n−1∑
l=0

αm−il,j βil,jδ
q−i(f (m−i)(Bl/n)∂

⊗(q−i)
l/n )

=
m∑
i=0

Φi,m,j
n , (2.76)

donde los términos Φi,m,j
n están definidos por

Φi,m,j
n = nqH−

1
2

(
m
i

)(
q
i

)
i!
n−1∑
l=0

αm−il,j βil,jδ
q−i(f (m−i)(Bl/n)∂

⊗(q−i)
l/n ). (2.77)

A continuación acotaremos la norma en Lp(Ω) de los términos Φi,m,j
n . Utilizando nueva-

mente el lema 5, obtenemos

||δq−i(f (q−i)(Bl/n)∂
⊗(q−i)
l/n )||Lp(Ω)

≤ C||f (m−i)(Bl/n)∂
⊗(q−i)
l/n ||Dq−i,p(H⊗(q−i))

= C

(
m−i∑
k=0

E[||f (m−i+k)(Bl/n)ε⊗kl/n ⊗ ∂
⊗(q−i)
l/n ||p

H⊗(q−i+k) ]

) 1
p

≤ C

(
m−i∑
k=0

E
[∣∣f (m−i+k)(Bl/n)

∣∣p] ||ε⊗kl/n ⊗ ∂⊗(q−i)
l/n ||p

H⊗(q−i+k)

) 1
p

≤ C

(
m−i∑
k=0

E
[∣∣f (m−i+k)(Bl/n)

∣∣p]n−p(q−i)H) 1
p

≤ Kn−(q−i)H ,

(2.78)

para cierta constante K > 0. Por otro lado, si i > 0, podemos utilizar los incisos b) y g)
del lema 17 (el inciso g) puede aplicarse ya que i > 0) para obtener las desigualdades

|αm−il,j | ≤ Cn−2(m−i)H

n−1∑
l=0

|βil,j| ≤ Cn−2iH . (2.79)
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Sustituyendo las desigualdades 2.78 y 2.79 en 2.77, obtenemos la siguiente aproximación
para la norma en Lp(Ω) de Φi,m,j

n

||Φi,m,j
n ||Lp(Ω) ≤ CnqH−

1
2

n−1∑
l=0

|αm−il,j βil,j|n−2(q−i)H ≤ Cn−
1
2
−2mH+iH . (2.80)

Supongamos ahora que i = 0. Utilizando el inciso (b), y desarrollando el término ||δq(f (q)(Bl/n)∂⊗ql/n)||Lp(Ω)

de manera similar a la ecuación (2.78), obtenemos

||Φ0,m,j
n ||Lp(Ω)

≤ CnqH−
1
2

n−1∑
l=0

αml,j

(
m∑
k=0

E[f (m+k)(Bl/n)p]||ε⊗(k
l/n ⊗ ∂

⊗q
l/n||

p

H⊗(q+k)

) 1
p

≤ C ′nqH−
1
2

n−1∑
l=0

αml,j||εl/n||kH||∂l/n||
q
H

≤ C ′′nqH−
1
2

n−1∑
l=0

αml,j
〈
∂l/n, ∂l/n

〉 q
2

H

≤ C ′′′nqH−
1
2
−2mH−qH

≤ C ′′′n−2mH− 1
2 .

(2.81)

Teniendo estas cotas para ||Φ0,m,j
n ||Lp(Ω), procedemos a aproximar a ||Ψm,j

n ||Lp(Ω). Ya que∑q−1
k=1 km = q ≥ 2, existen al menos dos factores distintos de uno en el producto

q−1∏
m=1

〈
∂j/n, D

mFn
〉km
H⊗m

. (2.82)

Consecuentemente, podemos utilizar la ecuación (2.74) para expresar a 〈un,Φn〉H⊗q en
términos de las variables Ψm,j

n (definidas por (2.75)) de la siguiente manera

〈un,Φn〉H⊗q = nqH−
1
2

n−1∑
j=0

f(Bj/n)Ψµ,j
n Ψν,jΘj

n,

donde 1 ≤ µ, ν ≤ q − 1 son ı́ndices no necesariamente distintos y

Θj
n := (Ψµ,j

n )kµ−1(Ψν,j
n )kν−1

q−1∏
m=1
m 6=µ,ν

(Ψm,j
n )km .

Utilizando la ecuación (2.76) para expresar al producto Ψµ,j
n Ψν,j en términos de las varia-
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bles Φi,j
n , podemos reescribir la ecuación (2.82) en la forma

〈un,Φn〉H⊗q = nqH−
1
2

n−1∑
j=0

f(Bj/n)Ψµ,j
n Ψν,jΘj

n

= nqH−
1
2

n−1∑
j=0

f(Bj/n)

(
µ∑
i=0

ν∑
k=0

Φi,µ,j
n Φk,ν,j

n Θj
n

)
= Qn + Pn,

donde

Qn := nqH−
1
2

n−1∑
j=0

f(Bj/n)

(
µ∑
i=0

ν∑
k=0

1{i+k≥1}Φ
i,µ,j
n Φk,ν,j

n Θj
n

)

Pn := nqH−
1
2

n−1∑
j=0

f(Bj/n)Φ0,µ,j
n Φ0,ν,j

n Θj
n

A continuación acotaremos la norma en Lp(Ω) de Qn y Pn. A partir de la desigualdad
(2.80), deducimos que

||Ψm,j
n ||Lp(Ω) ≤ Cn−mH . (2.83)

Utilizando la desigualdad de Hölder generalizada, y la desigualdad (2.83), obtenemos la
siguiente cota para E[Θj

n]:

E[Θj
n] = E

∣∣Ψµ,j
n

∣∣kµ−1 ∣∣Ψν,j
n

∣∣kν−1
q−1∏
m=1
m 6=µ,ν

∣∣Ψm,j
n

∣∣km


≤ CE
[∣∣Ψµ,j

n

∣∣(q−1)(kµ−1)
] 1
q−1 E

[∣∣Ψν,j
n

∣∣(q−1)(kν−1)
] 1
q−1 ×

q−1∏
m=1
m6=µ,ν

E
[∣∣Ψm,j

n

∣∣(q−1)km
] 1
q−1

= C ||Ψµ,j
n ||

kµ−1

L(q−1)(kµ−1)(Ω)
||Ψν,j

n ||
kν−1
L(q−1)(kν−1)(Ω)×

q−1∏
m=1
m6=µ,ν

||Ψm,j
n ||kmL(q−1)(km−1)(Ω)

≤ Cn−H(q−µ−ν). (2.84)

Aplicando la desigualdad de Hölder generalizada y las desigualdades (2.84), (2.80),
(2.81) en la definición de Qn , obtenemos lo siguiente
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Teorema del ĺımite central para integrales de Skorohod múltiples

E[|Qn|] = nqH−
1
2

n−1∑
j=0

E

[
f(Bj/n)

(
µ∑
i=0

ν∑
k=0

1{i+k≥1}Φ
i,µ,j
n Φk,ν,j

n Θj
n

)]

≤ CnqH−
1
2

n−1∑
j=0

{
E

[∣∣∣∣∣f(Bj/n)

(
µ∑
i=1

ν∑
k=1

Φi,µ,j
n Φk,ν,j

n Θj
n

)∣∣∣∣∣
]

+

n−1∑
j=0

E

[∣∣∣∣∣f(Bj/n)

(
ν∑
k=1

Φ0,µ,j
n Φk,ν,j

n Θj
n

)∣∣∣∣∣
]

+

n−1∑
j=0

E

[∣∣∣∣∣f(Bj/n)

(
µ∑
i=1

Φi,µ,j
n Φ0,ν,j

n Θj
n

)∣∣∣∣∣
]}

,

y por lo tanto,

E[|Qn|] ≤ C ′nqH−
1
2

+1

{
µ∑
i=1

ν∑
k=1

n1−2(µ+ν)H+(i+k)H−1 × n−H(q−µ−ν)+

ν∑
j=1

n1−2(µ+ν)+jH−1 × n−(q−µ−ν)H +

µ∑
k=1

n1−2(νµ)+kH−1 × n−(q−µ−ν)H

}
,

≤ C ′n−
1
2
−(µ+ν)H

(
ν∑
k=1

nHk

)(
µ∑
i=1

nHi

)
+

n−(µ+ν)H

(
µ∑
i=1

nHi

)
+ n−(µ+ν)H

(
ν∑
j=1

nHj

)
.

Es fácil verificar, a partir de la desigualdad anterior, que E[|Qn|] es del orden de n−
1
2 . Por

lo tanto, Qn converge a cero en L1(Ω).

Para acotar al término Pn aplicamos la desigualdad de Hölder generalizada y las cotas
2.81, 2.84 en la definición de Pn , obteniendo aśı la desigualdad

E[|Pn|] ≤ nqH−
1
2

n−1∑
j=0

E[|f(Bj/n)|Φ0,µ,j
n Φ0,ν,j

n Θj
n|]

≤ nqH−
1
2

n−1∑
j=0

E[|f(Bj/n)|4]
1
4E[|Φ0,µ,j

n |4]
1
4E[|Φ0,ν,j

n |]
1
4E[|Θj

n|4]
1
4

≤ CnqH+ 1
2n−2(µ+ν)H−1n−H(q−µ−ν) = Cn−(µ+ν)H− 1

2 .

De lo anterior se concluye que Pn converge a cero en L1(Ω).

Veamos ahora que la condición ii) del teorema 4 se satisface. Note que

〈un, DqFn〉H⊗q = nqH−
1
2

n−1∑
j=0

f(Bj/n)
〈
∂⊗qj/n, D

qFn

〉
H⊗q

.
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Utilizando la igualdad (2.76), y susituyendo el valor de Ψq,j
n , dado por (2.75), obtenemos

〈
∂⊗qj/n, D

qFn

〉
H⊗q

= nqH−
1
2

q∑
i=0

(
q
i

)2

i!
n−1∑
l=0

αq−il,j β
i
l,jδ

q−i
(
Bl/n∂

⊗(q−i)
l/n

)
.

De las igualdades anteriores se puede deducir la siguiente descomposición para 〈un, DqFn〉H⊗q :

〈un, DqFn〉H⊗q = Rn + Sn + Tn,

donde

Rn = n2qH−1q!
n−1∑
l,j=0

βql,jf(Bj/n)f(l/n) (2.85)

Sn = n2qH−1

q−1∑
i=1

(
q
i

)2

i!
n−1∑
l=0

αq−il,j β
i
l,jf(Bj/n)δq−i(Bl/n)∂

⊗(q−i)
l/n (2.86)

Tn = n2qH−1

n−1∑
l,j=0

αql,jf(Bj/n)δq(f (1)(Bl/n)∂⊗ql/n). (2.87)

El término Rn, como veremos a continuación, converge en L2(Ω,P) a

q!

(∑
k∈Z

ρH(k)q
∫ 1

0

f(Bs)
2ds

)
.

Para verificar dicha afirmación note que, gracias al inciso (c) del lema 17, se tiene que
βil,j = 2−in−2Hiρ(l − j)i, y por ende,

Rn

=
q!

2qn

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

f(Bj/n)f(Bj/n)(|k − j + 1|2H + |k − j − 1|2H − 2|k − j|2H)q

=
q!

2qn

n−1∑
j=0

n−1−j∑
p=−j

f(Bj/n)f(B(j+p)/n)(|p+ 1|2H + |p− 1|2H − 2|p|2H)q

=
q!

2qn

n−1∑
p=−(n−1)

(n−1)∧(n−1−p)∑
j=0∨(−p)

f(Bj/n)f(B(j+p)/n)(|p+ 1|2H + |p− 1|2H − 2|p|2H)q

=
q!

2q

∞∑
p=−∞

1

n
(|p+ 1|2H + |p− 1|2H − 2|p|2H)q

(n−1)∧(n−1−p)∑
j=0∨(−p)

f(Bj/n)f(B(j+p)/n),

(2.88)

donde en la segunda igualdad se hizo el cambio de variable p = k − j, mientras que en la
última igualdad se utilizó la notación

∑i2
j=i1

aj = 0 si i2 < i1. Note que el término dentro
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de la segunda suma del lado derecho de la igualdad anterior tiende a
∫ 1

0
f(Bs)ds en L1(Ω),

para verificar esto note que

1

n

(n−1)∧(n−1−p)∑
j=0∨(−p)

f(Bj/n)f(B(j+p)/n) =
1

n

(n−1)∧(n−1−p)∑
j=0∨(−p)

f(Bj/n)2

+
1

n

(n−1)∧(n−1−p)∑
j=0∨(−p)

(f(B(j+p)/n)− f(Bj/n)). (2.89)

Como las trayectorias de {Bt}t≥0 son Hölder continuas con ı́ndice α < H, y la función f
pertenece a C1(R,R) (y por ende, es Lipchitz en el intervalo [0, 1]), concluimos que existe
una constante C(ω) > 0 tal que, para toda p ∈ Z

∣∣∣∣∣∣ 1n
(n−1)∧(n−1−p)∑

j=0∨(−p)

(f(B(j+p)/n)− f(Bj/n))

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

n

(n−1)∧(n−1−p)∑
j=0∨(−p)

|(f(B(j+p)/n)− f(Bj/n))|

≤ C

n

(n−1)∧(n−1−p)∑
j=0∨(−p)

pα

nα

=
Cpα

nα
n→ 0. (2.90)

A partir de las igualdades (2.89) y (2.90), es fácil mostrar que

1

n

(n−1)∧(n−1−p)∑
j=0∨(−p)

f(Bj/n)f(B(j+p)/n)

converge c.s. a
∫ 1

0
f(Bs)

2ds. Más aún, la convergencia anterior se satisface también en
L2(Ω,P), esto puede verificarse utilizando la convergencia casi segura, el teorema de con-
vergencia dominada, y la condición (H).

Resta mostrar que los términos Sn y Tn en la descomposición (2.85) convergen a cero en

L1(Ω). Utilizando las desigualdades (2.79) se obtiene
∑n−1

l,j=0 |α
(q−i)H
l,j βiHl,j | ≤ Cn−2qH+1, y

por lo tanto, gracias a la desigualdad (2.78) obtenemos

E[|Sn|] ≤ Cn2qH−1

q−1∑
i=1

n−1∑
l,j=0

|αq−il,j β
i
l,j|||δq−i(f (q−i)(Bl/n)∂

⊗(q−i)
l/n )||L2(Ω)

≤ C ′n2qH−1

q−1∑
i=1

n−2qH+1n−(q−i)H

≤ C ′n−qH × n−H
(

1− nH(q−1)

1− nH

)
= o(n−H)
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El término ||Tn||Lp(Ω) puede acotarse de la siguiente manera

E[|Tn|] ≤ n2qH−1||
n−1∑
j=0

n−1∑
l=0

αql,jf(Bj/n)δq(f (1)(Bl/n)∂⊗ql/n)||Lp(Ω)

≤ Cn2qH−1||
n−1∑
j=0

Φ0,q,j
n ||Lp(Ω)

≤ Cn2qH ||Φ0,q,j
n ||Lp(Ω) = Cn2qHn−2qH− 1

2 −→ 0

Esto termina la prueba.

Lema 18. Suponga que h ∈ H tiene norma unitaria. Entonces se cumple la siguiente
igualdad

q!Hq(W (h)) = δq(h⊗q) (2.91)

Demostración. Demostraremos el lema por inducción sobre q:

1. Si q = 1 el resultado es directo.

2. Si el resultado es cierto para q, veamos que se cumple para q + 1. Para ello, basta
verificar que para toda F ∈ Dq+1,2 se cumple la igualdad

E[δq+1(h⊗(q+1))] = E[(q + 1)!Hq+1(W (h))F ].

Comenzaremos verificando la igualdad anterior para variables F de la forma F =
f(W (h1), ...,W (hm)), para cierta m ∈ N y f : Rm → R infinitamente derivable,
con derivadas de crecimiento polinomial. Por hipótesis de inducción se tiene que las
variables Fj := ∂

∂xj
f(W (h1), ...,W (hm)) satisfacen

E[Fjδ
q(h⊗q)] = E[Fjq!Hq(W ())]. (2.92)

Por lo tanto, se tiene la siguiente igualdad

E[δq+1(h⊗(q+1))F ] = E[
〈
Dq+1, h⊗(q+1)

〉
H⊗(q+1) F ]

=
m∑
j=1

〈hj, h〉H E[
〈
DqFj, h

⊗q〉
H⊗q

]

=
m∑
j=1

〈hj, h〉H E[Fjδ
q(W (h⊗q))]

=
m∑
j=1

〈hj, h〉H E[Fjq!Hq(W (h))]

= E[〈DF, hq!Hq(W (h))〉H ]

= E[Fδ(hq!Hq(W (h)))].
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y por la proposición 10, y las propiedades (1.3) de los polinomios de Hermite, se
tiene que

E[δq+1(h⊗(q+1))F ] = q!E[F (Hq(W (h))W (h)−DhHq(W (h)))]

= E[Fq!(Hq(W (h))W (h)−Hq−1)]

= E[F (q + 1)!Hq+1(W (h))].

La ecuación anterior se puede verificar para F general utilizando un argumento de
aproximación.

Teorema 7. Suponga que f es una función que satisface la hipótesis (H). Considere la
sucesión de variables aleatorias Gn definidas por (2.40). Entonces, dado H ∈ ( 1

4q
, 1

2
) se

tiene que

Gn − n−
1
2
−qH (−1)q

2qq!

n−1∑
k=0

f (q)(Bk/n)
establemente−→ σH,q

∫ 1

0

f(Bs)dWs, (2.93)

donde {Ws}s≥0 es un movimiento browniano independiente de {Bt}t≥0, y σH,q está definida
por (2.43).

Demostración. Por el lema 18 se tiene que

Hq(n
H(∆Bk/n)) =

1

q!
nqHδq(∂⊗qk/n).

Entonces, utilizando el lema 13 obtenemos

f(Bk/n)δq(∂⊗qk/n) =

q∑
r=0

(
q
r

)
αrk,kδ

q−r(f (r)(Bk/n)∂
⊗(q−r)
k/n ),

donde las constantes αi,j está definido por (2.62). Consecuentemente

Gn =
1

q!
nqH−

1
2

q∑
r=0

n−1∑
k=0

(
q
r

)
αrk,kδ

q(f (r)(Bk/n)∂
⊗(q−r)
k/n )

=
1

q!
δq(un) +

q−1∑
r=1

δq−r(v(r)
n ) +Rn,

donde un está definido por (2.60),

v(r)
n =

1

q!

(
q
r

)
nqH−

1
2

n−1∑
k=0

αrk,kf
(r)(Bk/n)∂

⊗(q−r)
k/n ,
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y

Rn =
1

q!
nqH−

1
2

n−1∑
k=0

αqk,kf
(q)(Bk/n).

La prueba se efectuará en dos pasos:

Paso 1. Mostraremos que para todo H ∈ (0, 1
2
), entonces, para r = 1, ..., q − 1,

δq−r(v
(r)
n ) converge a cero en L2(Ω) cuando n tiende a infinito. Como consecuencia del

teorema 5, para verificar esta afirmación basta mostrar que v
(r)
n converge a cero en la norma

de Dq−r,2(H⊗(q−r)). Considere las variables βi,j definidas por (2.62), entonces, utilizando
el lema 17 se tiene que para todo 0 ≤ m ≤ q − r

E[||Dmv(r)
n ||2H⊗(q−r+m) ]

≤
(

1

q!

(
q
r

))2

n2qH−1×〈
n−1∑
k=0

αrk,kf
(r)(Bk/n)∂

⊗(q−r)
k/n ,

n−1∑
l=0

αrl,lf
(r)(Bl/n)∂

⊗(q−r)
l/n

〉
H⊗(q−r+m)〈

n−1∑
k=0

αrk,kf
(r)(Bk/n)∂

⊗(q−r)
k/n ,

n−1∑
l=0

αrl,lf
(r)(Bl/n)∂

⊗(q−r)
l/n

〉
H⊗(q−r+m)

=

(
1

q!

(
q
r

))2

n2qH−1

n−1∑
k,l=0

E[f (r+m)(Bk/n)f r+m(Bl/n)αrk,kα
r
l,lα

m
k,lβ

q−r
k,l ]

≤ Cn2qH−1

n−1∑
k,l=0

αrk,kα
r
l,lα

m
k,lβ

q−r
k,l ≤ Cn2qH−1

n−1∑
k,l=0

n−2Hrn−2Hrn−2Hmβq−rk,l

≤ Cn2qH−1n−2H(2r+m)n1−2(q−r)H → 0

(2.94)

Paso 2. Para completar la prueba basta verificar que

Rn − n−
1
2
−qH (−1)q

2qq!

n−1∑
k=0

f (q)(Bk/n)

converge a cero en L2(Ω) cuando n tiende a infinito. Esto se sigue del inciso (d) del lema
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17, y de la desigualdad∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

q!
nqH−

1
2

n−1∑
k=0

αqk,kf
(q)(Bk/n)− (−1)q

2qq!
n−

1
2
−qH

n−1∑
k=0

f (q)(Bk/n)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(Ω)

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

q!
nqH−

1
2

n−1∑
k=0

(
αqk,k −

(−1)q

2qq!
n−2qH

)
f (q)(Bk/n)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(Ω)

≤ C
1

q!
nqH−

1
2

n−1∑
k=0

∣∣∣∣αqk,k − (−1)q

2qq!n2qH

∣∣∣∣
≤ CnqH−

1
2n−2H(q−1) = Cn−qH+2H− 1

2 .

(2.95)

Como H ∈ ( 1
4q
, 1

2
), el término −qH + 2H − 1

2
en la igualdad anterior es estrictamente

menor a cero, lo cual termina la prueba.
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Apéndice A

Resultados de análisis funcional

Teorema 8 (Desigualdad de Hölder Generalizada). Sea (Ω,F ,P) un espacio de
probabilidad. Suponga que r ∈ (0,∞), y p1, ..., pn ∈ (0,∞] son tales que

n∑
k=1

1

pk
=

1

r
.

Entonces, para cualesquiera variables aleatorias X1, ..., Xn definidas en (Ω,F ,P), se tiene
que ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
r

≤
n∏
k=1

||Xk||pk .

donde
||X||p := E [Xp]

1
p si pk<∞

y || · ||∞ denota el supremo esencial. En particular, si Xk ∈ Lpk(Ω,F ,P) y r ≥ 1, entonces∏n
k=1Xk ∈ Lr(Ω,F ,P).

Demostración. Para demostrar el resultado utilizaremos inducción sobre n:

1. Para n = 1 el resultado es claro.

2. Supongamos que el resultado es válido para n. Sean p1, ..., pn+1 ∈ R+ tales que∑n
k=1

1
pk

= 1
r
. Supongamos sin pérdida de generalidad que p1 ≤ p2 · · · ≤ pn+1.

a) Si pn+1 =∞, entonces
n∑
k=1

1

pk
=

1

r
,

y por la hipótesis de inducción,

E

[
n∏
k=1

|Xk|r
] 1
r

≤ E

[
n∏
k=1

|Xk|r
] 1
r

.
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De aqúı se deduce que

E

[
n+1∏
k=1

|Xk|r
] 1
r

≤ E

[
||Xn+1||∞

n∏
k=1

|Xk|r
] 1
r

≤ ||Xn+1||∞E

[
n∏
k=1

|Xk|r
] 1
r

.

b) si pn+1 <∞ (y consecuentemente, todos los pk son finitos) definimos

p :=
pn

pn − r
y q :=

pn
r
.

Note que 1
p

+ 1
q

= 1
r
, por lo que, gracias a la desigualdad de Hölder,∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Xr

n+1

n∏
k=1

Xr
k

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
1

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∏
k=1

Xr
k

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p

∣∣∣∣Xr
n+1

∣∣∣∣
q
,

elevando a la potencia 1
r

en ambos lados en la igualdad anterior obtenemos∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n+1∏
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
r

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∏
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
pr

||Xn+1||qr .

Como qr = pn+1, y

n∑
k=1

1

pk
=

1

r
− 1

pn+1

=
pn − r
rpn

=
1

pr
,

por la hipótesis de inducción se tiene que∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n+1∏
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
r

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n−1∏
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
pr

||Xn+1||qr ≤
n∏
k=1

||Xn+1||pn+1
||Xk||pk .

Teorema 9 (Descomposición Ortogonal). Sea (V, 〈·, ·〉V ) un espacio de Hilbert y W ⊂
V un subespacio lineal cerrado. Para todo x ∈ V hay una representación única x = y+ z,
con y ∈ W y z ∈ W⊥.

Demostración. Sea x ∈ V , c = ı́nf{||x − w||V ; w ∈ W} y sea {wn} una sucesión en W
con ||x− wn|| → c cuando n→∞. Usando la ley del paralelogramo obtenemos

||wm − wn||2V = 2||wm − x||V + 2||wn − x||2V − 4||1
2

(wm − wn)− x||2V

Como W es un subsepacio lineal, (wm+wn)/2 ∈ W y por lo tanto ||1
2
(wm+wn)−x||V ≥ c.

Por lo tanto, {wn}n≥1 es una sucesión de Cauchy: ||wm − wn||V → 0 si m,n→∞. Como
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V es completo y W es cerrado, también es completo, de modo que existe y ∈ W con
wn → y cuando n → ∞. Sea ahora z = x− y, entonces ||z||V = ĺımn ||wn − x||V = c por
la continuidad de la norma.

Consideremos un w ∈ W\{0} cualquiera. Definimos ρ = −〈z, w〉 /||w||2V y tenemos
y + ρw ∈ W . En consecuencia

c2 ≤ ||x− (y + ρw)||2V = ||z||2V + ρ2||w||2V − 2ρ 〈z, w〉V = c2 − ρ2||w||2V

y en conclusión 〈z, w〉V = 0 para todo w ∈ W y por lo tannto z ∈ W⊥.
Falta ver la unicidad en la descomposición. Si x = y′ + z′ es otra descomposición

ortogonal entonces y − y′ y z − z′ ∈ W⊥ y además y − y′ + z − z′ = 0. En consecuencia

0 = ||y − y′ + z − z′||2V = ||y − y′||2V + ||z − z′||2V + 2 〈y − y′, z − z′〉V
= ||y − y′||2V + ||z − z′||2V ,

de donde obtenemos que y = y′ y z = z′

Teorema 10 (Teorema de extensión de Hahn Banach). Supongamos que M es un
subespacio de cierto espacio vectorial X, que p es una seminorma en X, y que f es un
funcional lineal en M tal que

|f(x)| ≤ p(x) para x ∈M.

Entonces f puede extenderse a un funcional lineal Λ en X que satisface

|Λx| ≤ p(x) para x ∈M.

Demostración. Para su prueba véase 1001[30]
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Apéndice B

Productos tensoriales

Sean U y V dos espacios vectoriales. El producto tensorial de U y V , el cual deno-
taremos por U ⊗ V es un espacio vectorial con la siguiente propiedad:

Existe una función bilineal T : U × V −→ U ⊗ V tal que, si W es un espacio vectorial,
y A : U × V −→ W es una función bilineal, entonces existe una transformación lineal
A′ : U ⊗V −→ W , tal que A′ ◦T coincide con A1, es decir, el siguiente diagrama conmuta

U × V U ⊗ V

W

T

A′A

A la imagen de una pareja (u, v) ∈ U×V bajo T se le llama normalmente el producto
tensorial de los vectores u y v, y se le denota por

u⊗ v := T (u, v).

La función T , con valores en el espacio U ⊗ V , puede pensarse como la “función bilineal
más general”, en el sentido de que toda función bilineal puede “factorizarse a través de
U ⊗ V ”, es decir, toda función bilineal puede verse como composición de T , con una
función lineal A′ con dominio en U ⊗ V . Es posible verificar que la pareja (U ⊗ V, T ) es
única salvo isomorfismos. A continuación se muestra una manera intuitiva de construir el
espacio U ⊗ V .

1Esta propiedad se conoce como “propiedad de universalidad”
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Sea {ei}i∈I una base de U y {fj}j∈J una base de V . Entonces las funciones bilineales defi-
nidas en U ×V (en particular la función T que queremos construir) están completamente
determinadas por su valor en los elementos de la base {(ei, fj) | i ∈ I, j ∈ J}, es decir, si

u =
∑N1

i=1 αiei y v =
∑N2

j=1 βjfj, entonces

T (u, v) = T

(
N1∑
i=1

αiei,

N2∑
j=1

βjfj

)
=

∑
1≤i≤N1
1≤j≤N2

αiβjT (ei, fj). (B.1)

Por lo tanto, basta construir una base para definir al espacio U ⊗ V , en cuyo caso T
quedará completamente determinada por las cantidades ei⊗ fj. Para cada pareja (ei, fj),
con i ∈ I y j ∈ J , definimos los śımbolos formales ei⊗ fj, a partir de los cuales definimos
el conjunto

D := {ei ⊗ fj | i ∈ I, j ∈ J}

El espacio U ⊗ V lo definimos como el espacio vectorial con base D. El mapeo T lo
definiremos mediante

T (ei, fj) = ei ⊗ fj i ∈ I, j ∈ J.

De esta manera se tiene que si A : U × V −→ W es una función bilineal, definimos la
función lineal A′ : U ⊗ V −→ W mediante

A′(ei ⊗ fj) := A(ei, fj).

Definida de esta manera, la función A se factoriza a través de U ⊗ V mediante A′, y por
ende, el espacio U ⊗ V es una versión del espacio tensorial de U con V .

Producto tensorial simetrizado

En general podemos definir el producto tensorial de una colección finita de espacios
vectoriales V1, ..., Vn, el cual denotaremos por V1⊗· · ·⊗Vn mediante la siguiente recursión

W2 := V1 ⊗ V2

Wk := Wk−1 ⊗ Vk 2 ≤ k ≤ n− 1

V1 ⊗ · · · ⊗ Vn := Wn−1 ⊗ Vn.

Introduciremos a continuación el concepto de simetrización de un producto tensorial

Definición 9. Sean V1, ..., Vn espacios vectoriales y sea
{
eki
}
i∈Ik

una base para Vk, 1 ≤
k ≤ n. Definimos la simetrización de un elemento x ∈ V1 ⊗ · · · ⊗ Vn de la forma

x =
∑

1≤i1≤N1
···

1≤in≤Nn

ai1,...,ine
1
i1
⊗ · · · ⊗ enin ,
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para N1, ..., Nn ∈ N, y para ciertos escalares ai1,...,in de la siguiente manera

symm(x) :=
1

n!

∑
σ∈Sn

∑
1≤i1≤N1
···

1≤in≤Nn

aiσ(1),...,iσ(n)e
1
iσ(1)
⊗ · · · ⊗ eniσ(n) .

En ocasiones también denotaremos a symm(x) mediante x̂. Diremos que x es un vector
simétrico si x = symm(x), y denotaremos por

V1⊗̂ · · · ⊗̂Vn

al conjunto de todos los vectores en V1 ⊗ · · ·Vn que son simétricos.

Productos tensoriales de espacios de Hilbert

Si H1, ..., Hn son espacios de Hilbert con productos internos 〈·, ·〉H1
, ..., 〈·, ·〉Hn res-

pectivamente. Entonces H1 ⊗ · · ·Hn también tiene estructura de espacio de Hilbert, con
producto interno dado por

〈v1 ⊗ · · · ⊗ vn, w1 ⊗ · · · ⊗ wn〉H1⊗···⊗Hn :=
n∏
k=1

〈vk, wk〉Hk .

Por ejemplo, si Hk = L2(Xk,Xk, µk) para ciertos espacios de medida (Xk,Xk, µk), 1 ≤
k ≤ n, es fácil verificar que el producto tensorial H1 ⊗ · · · ⊗ Hn es isomorfo al espacio
L2(X1×· · ·×Xn,X1⊗· · ·⊗Xn, µ1⊗· · ·⊗µn) (donde X1⊗· · ·⊗Xn denota a la σ-álgebra
producto y µ1 ⊗ · · · ⊗ µn denota a la medida producto) mediante el mapeo

H1 ⊗ · · · ⊗Hn −→ L2(X1 × · · ·Xn,X1 ⊗ · · · Xn, µ1 ⊗ · · · ⊗ µn)

h1 ⊗ · · · ⊗ hn 7−→
n∏
k=1

hk,

donde
∏n

k=1 hk : X1 × · · · ×Xn → R está definida por
∏n

k=1 hk(x1, ..., xn) =
∏n

k=1 hk(xk).
Más aún, el producto interno de H1 ⊗ · · · ⊗Hn está dado por

〈v1 ⊗ · · · ⊗ vn, w1 ⊗ · · · ⊗ wn〉H1⊗···⊗Hn

=
n∏
k=1

〈vk, wk〉Hk

=

∫
X1

· · ·
∫
Xn

n∏
k=1

vk(xk)wk(xk)µn(dxn)µn−1(dxn−1) · · ·µ(dx1).
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