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Introduccion

La teoria del célculo de Malliavin, también conocido como calculo estocastico de varia-
ciones, consiste en la aplicacion de técnicas de célculo diferencial en el espacio de Wiener.
Esta teoria fue introducida en 1976 por Paul Malliavin con el objetivo de establecer condi-
ciones que aseguraran la suavidad de las densidades de soluciones a ecuaciones diferenciales
estocdsticas. Dichas condiciones® se establecieron mediante el uso de operadores diferen-
ciables y técnicas de integracién por partes en espacios de dimension infinita (para mayores
referencias ver [14]). Durante el desarrollo de dicho trabajo se introdujo el operador de
derivada para variables aleatorias en el espacio de Wiener, cuya definicién se asemeja en
ciertos aspectos a la derivada de Frechét. Posteriormente esta teoria fue enriquecida con el
trabajo de Stroock, Bismut y Watanabe (para mayores referencias ver [10], [11], [12] y [6]).

Entre las subsecuentes contribuciones al desarrollo del calculo de Malliavin resaltan
dos aplicaciones al area de finanzas, realizadas por Ocone en 1989 y por Fournié en 1999.
Ocone dio una interpretacién de la férmula de Clark en términos de la derivada de Mallia-
vin; dicho resultado se conoce actualmente como férmula de Clark-Ocone y se utiliza en la
replicacién de portafolios financieros. Posteriormente, Fournié utilizo la férmula de inte-
gracién por partes para desarrollar un método numérico computacionalmente econémico
para el calculo de los parametros de sensibilidad de derivados financieros.

Otra importante aplicacion del calculo de Malliavin consiste en el uso del operador
divergencia (definido como el adjunto del operador de derivada y conocido también con
el nombre de integral de Skorohod) como una generalizacién de la integral estocastica.
Esta interpretacion facilita el estudio de integrales respecto a procesos anticipantes (para
mayores referencias ver [8] y [32]) y respecto al movimiento Browniano Fraccionario (ma-
yores referencias ver [3]).

El presente trabajo se enfoca en el estudio de los conceptos basicos de la teoria del
calculo de Malliavin y en el desarrollo de resultados distribucionales asintéticos para su-
cesiones de integrales de Skorohod multiples. Adicionalmente se mencionaran algunas
aplicaciones de dichos resultados para el movimiento Browniano fraccionario.

IDicha condicién lleva el nombre de “condicién de Hérmander” y se conocia antes del trabajo de
Malliavin, sin embargo, las herramientas que se utilizaban en ese tiempo eran muy distintas a las que el
desarrollé.



El trabajo consta de dos capitulos y un apéndice. El primero es de caracter introduc-
torio, y se divide en tres secciones. La primera de ellas se dedica al estudio de los procesos
gaussianos isonormales y a la descomposicién en caos de variables aleatorias cuadrado
integrables. En el caso particular en que el proceso gaussiano isonormal subyacente es
un ruido blanco, se demostrara que los términos de la descomposicion en caos pueden
expresarse de manera sencilla en términos de integrales de It6 multiples.

En la segunda y tercera seccion se definiran los operadores de derivada y divergencia,
se describiran sus dominios y se estudiara el comportamiento que tienen en términos de
la descomposicién en caos. Veremos que en el caso del ruido blanco, la descomposicion
en caos y los operadores de derivada y divergencia guardan una relacién similar a la que
tienen las series de potencias con los operadores de derivada y antiderivada para funciones
reales. Adicionalmente se estudiard el comportamiento de dichos operadores cuando se les
aplica un condicionamiento respecto a cierta clase de o-algebras. Esto nos permitira mos-
trar que la integral de Skorohod coincide con la integral de It6, en caso de que esta exista.

El segundo capitulo se dedica al estudio de las leyes limite de sucesiones de integrales
de Skorohod y se divide a su vez en dos secciones. En la primera se estudiard el teorema
del limite central para integrales de Skorohod miiltiples, el cual establece condiciones pa-
ra la convergencia en ley de integrales de Skorohod multiples a una mezcla de variables
aleatorias gaussianas. Como aplicaciones inmediatas de dicho resultado se encuentran la
descripcion de un nuevo criterio para la convergencia en ley de integrales de It6 multiples
y la convergencia de funcionales cuadraticos del movimiento Browniano. En la segunda
seccion se presentaran algunas aplicaciones al movimiento Browniano fraccionario, en par-
ticular se describird el comportamiento asintético de las p-variaciones de Hermite de dicho
proceso (para mayores referencias ver [17] y [19]). El material que se presentard en este
capitulo esta principalmente basado en [18].

En el apéndice se presentan algunos resultados de analisis funcional y productos tenso-
riales, necesarios para el desarrollo del trabajo. El material referente al analisis funcional

puede consultarse en 1001[30] mientras que el material de tensoriales puede consultarse
en 1001[29].
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Capitulo 1

Elementos de la teoria del calculo de
Malliavin

En este capitulo introduciremos algunos de los conceptos y resultados basicos de la
teoria del calculo de Malliavin. Se hara énfasis principalmente en la descomposicion en
caos de variables aleatorias cuadrado integrables, y posteriormente, en las propiedades del
operador de derivada de Malliavin y su operador adjunto, conocido también como integral
de Skorohod.

1.1. Descomposicién en caos

En esta seccion se mostrara el teorema de descomposicién en caos. A groso modo, dicho
teorema afirma que las variables aleatorias medibles respecto a un movimiento browniano
se pueden descomponer como suma de variables aleatorias mas “sencillas”. No obstante,
esta descomposicién se puede generalizar a variables aleatorias medibles respecto a una
clase mas rica de procesos conocidos como procesos gaussianos isonormales. Este tipo de
procesos incluyen al movimiento Browniano, a las medidas aleatorias gaussianas y al movi-
miento browniano fraccionario. Por ello, en lo sucesivo se trabajara en el contexto general
de dichos procesos, aunque para ganar intuicion es bueno pensar en el caso particular del
movimiento browniano.

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y H un espacio de Hilbert separable con
producto interno (-, ), y norma inducida || - || .

Definicién 1. Un proceso estocdstico {W (h)}nen, es un proceso gaussiano isonormal si
satisface las siguientes propiedades

1. Para cualesquiera Ay, ..., A\, € Ry hy, ..., hy, € H la variable \yW (hy)+- - -+ W (h,,)
tiene distribucion normal.

2. Las variables W (h) son centradas y su funcion de covarianza estd dada por

E[W (hi)W (ha)] = (h, ha) -



Descomposicién en caos

Con el fin de familiarizarse con los conceptos y resultados que en lo sucesivo se pre-
sentardn para espacios de Hilbert H arbitrarios (por ejemplo la definicién de proceso
gaussiano isonormal), es de gran utilidad tener siempre presente el caso H = L'([0, 1],dt),
donde dt es la medida de Lebesgue. De esta manera, la teoria resultante cobra un en-
foque de calculo estocastico, y consecuentemente, es hasta cierto punto mas intuitiva.
Por ejemplo, un proceso W con las caracteristicas enunciadas previamente, puede obte-
nerse simplemente al integrar funciones deterministas respecto al movimiento browniano
estandar (ver ejemplo 1).

Cabe mencionar que para fines del presente escrito no se esta interesado en estudiar
propiemente a los procesos gaussianos isonormales. Mas bien se pretende estudiar a los
funcionales de dicho proceso con ayuda de la estructura hilbertiana que tiene su funcion
de covarianzas.

Note que la aplicacién h — W (h) es lineal casi seguramente, ya que

E[(W (M + ha) = AW (hy) — W (h2))?]
= E[W(Ahy + ha)? + XN2W (hy)? + W (hy)*+
QAW (M1 + ha)W (h1) — W (ha)W (A1 + ha) + AW ()W ()]
= [[Ma 4 hal[3r + N[ llF + ha|[7+
(=X (Mg + ho, b gy — (hoy Ny + ha) g + A (i, ha) )
= N[[hal[3 + NhallFr + 2 (Aha, ha) gy + NP hallF + [|hell 5+
2(=N{[F = A (o, )y — A hay ha) gy — [|ha| 7 + A (B ha) ) = 0.

Es posible mostrar mediante el teorema de consistencia de Kolmogorov, que dado cualquier
espacio de Hilbert separable H existe un proceso gaussiano isonormal indexado por H.
Para verificar la condicion de consistencia basta definir, para toda coleccién finita de
elementos hy, ..., h, € H, la familia de medidas de probabilidad dadas por la densidad

1 1 e }
b (X1 Ty) = — expq —=(T1, .0y @y) X (21,0, Tp) ¢,
Sntenn (@1 ) RN P{ 5 (@1 )X (1 )
con X;; = (hi, hj) . Es decir,
Hhy,...h, (dxlv ey dxn) = fhl,m,hn ('TIJ ey $n>dx1 eoday,.

Debido a que la funcién de distribucion normal multivariada esta completamente determi-
nada por su matriz de covarianzas, para verificar que la familia de medidas de probabilidad
Lh, ... h, €5 consistente, es suficiente mostrar lo siguiente:

Si by, .oy by v, o Unm € H son tales que h; = v;;, para ciertos subindices iy, ..., 7; <

n + m, entonces las matrices de covarianzas X! y X2, asociadas a las medidas de proba-
bilidad gy, ... fth, Y Hors oo Hons, TeSpectivamente, satisfacen la relacion

12
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Elementos de la teoria del cdlculo de Malliavin

2
1,5 °

Esto se sigue del hecho de que E}m = (hi, hy) y = <vik, vi]‘>H =X

A continuacién se presentan algunos ejemplos estandar de procesos gaussianos isonor-
males

Ejemplo 1 (Movimiento browniano estandar). Para T' > 0 fijo considere el espa-
cio medible ([0,T],B([0,T1]), dt), donde dt denota la medida de Lebesque. Sea H el espa-
cio de Hilbert definido por H := L*([0,T1], dt), con producto interno dado por {f,g) =
fOT f(t)g(t)dt. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, y {B:}i>0 un movimiento brow-
niano real definido en (Q, F,P). Entonces el proceso

W(f) = / fHaw,  feH,

define un proceso gaussiano isonormal en H.

Ejemplo 2 (Ruido blanco basado en p). Dado un espacio medible (T, G, i), donde u es
una medida o-finita sin dtomos, defina el espacio de Hilbert H como H := L*(T, B(T), )
con el producto interno usual. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y sea B : QxG — R
una medida aleatoria Gaussiana en T. Esto quiere decir que W' : Q x G — R cumple
que para todo A € T, la variable aleatoria W'(-, A) tiene distribucion normal de media
cero y varianza (A), y es tal que para cualquier coleccion de conjuntos ajenos a pares
{By}nen C B, se tiene que

w’ (G Bn> = i W'(B,) c.S. (1.1)

Es importante notar que la condicion anterior no necesariamente implica para cast todo
w € Q la funcién W'(-,w) sea una medida signada'. Los procesos gaussianos en L*(T, 1)
quedan caracterizados por su valor en las funciones simples, y por ende, podemos construir
a un proceso gaussiano isonormal en H simplemente definiendo

W(14) = B(-, A).

Este tipo de procesos gaussianos isonormales son mds generales que los del ejemplo 1 y se
conocen con el nombre de ruido blanco (para referencias sobre la construccion del ruido
blanco ver [5] o [27], y para referencias sobre medidas gaussianas ver [13])

Ejemplo 3 (Movimiento Browniano fraccionario). Considere el espacio Hy de fun-
ciones reales de la forma f(x) = > p_; Loy (x)ag, donde t,, € RT y a, € R. Podemos
dotar a Hy con el producto interno definido por

1
(Log L))y = 5 (7 + 8™ = [t =)

'Para esto deberfa existir un conjunto €' C € de probabilidad 1 en el cual para toda sucesién de
conjuntos ajenos { B, }, la ecuacién (1.1) fuera vélida, lo cual es mucho més fuerte que pedir que para
toda sucesién de conjuntos exista un espacio de medida total en el cual (1.1) sea vélida.



Descomposicién en caos

Entonces H = H, es un espacio de Hilbert, y el mapeo
1[0715] — Wt

puede extenderse linealmente a una funcion h — W (h) definida para todo h € H. Entonces
{W(h)}nen es un proceso gaussiano isonormal.

A continuacion se definird una clase de polinomios con propiedades de ortogonalidad
respecto a la medida gaussiana conocidos como polinomios de Hermite. Se enunciaran
algunas de sus propiedades, aunque no se harda mucho incapié en la naturaleza e intuicion
de dichos polinomios (para ello se recomienda ver [16]). Més adelante, utilizaremos estos
objetos para demostrar el teorema de descomposicién en caos.

Definicién 2. Definimos al n-ésimo polinomio de Hermite, el cual denotamos por H,,
como la funcién?

H,(x) = m(—l)"e7 dx”e_T (1.2)

Es facil verificar que dicha funcién es polinomial, y que se satisfacen las siguientes
propiedades

H,(z) = Hpa(z)
(n+1)H,(z) = zH,(x)+ H,_1(z)
H,(—z) = (—=1)"H,(2). (1.3)

La siguiente propiedad nos permite ortogonalizar variables aleatorias Gaussianas mediante
su evaluacion en polinomios de Hermite de grado distinto, esto sin importar el grado
de dependencia que estas tengan. Esta propiedad es clave para mostrar el teorema de
descomposicién en caos.

Lema 1. Sean X y Y dos variables aleatorias con media cero, varianza unitaria, y dis-
tribucion conjunta normal estindar. Entonces para n,m > 0 se tiene

- 0 sinF#m
Demostracion. Considere las variables aleatorias
52 2
G(s,t) = exp {sX — 3} exp {tY - 5} s,t € RT. (1.4)

Note que G es infinitamente derivable respecto a las variables s y ¢, mas atn, sus derivadas
son de la forma

(92:; _G(s.1) = (ZZXinB,j(s)> exp {sX} exp {1V} (1.5)

i=0 j=0

2Algunos autores definen a los polinomios de Hermite sin el término % en la ecuacién (1.2).
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Elementos de la teoria del cdlculo de Malliavin

para ciertos polinomios P; ;. Ya que las funciones polinomiales en las variables z y y (en
particular la funciéon entre paréntesis tomando como argumentos X y Y en la igualdad
(1.5)) estdn dominadas por funciones de la forma C3 exp{C|z| + Cs|y|}, C1,Cs, C3 € RT,
podemos deducir de (1.5), que para s,t € [0,T] y n,m € N arbitrarias existe una constante
K1 > 0 que depende de T tal que

8n+m
< 1
asmatnG(S7t)’ — KTeXp {S|X| +t|Y|} €L (Q)7
(1.6)
Por otro lado, tomando esperanza en (1.4), obtenemos
E[G(s,t)] = exp{stE[XY]}. (1.7)

Utilizando la igualdad (1.7), asi como el teorema de derivacién sobre la integral (el cual
es valido gracias a la condicién (1.6)), podemos calcular las derivadas en ambos lados de
la ecuacién (1.4), obteniendo lo siguiente

an—i—m 82 t2
E [85”875’" exp {SX — 3} exp {tY — 5}]

@n+m 82 t2
= (98”(9tmE {exp {SX — 5} exp {tY — 5}]

8n+m

= Sangpm P {stE[XY]}

_ E[XY]m%sm exp {stE[XY]}

e Y (1) () (s e oty

k=0

(1.8)

=EXY]" ) ( Z ) #sm—kt"—kE[xy]n—k exp {stE[XY]}.
k=0

Si evaluamos en (,s) = (0,0), el lado derecho de la igualdad se reduce a 1, E[XY]",
y por ende

an-‘,—m 82 t2
E X - — ty — —
[asnatm P {S 2 } P { 2 }

] = IL{m:n}E[‘XYv]n' (19)
(t,s)=(0,0)



Descomposicién en caos

Por otro lado,

an-i—m 82 t2
x-Z )
snotm P {3 2 } P { 2 }

n—+m . 2 AW
= a exp{_u+%X2}exp{_u+%Y2}

asmotm 2 2
o" 1
:exp{ XQ}Wexp{—gyz} (—1)"x (1.10)
y=X—s
o™ 1
“v2 7 =2 _1\m

Evaluando en (s,t) = (0,0), el lado derecho de la igualdad se reduce a H,,(X)H,,(Y"). Por
lo tanto, de las ecuaciones (1.10) y (1.9) se sigue el resultado. O

Lema 2. Sea G la o-dlgebra generada por las variables W (h). Entonces las variables eV

generan a L*(Q,G,P).

Demostracion. Considere el espacio cerrado W := span{eW® : h € H} (donde A denota
a la cerradura del conjunto A C H). Por el teorema de descomposicion ortogonal (ver
Apéndice, lema 9), se tiene que L2(2,P) = W W, y por ende, para probar el lema
2 basta verificar que W+ = 0. Para ello considere una variable X € L?(Q,P) tal que
E[X exp{W(h)}] = 0 para toda h € H. De aqui se sigue, utilizando la linealidad del
mapeo h — W (h), que para todo conjunto de indices ti,...,t, € RT, y para cualquier
eleccion de vectores hq, ..., h, € H,

e S]] o

Note que el lado izquierdo de la igualdad es la transformada de Laplace de la medida
en R" dada por v(B) = E[X15(W(hy),..., W(h,))]?, con B € B(R™). Esto implica que
v =0y por ende E[X14] = 0 para toda A € (W (hq, ..., W(h,))), de donde se sigue el
resultado. O

A partir del resultado anterior se tiene lo siguiente: para n € N fijo definimos el
subespacio H,, C L*(Q, F, P) como

Hy = span{H,(W(h)) | [|h]| = 1)}, (1.11)

dicho espacio se conoce como el n-ésimo caos de Wiener. Note que las variables W (h),
con h € H de norma unitaria son normales estandar, por lo que, del lema 1 se sigue que
los espacios H,, y H.,, son ortogonales para n # m.

3Para verificar esto se puede mostrar, utilizando el método usual, que para toda funcién medible y
acotada g : R" — R, se satisface la ecuacién [p, g(z)v(dz) = E[Xg(W (hy, ..., W (hy)))]

6



Elementos de la teoria del cdlculo de Malliavin

Observacion 1. Considere el espacio (2, F,P) = (R,B(R),v), donde v es la medida
gaussiana estandar en R, el espacio de Hilbert H = R con el producto interno usual y el
proceso gaussiano isonormal W (x) = hx. Por el lema anterior se tiene que los polinomios
H,(x) son ortogonales con el producto interno de L*(Q,v). En particular, el conjunto
Hy, ..., H, es linealmente independiente, lo cual implica que dim(span{Hy, ..., H,}) = n.
Por lo tanto, podemos concluir que span{Hy,...., H,} = R, [z], donde R, [x] denota a los
polinomios de grado menor o igual a n

Teorema 1. Sea G la o-dlgebra generada por el proceso W . Entonces el espacio L*(Q2,G,P)
puede descomponerse como suma directa de los espacios ortogonales H,,:

L(2,6,P) = @D Ha, (1.12)
n=0

donde H,, estan definidos por {H, }n>1.

Demostracion. Sabemos que los espacios H,, son ortogonales, por lo que basta ver que
generan a L2(£2,G, P). Utilizando un razonamiento analogo a la prueba del lema 2, vemos
que es suficiente mostrar que si X € L*(2,P) es una variable aleatoria tal que X 1 H,
para todo n, entonces X = 0 c.s. Para ello tomamos X € L*() tal que

E[X H, (W (h))] = 0

para todo h € H. Por la observacién 1, los polinomios de grado menor o igual a n pueden
escribirse como combinacion lineal de polinomios de Hermite de grado menor o igual a n,
consecuentemente, existen constantes ci, ..., ¢, € R tales que, para t € R* arbitrario

k
EXW()'] = ) EH;(W (),
j=1
y por ende, a partir de la condicién E[X H,, (W (h))] = 0, se puede deducir que
-
EX ) H(tW(h))’f] = 0.
k=0

Finalmente, por el teorema de convergencia dominada* se concluye que
E[X exp{tW (h)}] = 0,

y del lema 2 se sigue que X = 0.
O

En lo sucesivo denotaremos por J, : L*(Q,G,P) — H,, a la proyeccién sobre el n-ésimo
caos de Wiener. A partir del lema 1 se puede concluir lo siguiente

1La sucesién Y, 2 (W(h))" estd dominada por exp{|W (h)|} € L*(Q2)

7



Descomposicién en caos

Corolario 1. Sea P? el espacio de variables p(W(h1),.... W(hy)), donde p es un polinomio
real de grado n sobre k wvariables y sea P, = P (donde, A denota la cerradura del

subconjunto A C H), entonces

P H. =P (1.13)
k=0

Demostracion. La inclusiéon @),_, H,, C P, es directa. Para verificar la inclusién reciproca
note que, por el teorema 1, toda variable X € P, tiene la forma

X = ixk,
k=0

con X, € H; y por ende, puede ser expresada en la forma X = Yy + Zx, con Yy €
Do Hey Zx € D, 1 Hi- Basta mostrar entonces que Zx = 0 para todo X € P,,
o equivalentemente, que H,, L P, para todo m > n. Para mostrar esto considere un
polinomio p, de k variables, orden n, y de la forma

n

_ E Qi g
p(xh"ka) — Aiy,ipg L1 xk )

01,..,0=0
y sea Y € P, de la forma
Y = p(W(hy),... W(hg)), (1.14)
para ciertos hy € H. Queremos ver que para h € H con ||h|| = 1 arbitrario, se tiene
que E[Y H,,(W(h))] = 0 para m > n. Considere elementos ey, ...,ex_1 € H tales que el
conjunto {ey,...,ex_1,h} genera a span{hy, ..., , h,}, y es ortonormal (y consecuentemente

W(e;), ..., W(eg—1), W(h) son independientes). Se tiene entonces que h; = Zf;ll c;iei+bih
para ciertas constantes c;;, b; € R, por lo tanto

ElY H,,(W(h))] _
S IR PR
= Z iy, B | Ho(W () [ | icp,jW(eijpW(h)) ]
“7“.:]6_ - P; aiz_ o k—1 Fip—1
— Z a;,.. . E Hm(W(h))H ( Zw)(ch,jvv(ej)) b;W(h)l],
i1yee0yiy=0 L p=1 1=0 j=1

de donde se sigue que
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= E iy, ikE

0<iy,...,ix<n
0<li<ayy

0<lp <o,

(1.15)

Ya que los monomios 2! pueden expresarse como combinacion lineal de polinomios de
Hermite de grado menor a n, los términos E [H,,(W (h))W (h)'] en la ecuacién anterior
pueden expresarse como combinacién lineal de términos de la forma E [H,,,(W (h))H, (W (h))]
(los cuales son iguales a cero puesto que [ < n < m), y por ende E [H,,,(W (h))W (h)'] = 0.
Esto muestra que E[Y H,,(W(h))] = 0 para toda Y de la forma (1.14). El resultado se
deduce para Y € P, arbitraria mediante un argumento de aproximacion. O

Resulta natural preguntarnos de que manera podemos calcular los términos que com-
ponen al caos de una variable aleatoria. Esto puede responderse de manera relativamente
sencilla utilizando una base del espacio de Hilbert H. Suponga que H es un espacio de
dimensién infinita con base ortonormal {e; };en. Denotaremos por A al conjunto de suce-
siones {a;}72; C N tales que a; = 0 salvo en un nimero finito de indices, utilizaremos la
notacién a! = [[,2, (ax!) y |a| = > p_, ax. Para a € A definimos el polinomio de Hermite
generalizado H, por

RY ey R
r = HZO=1 H ak (37 k’)

y las variables

8

Do = [ Ha (W (er)). (1.16)

k=1

Note que W(ey) y W (e;) son variables normales estandar independientes para j # k por
lo que del lema 1 se sigue que, para a,b € A arbitrarios de la forma a = (ax; k& > 1),
b= (bg; k> 1), se tiene que

E[®.®)] = E |[] Ha, (W(er))Hy, (W(ex))

— E [H,, (W (ex))Hy, (W (er))]
sia=>b

1
al
0 sia#b ’ (1.17)

I
T
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Proposicién 1. Considere las variables {®,}qen, donde @, estd definida por (1.16). Para
n > 1, las variables aleatorias

{®a, |af =n}

forman un sistema ortonormal completo de H,,.

Demostracion. Primeramente verificaremos que P, = span{®, | a € A, |a| < n}, para
lo cual procedemos de la siguiente manera: comenzaremos mostrando la inclusion

P, Cspan{®, | a € A, |a| < n}.
considere la variable aleatoria
P, =p,(W(hy),...W(hy)) € Py, (1.18)

donde p,, es un polinomio de grado n en k variables con hy, ..., by, € span{W (ey), ..., W(en)},
para cierto N € N. Expresando los términos W (hy) como combinacion lineal de térmi-

nos de la forma W (e;), y sustituyendo dichas expresiones en la ecuacién (1.18), se puede

deducir que

P, = ¢g.(W(ey),....,W(en))
= Y (W) (W en)) (1.19)

7;1,‘..,7:1\7:0

para cierto polinomio g, de grado n en N variables. Ya que los términos (W (e;))“* en la
igualdad (1.19) pueden expresarse como combinacion lineal de polinomios de Hermite de
grado menor o igual a q,, se puede concluir que las variables (W (ey))* - - (W (en))*w,
y consecuentemente la variable P,, pertenecen a span{®, | a € A, |a| < n}, lo cual
demuestra la afirmacién para el caso en que P, tiene la forma (1.18).

Para mostrar que P, € span{®, | a € A, |a| < n} para P, € P, arbitraria (es decir,
sin suponer que los elementos hq, ..., h,, € span{ey, ..., ex} para cierta N € N), el resultado
se sigue de aproximar a P, con una sucesién {P,Em)}mzl, de elementos de la forma (1.18)
como se muestra a continuacién: supongamos que Y tiene la forma (1.18), esta vez sin
la restriccion de que hy, ..., hy; € span{es, ...,ey}. Para cada vector h; € H, y para todo
N € N se tiene la siguiente igualdad

hj =vjn + 7N,

donde
N [e%s)
vinv =Y (hj ey e, riv= Y (hje)yen
=1 i=N+1

10
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Usando el teorema de binomio, se tiene lo siguiente

[Twm) = TTW@n) + W)™

0<j1<ar 1=1

0<j;1“<ozn
o—i .
= HW UIN A E H ( ) UlN) ! ﬂW(TLN)Jl.
0<31<a1 =1
0<]n<an7
J1n#0

Por lo probado anteriormente, el término [[;_, W (v n)* € span{®, | |a] < n}. A con-
tinuacion probaremos que los términos de la suma en el lado derecho de la igualdad
convergen a cero en L*(Q,P), de donde se sigue que [[._, W (v, n)* converge a Y en
L*(Q,P), y por ende, Y € H,. Para probar esto, supongamos sin pérdida de generalidad
que j; # 0. Entonces, por la desigualdad de Holder generalizada se tiene que

I TTW )™ W (i |32 )

— ’|W(rLN)2W(ULN)2(al*J.1)W(TLN>2(J'1*1) H W(Uz,N)z(al*jl)W(Tz,N)zj’HLI(Q)
1=2

n

< W i)z W (01,80)* 7 W () T W (002 W () 22022)

=2

= HW(TLN)\’LZ(Q,P)\\W(vl,N)z(a“jl)W(ﬁ,N)Q(j“U H W(/Ul’N>2(al*jl)W(rl’N>2jlHLI(Q)

=2

y por lo tanto, existen ciertas constantes [3;,7; > 0 que no dependen de N, tales que

I H W (0, 3) W (i, n) " | [720m)
=1
< W (ruw)lz@m W (01,8) 2@ 230 o [IW ()29 V|70 0

H||W v )2 oy W (o) T
= [[W(r1,n)||2p) H]E W (ui,n) |B“} W (ry,n) "]
=1

= |lriwll% H]E [IW (v, 3) |8 ] E W (ria0)|]

=1

11
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Es posible verificar que los términos E [W (v, x)* W (1, 5)"] en la igualdad anterior estdn
acotados, mientras que el término ||7; n || tiende a cero cuando N — oo. De aqui conclui-
mos que [}, W (v n)* W (1, v)? converge a cero en L*(Q2,P), y como se menciond pre-
viamente, de aqui se sigue que Y € H,,, y por lo tanto P,, = span{®, | a € A, |a| < n}.

Utilizando la igualdad P, = span{®, | a € A, |a| < n}, la ortogonalidad de los
espacios span{®, | a € A |a|] = n} y el corolario 1, se tiene que

@’Hk = @span{@a | a €A, l|a| =k}.
k=0 k=0

Finalmente, como span{®, | a € A, |a| = k} es ortogonal a H; para j # k se concluye
que Hy = span{®, | a € A, |a| = k}. O

Sea a € A, en lo sucesivo denotaremos por H®" al n-ésimo producto tensorial de H
(para mayores referencias ver Apéndice, seccién de productos tensoriales), por H® al n-
ésimo producto tensorial simétrico, por symm(®52,e;™) a la simetrizacion de @3 ey
Note que H®" es un espacio de Hilbert con producto interno

n

||h1®"'®hnavl®"'®’Un||H®" :H<hk’avk>Ha
k=1

y que H o e un subespacio de Hilbert de H®™. Como consecuencia de la proposicién
anterior se tiene que las variables aleatorias {®,}.ca forman un sistema ortonormal de
L*(Q,G, P) y por ende, se tiene el siguiente corolario

Corolario 2. El mapeo I,,(symm(®2 ex™)) = \/a®, es una isometria entre HE™ equi-
pado de la norma V/n!|| - ||, y el n-ésimo caos de L*(Q2,P).

Més adelante se mostrara que cuando H = L?([0, 1], dt), los términos de la descompo-
sicién en caos son simplemente integrales de 1t6 multiples. Este tipo de v.a. son faciles de
manipular (por ejemplo puede aplicédrseles técnicas de calculo estocdstico), y por ende nos
permiten deducir fuertes resultados acerca de ellas (para mayores referencias ver capitulo
dos). La importancia del corolario anterior radica en el hecho de que la isometria I,, es
una generalizacion de la integral de I1t6 multiple, y esto nos permite en muchas ocaciones
trasladar los resultados que se obtienen para el caso H = L?([0, 1], dt) a resultados para
H generales mediante la eleccién de una base.

Demostracion del corolario 2. Considere un vector en h € H®" de la forma

Qaq,
i

— m
h = e
Supongamos adicionalmente, que h puede expresarse como
h:eh@...@ein’

12
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para ciertos indices i1, ..., i,,, N0 necesariamente distintos. A continuacion mostraremos que
| . .

|[symm(h)||gen = 4. Denotemos por S, al conjunto de permutaciones de n elementos y

definamos en S,,, una relacién de equivalencia ~, dada por

g1 ~ 02 si (igl(l), ceey igl(n)) = (i02(1), P iUQ(n)).

Esta relacion de equivalencia induce una particion de S, en conjuntos ajenos By, ..., By.
Para cada elemento de esta particién podemos elegir un unico representante ; € B;, a
partir de los cuales podemos definir el conjunto

87,1 = {91, ceey Qk}

Por construccién, S! esta formado por todas las permutaciones 6 € S, que dan lugar,
mediante el mapeo 0 = (ig(1), .-, io(n)), & Indices diferentes. Es facil verificar, a partir de
la definicién de h, que el indice i; aparece exactamente a;,-veces en el vector (i, ), y por
lo tanto, la cardinalidad de S/, puede pensarse como el nimero de maneras distintas en
pueden acomodarse a; pelotas de color 1, as pelotas de color 2,..., hasta a,, pelotas de
color m en una fila, distinguiendo tnicamente el color de las pelotas. Esta cantidad es
n!/a!,y por lo tanto, #S!, = n!/al. Por otro lado, es posible verificar que cada permutacién
o € S esta relacionada (mediante ~) con exactamente a! permutaciones en S, y por
ende,

1
Symm(h) = — 3" eoe) @+ @ (i)

’ O'GSn
1
= E Z a!eg(il) R R €0(in)- (1.20)
" pes,

Es facil mostrar que eg(;,) @+ - @ e€q(i,) ¥ €9/ (i) - - - @ egriny, con 0,0 € S, son ortogonales
siempre que 6 y ' sean distintos. Por lo tanto, de la ecuacién (1.20), se sigue que

al?
|ISymm(h)||fen = WZ lleogin) @ - -+ @ ey |[7ren;
" ges,

al? n!
n'2 q

]

Finalizaremos esta seccion enunciando una generalizacién de la desomposicion en caos
para variables aleatorias con valores en un espacio de Hilbert. Esto nos permitira en
particular descomponer a los procesos estocaticos en sus corresponodientes componentes
en caos.

Teorema 2. Sea {W(h)}ney un proceso gaussiano isonormal definido en un espacio
de probabilidad (Q, F,P), donde F estd generada por {W(h)}heu. Sea V un espacio de
Hilbert real separable. Entonces se cumple

L2(0.V) = DAV,

13
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donde H, (V) es el subespacio cerrado de L*(Q2, V), generado por las variables aleatorias
V-valuadas de la forma Y~ Fyvg, F, € H, yvg € V. Mds ain, si {v,}32, es una base
ortonormal de H, entonces para todo multi-indice a se tiene que el mapeo lineal

~ \4
H" @V s Ha(V)
symm(@ e *) @ v s Valdu

es una isometria.

Demostracidén. Para la primera parte supongamos que X € L?*(€, V') es ortogonal a H,,(V)
para todo n > 1, queremos ver que esto implica que X = 0. Para ello tomemos una base
ortonormal {ey}, de V' y supongamos que X es de la forma

X = f: Xkek
k=1

para ciertas variables aleatorias reales X;. Como X € L*(Q, V), entonces X, € L?(Q, P).
Luego, ya que X es ortogonal a H,, para todo n > 1 se tiene que, para h € H de norma
uno arbitrario y k,m € N se cumple

E[X, Hyo (W (1))] = E[(X, Hp(W(R)er) ] = 0.

Por lo tanto, del teorema 1 se sigue que X = 0 para todo k € N, y por ende, X = 0.
El hecho de que I} sea una isometria es consecuencia del corolario 2.

[]

1.1.1. Descomposicién en caos e integrales de It6 multiples

Como se mencioné con anterioridad, la naturaleza de las definiciones y resultados pre-
sentados hasta el momento, pueden entenderse y manipularse de mejor manera cuando
H = L*([0,1],d?). En esta seccién se justificard dicha afirmacién. Veremos en particular
que los procesos gaussianos isonormales basados en L*([0, 1], dt), asi como las componen-
tes en caos de sus funcionales tienen una forma muy simple.

A lo largo de esta seccién supondremos que el espacio de Hilbert H es un espacio
L*(T, B, ), donde (T, B) es un espacio medible y u es una medida o-finita sin dtomos (T
puede ser por ejemplo el intervalo [0, 1] y p la medida de Lebesgue). Sea W’ una medida
aleatoria Gaussiana® definida como en el ejemplo 2 (ruido blanco basado en ). Es decir,
W’ :Q x G — R cumple que para todo A € T la variable aleatoria W’(-, A) tiene distri-
bucién normal de media cero y varianza pu(A), y es tal que para cualquier coleccién de
conjuntos ajenos a pares { By, hnen C B,

w’ (D Bn> = iW’(Bn) c.s. (1.21)

SPara mayores referencias sobre las medidas aleatorias gaussianas ver [13]

14
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Es importante notar que la condiciéon anterior no necesariamente implica para casi todo
w € Q la funcién W'(-,w) sea una medida signada®. Sea W el proceso gaussiano isonormal
definido por W (14) = W'(A). Llamaremos a dicho proceso ruido blanco basado en p. A
continuacion se presentara la construccion las integrales de 1t6 Multiples para funciones
definidas en T", las cuales, como se verd mas adelante, nos permitiran representar de
manera unica a los elementos del n-ésimo caos H,,.

Sea By = {A € B | u(A) < oo}. Queremos definir la integral estocastica de funcio-
nes f € L*(T™,B™, ™) la cual llamaremos también integral de Ito6 miiltiple, para ello,
primeramente consideramos funciones f de la forma

n

Fltntm) = D i day cenay, (1o tm) (1.22)

15eeyim =0

donde los A;, € By son conjuntos ajenos dos a dos, y los coeficientes a;, .. ;,, se anulan si

m

i; = 1j para j # j', denotaremos al conjunto de dichas funciones por &,. Para una funcién
de la forma (1.22), definimos su integral multiple por

Lu(f) ==Y ai.i,W(Ay) - W(A,,) (1.23)

ilv---vinL:O

Note que la definicion de la integral es independiente de la representacion de f, ademas,
se cumplen las siguientes propiedades

1. I, es lineal.

2. I(f) = Iu(f), donde f denota la simetrizacién de f.

3. ElL(£)1,(g)] = { 0 sim 7

m!(f, G)r2mgmy sim=q

Demostracion. La propiedad 1 es clara. La propiedad 2 se sigue de la linealidad de I,
asi como del hecho de que el resultado es valido para f = 1 Ay X Aiy, - Para probar la
propiedad 3 consideramos funciones f € &, y g € &, es decir, funciones de la forma
(1.22). Supongamos adicionalmente que m < ¢, y que

n

Fltrntm) = Y @i La, e, (B s tn)

i1, yim =0

n
g(ti, ..., ty) = Z biy,.... inLA,-lx-nxAim(tl»---;tm)ﬂAim+1x~~-xAiq(tm+1a'~-7tq)-

i1, yig=0

6Para esto deberfa existir un conjunto €’ C © de probabilidad 1 en el cual para toda sucesién de
conjuntos ajenos { By}, la ecuacién (1.21) fuera vélida, lo cual es mucho més fuerte que pedir que para
toda sucesién de conjuntos exista un espacio de medida total en el cual (1.21) sea vélida.

15
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Entonces
E(Ln()In(@)] = > aiinbi. i B | W (A)W(A;)]
i1 yeeeyim =0 =1

J1yee50q=0

E [W(Ajm+1)] o 'E[W(qu)] =0

para el caso m = ¢ supongamos que

n

f(tl, ,tm) = Z ai17~~~,im]1Ail><"'><Aim (tla 7tm)

W15 yim =0

gty otm) = > biyinLag, e, (B t)

11 5.00,8g=0

Como f es simétrica se tiene que a;, .. i,, = Go(iy),....0(im) Para toda permutacion o, en par-
ticular a;, ., = i1y i) donde (1), ..., %(m) €s un reordenamiento creciente de iy, ..., iy,.
Finalmente, como a;, .. ;,, = 0 siempre que dos indices i; e 7 coincidan se tiene que

Fltrntm) = mb > ai il wexa,, (b o tm)

11 <<

g(tl,...,tm) = m‘ Z bi17~-~,im:H'Ai1X"‘XAim(tl’"‘7tm)

11 <<l

de donde se sigue que

11 <<t
><<m‘ N i W (AL W(Am))
11 < <im
= )2 3" by iy Ay - Ay
11 < <im

=m!{f,§ :
" <f’g>L2(Tm,um)
0

Resta extender el operador I, a todo L*(T™, u™), para ello, comenzaremos por ve-
rificar que” &, es denso en L*(T,,u™), aproximando las funciones indicadoras con ele-
mentos de &,. Sea A = A; x -+ x A,,, usando la no existencia de atomos bajo la me-
dida 4 podemos asegurar, para cada € > 0, la existencia de una coleccion de conjuntos

"donde &, estd definido como el conjunto de funciones en T", de la forma (1.22)
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R = {B,...,B,} C By con u(B;) < ¢ y tales que A; puede expresarse como unién de
elementos de R. Por construccion se tiene que

n

]lA = jn~Al><~~~><Am = E E’i1,...,im]~Bil><m><Bim7

i1yeim=1

para ciertas constantes €;, ;€ {0,1}. Dividimos esta suma en dos partes: sea [ el
conjunto de indices i1, ...,7, que son distintos a pares y sea .J el resto de los indices.
Definimos

g = E E’il,...,imjﬂBileXBim

entonces g pertenece al conjunto &,, (recordemos que dicho conjunto consiste en las fun-
ciones de la forma (1.22)), y se tiene

H]lA_gH%?(Q,IP’) = | Z €31 yerssim LBy XX By, — Z €i17~--,im]lBi1><"'><Bim"%2(9,]?)
(315 eyim )EJUT (41, yim )ET
= H Z €i17--~7im]lBi1><"‘><Bim||%2(Q,P)
(il,...,im)eJ
= Y €inini(By) (B, (1.24)
(i1,...,im)EJ

donde la tdltima igualdad se debe al hecho de que el producto de 1 Biyx-x By, ¥ 1 Bj, x-xBj,
es igual a cero si (i1,...,%m) # (J1,-.-,Jm). De la definicién de J se sigue que para todo
(11, ..., im) € J existe 1 < i < n tal que ¢ aparece al menos dos veces en el vector (i, ..., i),
y por ende, podemos acotar a los términos (B, ) - - - u(B;,,) de la siguiente forma

w(Bi) - u(By,) < wBy)* [] wBi)
G
< u(B;) (ZM(BJ) : (1.25)

Adicionalmente, se tiene que cada indice j < n se repite (es decir, aparece dos veces) en

exactamente ZL indices (i1, ...,4,) € J. Por lo tanto, a partir de las desigualdades
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(1.25) y (1.24), se tiene que

IA
D
“3@.
=
=
=
Sy
T

|14 — 9”%%9,}1»)

IA VAN
/N
NS NS
N—— N———

™

3
3 —_

—~ Sy

@ N

N no
- ~ 2
M= LM

= =

&y Sy
\\__//C/

3 3
I b

de aqui se sigue el resultado. Resta ver que I, puede extenderse a L*(T™,u™). Por
el teorema de Hahn Banch (para mayores referencias ver apéndice, teorema 10) basta
verificar que I,,, es un operador lineal acotado, y que el conjunto &,, es denso en T™. Esto
puede deducirse de la propiedad 3 gracias a la desigualdad

E[L.(f)*] = m![| f]|* < m!]| f]*.
Definicién 3. Si f € L*(TP,uP) y g € L*(T9, u?) son funciones simétricas, definimos
para cada 0 < r < qAp, la contraccion de r indices de f y g como

(f Or g) (tlu o tp+q—2r) = f(th S P S)Q(tp—r—i—la coos tptrg—2r) S)NT(dS)- (1‘26)
TT

En lo sucesivo, denotaremos por f®,q a la simetrizacién de f ®, g.
Observaciones
1. Cuando r = 0, la contraccion f ®, g coincide con el producto tensorial de f y g.
2. La contraccién f ®, g pertenece a L*(TPTa=2r ppta=2r),
3. f ®, g no es una funcién simétrica ain cuando f y g lo sean.
4. La definicién anterior puede extenderse a espacios de Hilbert mas generales que

L*(T, ;1) de la siguiente manera:

Sea $) un espacio de Hilbert separable, y sea {e;},cny una base ortonormal de $).
Entonces, dados dos vectores f € H% y g € %, y 0 < r < p A ¢, definimos
la simetrizacién de f y g como el vector f ®, g € H2P+7=2") (no necesariamente
simétrico), definido por

o

f ®T g = Z <f, €i1s ...,eir>ﬁ®r & <f, €i1s "'7€ir>5’3®"" . (127)

1yein=1
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Proposicién 2. Sea f € L*(T?, ) una funcién simétrica y g € L*(T, u). Entonces

L(HL(g9) = Ln(f®g)+1,1(f ®19), (1.28)

donde f®g denota al producto tensorial de f y g, mientras que f®1g denota la contraccion
de un indice de f y g.

Demostracion. Primeramente probaremos el resultado cuando f y ¢ satisfacen alguna de
las siguientes condiciones

1. f=1a,x.xa,y9=1p,con Ay,..., Ay, B ajenos.

2. feslasimetrizacion de 1 4,x...x4, ¥ g es la simetrizacién de 15, con Ay, ..., A, ajenos,
y B = A; para algin 1 < j <p.

Si fy g satisfacen f = 14,x..xa, y g = 1B, con Ay,..., Ay, B ajenos. Entonces

f@1g(ty, .. tpm1) = /Tf(tl,...,tp_l,s)g(s)u(ds)

(et / 14, (5)Lp(s)(ds) = 0
T

y ya que

L()1i(g) = W(Ay) - W(A)W(B) = I(La,xxa, L) = I(f @ 9),
concluimos que f y g satisfacen la relacién (1.28).
Supongamos ahora que f es la simetrizacion de 14,x..x4, ¥ que g es la simetrizacion de
1p, con Ay,..., A, ajenos, y B = A, para algin 1 < j < p. Para ¢ > 0 fijo, elegimos

una particién de A; en conjuntos ajenos {Bj, ..., B, } tal que u(By) < €. A partir de esto,
podemos aproximar a f mediante la siguiente funcién:

he(ty, ..., tpy1) = Z 1B,xByx Agx-x Ay (T, ooy Lpy1)
i#£]

Note que he(ty, ..., tp+1) # g(t1) f(ta, ..., tp41) Unicamente cuando (t1,t2) € By X By para
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algun k < n, por lo que

I(f)11(9) = Ip(La,x..xa,)1(14,)

= W)’ [[w(a = (Z W(B») HW(A;»

k=2 i=1

=S W H Ak+ZW H (Ap)+

i#£] k=2 k=2

ZM(BZ)HW( ZM HW (Ax)

= Iy(he) + Re + p(Ar) [T W (Aw), (1.29)

donde

Por otro lado, denotando por S, al grupo de permutaciones de {1,...,p}, y por S, = {0 €
Sy | o(p) = 1}, podemos calcular f ®; g (definido en (1.26)) de la siguiente manera

f®1 g(tl,...,tpfl) = /Symm(]lAlx XAp )(tla pr 1,98 )]1141() (dS)

- pl Z/HAU(UX XA (p— 1)<t17"' p— 1)1140( )(t )1A1( ) (ds)

0€Sp

= ' Z AG‘(I)X XAO.(p 1)(t17 t - )M(A )

p: oES],

1
= I—)symm(]lAzx..AXAp)u(Al)
de aqui se sigue, por (1.29), que

Ip(f)ll(g) = ]P(ha) +R€ +p]p—1(f ®1 g) (130)

Finalmente, utilizando el hecho de que h.(t1, ..., tp+1) ¥ 9(t1) f(t2, ..., tp41) sélo difieren
cuando cuando (t1,t2) € By X By, para alguna k < n, y definiendo 8 := pu(A4;)--- u(A4,),
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se tiene lo siguiente

17 (symm(he)) = In (99 )72y < m(he) = In(g ® FllT2p)
2

D W(B)'W(As) - W(A,)

L2(Q,P)
= 2 n(Bi () pu(Ay)
< € Z p(Bi)p(Az) - - - pu(Ap)
= 5MZA1)M(A2) o pu(Ay) =ef
(1.31)
y
E[R] = QZM(Bi)QM(Az) o u(Ap) < 2eP (1.32)

De las desigualdades (1.32), (1.31) y (1.30) se sigue el resultado para el caso en que fy g
satisfagan 1 o 2. Para el caso en que f € £,y g € & (es decir, funciones del tipo (1.22)),
podemos suponer sin pérdida de generalidad que

n

donde Ay, ..., A, son conjuntos ajenos, y los B; son tales que, o bien B; = Aj, para alguna
k, o B;N Ay = () para toda k. En dicho caso, gracias a la linealidad de las funciones I, I
y symm(-), y al hecho de que el resultado es valido para funciones indicadoras, se tiene
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que

p(Hi(g) = Z Zan ..... i bilp(La;, xxa;, ) 11 (1B;)

p[p,1 Z Z a/il ,,,,, ’ipb’i Symm(]lAilX---XAip) ®1 ILBZ

= Lyp(symm (f ®g)) +ply-1 <Z b; symm(f) ®1 ]131,>
i=1
= Ln(f@g)+ Lha(f ©19)

]

Existe una generalizacion del resultado anterior que nos permite calcular el producto
de dos integrales de It6 multiples arbitrarias, dicho resultado puede consultarse en [25].
A partir de (1.28), es posible probar la siguiente proposicion

Proposicién 3. Sea H,, el m-ésimo polinomio de Hermite, y sea h € H = L*(T,u) un
elemento de norma uno. Entonces se tiene que

mlH,, (W (h) = /mh(tl)---h(tm)W(dtl)---W(dtm). (1.33)

Mds aiin, si denotamos por LE(T™, u™) a la cerradura del espacio de funciones simétricas
en L*(T™, u™), entonces L, (L4(T™)) = Hyp.
Demostracion. Probaremos la ecuacién (1.33) por induccién sobre m:

1. para m =1 el resultado se sigue de la definicién de H,,.

2. Si (1.33) es vélida para m, entonces, de las ecuaciones (1.28) y (1.3), se sigue que

B ) = 10 =ty (1 [ o)

= Ln(h®™) () — ||l |2 yymImn—y (R¥0"7Y)
= m!Hy (W (h)W(h) — m(m — 1)!Hp (W (R))
= ml(m+ 1) Hp1(W(R)) = (m+ 1) Hyppr (W(R))
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Procederemos ahora a probar que I,,(L%4(T™)) = H,,. Como consecuencia de la
ecuacion 1.33 se tiene que

Span{ H,,, (W (h)) Ynem jinj=1 C I (LE(T™)). (1.34)

Por otro lado, utilizando la relaciéon E[I,,,( f)?] = m!|| f||* se verifica que I,,, es un ope-
rador continuo, y consecuentemente I,,,(L%(T™)) es un subespacio vectorial cerrado.
Esto aunado a la igualdad (1.34), implica que

Hon C L (LE(T™)).

Finalmente, como I,, mapea funciones ortogonales en variables aleatorias orto-
gonales, la inclusion H,,(W(h)) C I, (L%(T™)) implica que I,,(L%(T™)) L Hy
para k # m. Por lo tanto, del teorema de descomposiciéon en caos se sigue que
Lo (LA(T™)) = H,,

O
Como consecuencia del resultado anterior se tiene el siguiente teorema

Teorema 3. Toda variable aleatoria F € L*(2,G,P) puede expresarse de como suma de
integrales maltiples

F=> TI.(f) (1.35)

Donde fy = E[F], Iy : R — R es la funcidn identidad y f, € L*(T™, u") paran > 1. Mds
aun, podemos tomar las funciones f, simétricas, en cuyo caso, la descomposicion 1.35 es
unica.

Utilizando la notacion del corolario 1, consideremos una base ortonormal {ex}r > 1
de H y un multi-indice a = (ay, ..., an, 0,..) € A fijo, entonces, gracias a la proposicion
3, se tiene que

M
al [] Ha, W (ex)

k=1 k=1
= (" @ ®efi) (1.36)

I
o
Eal
~~
D
R
=)
ol
N—

1.2. El operador derivada

Esta seccion esta dedicada al estudio del operador de derivada. Comenzaremos dando
una breve motivacién para definir dicho operador. Posteriormente definiremos formal-
mente a dicho objeto y enunciaremos algunos resultados importantes referentes a el, tales
como la férmula de integracion por partes, y un teorema que describe las componentes en
caos de la derivada de una variable aleatoria.
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Motivacién
Sea S” el precio de un “stock” a cierto tiempo t > 0, cuyo precio al tiempo O es x € R, y
sea ¢ una funcién de contrato. Considere la variable aleatoria

YT = ¢(S%).

Dicha variable puede representar, por ejemplo, el pago de una opcion financiera, un con-
trato forward o un bono. De acuerdo a la teoria de cotizacion libre de arbitraje, el precio
“ideal” que se debe establecer para comprar dicho contrato tiene la forma E[Y?] (de hecho
el precio estd dado por Egle™""Y*], donde @ es cierta medida equivalente a P y r es una
constante mayor a cero, pero para fines practicos podemos pensarlo simplemente como
E[Y?]). En este contexto la derivada

d
—E[Y*®
Y]

mide la sensibilidad que tiene el precio del activo Y* respecto al precio actual z del stock.
Adicionalmente, dicha cantidad sirve para calcular portafolios replicantes para el derivado
Y* (para mayores referencias ver [16]). ;Cémo calculamos entonces el factor LLE[Y*]?.
En el caso en que ¢ es derivable, una forma de hacerlo es la siguiente

d d d

—E[Y*]=E |—Y"| =E |¢'(Y*)—S5"]| . 1.37

SENI=E | Ly =B s s (1.37)
La férmula anterior es simple y 1til, por lo que quisieramos generalizarla para el caso
en que ¢ no fuera derivable. En el caso simplificado en que @ = [0,1] y la medida de

probabilidad fuera la medida de Lebesgue, podemos obtener dicha generalizacién mediante
una aplicacién de la férmula de integracién por partes como se muestra a continuacién
)

/ x d x _ / x x
J @ s = [0 Fpr s e

d N %Sm(w)
- aqﬁo Y (w) (—(;%Y(w) > dw

Lood (4 5w)
_ _/¢oy @) (a—a%Y(wJ duw

Conclusién: Para calcular expresiones del tipo (1.37), podriamos intentar definir un
analogo de % sobre una clase rica de variables aleatorias (el operador de derivada de
Malliavin), y calcular (1.37) mediante una férmula de integracién por partes. Este tipo
de razonamiento también se puede aplicar para analizar condiciones bajo las cuales una
variable aleatoria tiene una densidad, y mas aun, condiciones bajo las cuales tiene una
densidad derivable (para mayores referencias ver [15], [31]).

{Como definir a di?

Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad, donde F estd generada por un movimiento

Browniano {B;}i>0. Queremos definir a 4 para clase extensa de variables aleatorias
= dw )

asi que las condiciones de derivabilidad deben ser poco restrictivas. Para realizar esta
construccién podemos proceder de dos maneras distintas
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1. Podemos darle una estructura de espacio vectorial topoldgico a €2, y definir derivada
direccional en el sentido clésico en algunas direcciones “privilegiadas” (para mayores
referencias ver [4]).

2. Podemos suponer que = (C°[0,1], y que las v.a. son funcionales de 2. Luego
defininimos la derivada para funcionales “sencillos”, buscando emular la definicion
de gradiente de funciones reales, pero en un sentido débil.

En el presente escrito utilizaremos la segunda idea. Sea S el conjunto de variables aleato-
rias en (§2, F,P) de la forma

F=f(W(hy),.... W(hy)), (1.38)

donde f es una funcién infinitamente diferenciable, cuyas derivadas parciales tienen cre-
cimiento polinomial. A este tipo de variables les llamaremos en lo sucesivo “variables
aleatorias suaves”. Adicionalmente definimos S, como el conjunto de variables aleatorias
de la forma (1.38) que son acotadas y Sy como el conjunto de la funciones de la forma
(1.38) tales que f se anula en infinito.

Definicién 4. La derivada de una variable F € S de la forma (1.38) es la variable

aleatoria H-valuada definida por

DF = Xn: aia:k (W (1), ..oy W () (1.39)

Observaciones

i) Para que dicha definicién tenga sentido se requiere verificar que la definicién de
(1.39) no depende de la representacién (1.38).

ii) Si f:R™ — R es una funcién infinitamente derivable cuyas derivadas parciales tie-
nen crecimiento polinomial, entonces podemos construir un polinomio P(xy, ..., z,),
de n variables, tal que

|P(z)] > |f(x)] para todo x € R".

Utilizando esta desigualdad, asi como el hecho de que la distribucién normal mul-
tivariada tiene todos sus momentos cruzados finitos, concluimos que la variable F'
definida por la ecuacién (1.38) es integrable.

iii) Si F'y G son variables aleatorias suaves, entonces F'G es una variable aleatoria suave,
en particular, por la observacién ii) se tiene que las variables aleatorias suaves son
cuadrado integrables.

iv) Si F' es una funcién simple de la forma (1.38), y h € H. Entonces (DF, h), es
integrable, esto se sigue con un argumento analogo al de la observacién 7).
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Para verificar que la definicién de (1.39) no depende de la representacién (1.38) procede-
mos de la siguiente manera. Supongamos que F' tiene las siguientes representaciones

= gW(vy),.... W(vm)).

Note que todo elemento de x € span{vy,...,v,,} puede expresarse de manera tni-
ca como u + v con u € span{hy,...,h,} Nspan{vy,...v,} v v € span{hy,....,h,}T N
span{vy, ..., vy, ;. En lo sucesivo denotaremos por
Vi = span{hy,...,h,} Nspan{vy, ..., v}
Vo = span{hy,..., h,}" Nspan{vy, ..., v, }.

Utilizando dicha descomposicion, podemos construir una transformacion lineal

T :span{hy, ..., hp,} x VJ* — span{vy, ..., vy }
(R eeey By 03, 02) — (P (h) + 03, ..., Py (hy) +02),

donde Py, denota la proyeccién de span{hi, ..., h,} en Vi. Es decir, T es tal que si v, =
vt + V3 con vy € Vi y v € V, para k < n, entonces

T(hi, ooy B, V3, ooy 02) = (U1, ooy V). (1.40)

s Um

Denotaremos por 1" a la matriz asociada a T'. Primeramente se probaré que 833‘; gol =0

para k > 1 (esto puede ser interpretado como que g no depende de sus componentes en
el espacio span{hy, ..., h,}*). Para probar esto note que

(1.41)

Sea 7 : R — R una funcién real continua y acotada. De la igualdad (1.41), y de la in-
dependencia de W (hy), ..., W (h,) con W(v}), ..., W (v2,), deducimos que con probabilidad

uno, se tiene lo siguiente

=By (f(W s W(hn))]
=E[y(g 0 T(W(ha), oo, W), W (1), .. W(vp)) | (W(ha), ... W(ha))]  (1.42)
=a(W(hy),.... W(hy)),
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donde « esta definida por

a(zy, .., n) = Ely(go T(xy, ..., 2, W(0?), ..., W(v2)))].

m

Aplicando el teorema de cambio de variable a la igualdad (1.42), se deduce que yo f = «
casi seguramente en R"™ respecto a la funcién de distribucién Gaussiana no degenerada
en R" dada por Fw n,),..w(h,))- Esto implica que la igualdad se cumple c.s. respecto a la
medida de Lebesgue en R", y por la continuidad de v, f y g, podemos concluir que

yo flay,.,wn) = E[y(go T(x1, e T, W(0]), .., W(02)))] V..., x, € R (1.43)

m

Fijemos ahora 1, ...,x, € R. Como la igualdad (1.43) se cumple para toda funcién ~ :
R — R, la variable aleatoria

goT(xy,...,Tp, W(vf), ...,VV(U2 )

m

es igual en distribucién a una delta de Dirac centrada en f(z1, ..., z,). Dicha afirmacién
puede reformularse de la siguiente manera: considere la funcion lineal S : R™ — R” x R™
definida por S(y) = (x1, ..., 2,,y), entonces g o T' o S(W (v?), ..., W (v2)) tiene la distribu-
cién de una delta de Dirac centrada en f(xy,...,2,). Utilizando nuevamente el teorema
de cambio de variable se tiene que la funcién go T o S : R™ — R es igual casi segu-
ramente a la constante f(z1,...,x,) respecto a la distribucién Gaussiana no degenerada
Fow),...wwz,) (dy). Por ende, go T o S(y1,...;ym) = f(z1,...,z,) casi seguramente res-

pecto a la medida de Lebesgue en R™. Por lo tanto, por la continuidad de g, 7 y S se
tiene que

goT oS,y Ym) = f(T1, .00y Tn), (1.44)

es decir, go T es constante sobre las ultimas m variables y consecuentemente, para k > 1

T = 0. 1.45
e (1.45)

Finalmente, utilizando la notaciéon X := (W (hy), ..., W(hy,)), Y = (W(v1), ..., W(vsn))
vy Z = (W(v}),..., W(v?)), y las ecuaciones (1.40), (1.45) y (1.41), se tiene lo siguiente

m 8 n m
Z 8_ Y, = Z axk (X, Z)) (Z T;1hj + Z Tj+n,kvj2->

k=1
_;h ZTJ’“a 9(T(X,2)) +Zv§ZTn+3k6 9(T'(X, 2))
Y him—goT(X,Z)+ Y v} goT(X,Z)
J—l j=1 g+
Zh—goT(X Z) = Xn:hi (X)
7 O,
J=1 7=1
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Por lo tanto DF estd bien definida.

A continuacién extenderemos la definicién de derivada para un conjunto mas extenso que
S, para ello comenzaremos por demostrar el siguiente resultado, el cual se conoce como
integracién por partes para la derivada de Malliavin.

Lema 3. 5i F' es una variabe aleatoria suave y h € H. Entonces
E[(DF,h) ] = E[FW (h)]. (1.46)

Demostracion. Note que, como se mencioné en las observaciones ii),iii) y iv), las variables
(DF,h)y y FW(h) son integrables. Suponga que h tiene norma uno y considere una
variable aleatoria suave de la forma

F=gW(v1),....; W(vm)),

para ciertos vectores v, € H y m € N. Suponga que existen n vectores eq,...,e, € H,
n € N tal que {ey, ...,e,} es una base ortonormal de span{h,vy,...,v,,} tal que e; = h. A
partir de dicha base podemos construir una funcién f : R” — R™ derivable, con derivadas
de crecimiento polinomial, tal que F' puede escribirse como

F=f(W(e),..,W(en)).

Sea ¢ la densidad de la distribucion normal estandar en R”, es decir,

¢<x17 wrn) = (277)7% exp {_% Z'xi} :
k=1

Gracias a la ortogonalidad de ey, es, ..., e, y al hecho de que e; = h, se tiene que

E[DF,h)y] =

Z AV (1), W () <ek,h>H]

_ {(%If( (e >...,W<en>>]

= /-~~/aixlf(xl,...,xn)(b(xl,...,xn)dx1~~~dxn
——

_ u(f(xl,...,xn)gb(xl,...,xn)

/f(xl, ..,xn)%gb(xl,..., )dxl) dxy - - - dx,

= / /f L1y ooy Ty x1¢($1,.-.,$n)d$1 o dry,
= E[FW(e))] =E[FW(h)],

r1=—00
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Donde el primer término en la cuarta igualdad es igual a cero debido a que f tiene
crecimiento polinomial mientras que ¢ tiene decaimiento exponencial. Esto termina la
prueba para el caso en que ||h||y = 1. Para h € H general note que

E[(DF.h) = ||hl[E [<DF,ﬁh>}
= ||h||E [ﬁFW (h)} =E[FW(h)].
O
Como consecuencia del resultado anterior, obtenemos el siguiente lema
Lema 4. Si F' y G son dos variables aleatorias suaves, entonces
E[G(DF,h)] = E[FGW(h)]—E[F (DG, h)]. (1.47)

Demostracion. Primeramente note que las variables aleatorias F' (DG, h),G (DF,h) y
FGW (h) son suaves, y por ende, integrables. Aplicando el lema de integracién por partes

a F'G, donde

Fo= fW(hi), ... W(h)),

se tiene que

E[FGW(h)] = E[(DFG,h)]

= E Zg(W(vl),...,W(vm))a%f(vv(hl),...,W(hn))<hk,h> -
Lk=1 i
E ) f(W(h), ...,W(hn))a%g(vv(vl), s W () (v, B)

= E[G(DF,h)] +E[F (DG, h)],

de donde se sigue el resultado.
O

Como consecuencia de los lemas anteriores, podemos extender el dominio del operador D
como lo indica el siguiente lema.

Lema 5. Seap > 1 fijo y || - ||, la norma de LP(QY). El operador D puede extenderse a la
cerradura de S respecto a || - ||,

Demostracion. Por el teorema de extension de Hahn-Banach (para mayores referencias
ver apéndice, teorema 10) basta ver que el operador lineal D es continuo en S. Para ello,
considere una sucesion { F}, } ,en de variables aleatorias suaves tales que F,, converge a cero
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respecto a || - ||,, y supongamos que DF,, converge en LP(§2, H) a cierta variable aleatoria
v e LP(Q, H), es decir, E[|| DF,, —v|[};] — 0. A partir de esto queremos concluir que v = 0.

Sea h € H fijo. Supongamos sin pérdida de generalidad que (DF,, h), converge c.s.
a (v,h), (en caso contrario podemos consideramos una subsucesién de (DF,, h), que
converge c.s. a (v, h),;). Para toda variable aleatoria suave y acotada G € S (donde S,
denota al conjunto de variables aleatorias de la forma (1.38) que son acotadas), definimos

Z. = Gexp{—eW(h)*}.

Note que dicha variable es tal que Z.W(h) esta acotada. Utilizando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz podemos deducir que

[(DFu iy — () [P = | (DF, = v, h) g 1P < Wl DE vl (148)

y por ende (DF,, h) ,; Z. converge en LP({2) a (v,
integracién por partes y la convergencia en LP(
lo siguiente

h) 4 Z.. Por lo tanto, utilizando el lema de
) de la sucesion (DF,,, h) Z., deducimos

E[(v,h); 2] = Elim(DF,h), Z]
= 1mE[(DF,, h), 2]
= 1im (E[F,Z.W ()] — E[F, (DZ, h),)) (1.49)

Por la desigualdad de Holder y el lema de Fatou, se tiene que, si q es tal que % + % =1,

E [|1im FnZ€W(h)|] < liminf E[|F, Z.W (1)
< HmnmeHFnyp]%EUZEW(h)\Q]% —0.
Utlizando nuevamente la desigualdad de Holder y el lema de Fatou
E[liin |F.(DZ.,h)|] < limnianEHFn (DZ., h) ||

< liminf E[|F,[P]»E[| (DZ., h) |%]s

< lminfE[|F,"]7||h|[%E[|DZ||] = 0.

Por lo tanto, aplicando el teorema de convergencia dominada a la sucesién F,, (DZ., h)
en la igualdad (1.49), se tiene que

E[(v,h)y Z:] = 0.

Finalmente, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y el hecho de que la variable
Z. esta acotada por cierta constante C' > 0, deducimos lo siguiente

[ (v.h) Z| < | (v, h) | < ClWllllh]la € LH(Q).
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Por ende, del teorema de convergencia dominada se sigue que

E[(v,h),; G] = E |lim(v,h), Z.

e—0

= HII(I)E (v, h)y Z:) = 0.

Como el resultado es valido para toda G € &, se concluye que (v, h) = 0 c.s. y conse-
cuentemente v = 0 c.s.

]

En lo sucesivo denotaremos al dominio de la extensién de D en LP(€) por D'?. Como
el operador D es lineal y continuo (o equivalentemente lineal y acotado), D' coincide
con la cerradura de S respecto a la norma

IFll, = (E[|F]P)+E[|DF|[5])7 . (1.50)

Para el caso p = 2, el espacio D*? es un espacio de Hilbert con producto interno dado
por

(F,G),, = E[FG]+E[(DF,DG),). (1.51)

1.2.1. Derivada iterada y derivada direccional

La definiciéon de operador de derivada puede generalizarse a variables aleatorias que
toman valores en un espacio de Hilbert V' de la siguiente manera: dado un espacio de Hil-
bert separable V' consideremos el espacio vectorial Sy de variables aleatorias V-valuadas
de la forma

F = ZGkuk, Uk € V, Gr €8S. (152)
k=1
Para este tipo de variables aleatorias definimos

DF =) DGy ®u;. (1.53)
k=1

Dicha definicién surge de manera natural cuando H = V = L?([0,1]). En este caso,
como se vera mas adelante, la derivada de una variable aleatoria F' es un proceso estocésti-
co cuadrado integrable que denotaremos por {D;F'};>¢. La definicién previa establece, en
este caso particular, que la derivada de un proceso estocastico {u;}i>o € L?(2, H) es un
proceso estocdstico bivariado {Ys+}s:>0 que se obtiene al aplicar el operador de derivada
a cada una de las variables aleatorias u;, es decir, Yy, = D,Z, con Z = u,.

Usando un argumento anélogo al de la prueba del Lema 5, se puede ver lo siguiente

Lema 6. El operador D, definido por (1.53), puede ser extendido a la cerradura de Sy
en LP(QQ, V), la cual denotaremos por D'P(V).
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Demostracion. Para verificar esta afirmacién considere una variable aleatoria V-valuada
de la forma (1.52) y n sucesiones aproximantes {F,E")}neN C S, tal que F™ — 0 en

LP(Q,P) y DFE™ — 0 en L*(,V,P). Por el teorema de extensién de Hahn-Banach
basta ver que el operador lineal D es continuo en Sy . Para ello, considere una sucesion
{F,}nen C Sy de variables aleatorias V-valuadas de la forma

Nn
F,=Y F"u eV, FMes,
k=1

que converge a cero respecto a la norma de LP(2, V), y supongamos que DF,, converge
en LP(Q, H® V) a cierta variable aleatoria 1y ® v, € LP(QQ,H ® V), con v, € LP(Q, H) y
Vy € LP(Q, V)

Sean h € H y v € V fijos. Supongamos sin pérdida de generalidad que (DF,, h),; con-
verge c.s. a (v, h) ;. Para toda variable aleatoria suave y acotada G € (V') (donde Sy(V)
denota al conjunto de variables aleatorias de la forma (1.52), con Gy € Sp), definimos

Z. = Gexp{—eW(h)?*}.

Dicha variable es tal que Z.W(h) estd acotada. Utilizando argumentos anélogos a la
prueba del lema (5), se tiene que (DF,, h ® v),; Z. converge en LP(2) y

Im E[Z.W (h) (F,, u)y] = MmE[(DZ., h)y (F, u)y] = 0. (1.54)
Por otro lado,

E[(v1 @ vo, h®@v)y Z2] = E[lim(DFn,hQ@v)HZa}
= ImE[(DF,,h®v)y Z.]

Nn
— lmE <ZDF,§">®vg,h®v> 7.
" k=1 HQV

Nn
_ (n)
_ 11511; (wp,v), E [ZE <DFk h>H}

Ny,
= 1mY (vf,v)y (E[ZF"W (h)] - E(DZ., h), F"])

k=1
= E[Z. (Fo,u)y W(h)] = E{DZ., h) gy (Fa,u)y ], (L.55)

y por ende, utilizando las igualdades (1.54) y (1.55) concluimos que
E[(v1 ® vo, h @ v); Z.] = 0.

Por un argumento andlogo a la prueba del lema (5), se concluye que (v,h) = 0 c.s. y
consecuentemente v = 0 c.s. O
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Definicién 5. Supongamos que F' € S es una variable aleatoria real suave. Entonces
DF € S(H) es una variable aleatoria suave en H, y por ende, podemos definir la iteracion
D?*F = D(DF) de acuerdo a la ecuacién (1.53) y al lema 6. De esta manera, si es de la
forma (1.38), entonces DF es una funcion simple dada por

"0
DF = —f(W(hy),.... W(hp))hs,
> G W (10, W )
y por ende,

DR — Zn:D%f(W(hl), W () @ by

j=1 I
= i o fW(hy), ... W(hp))h; @ hyg.
i1 0@81]

De manera andloga definimos la k-ésima iteracion de la derivada para una variable
aleatoria de la forma (1.38) como D*F = DDF"'F o equivalentemente

n ak
k - I+ - - O ; oo i
DFF = Z_ S o OV (), W )iy © - @ .

Para todo p > 1 y todo natural £ > 1 definimos la familia de seminormas en S por

Fkp = (E[HFHp] +ZE[|IDjF||Z®j]) :

J=1

Utilizando iteradamente el lema 6, es posible mostrar que esta familia de seminormas es
tal que el operador D* puede extenderse a una funcién lineal definida en la cerradura de
S respecto a la norma LP(Q, H®*). Denotaremos a dicho dominio por D*?

A continuacién se define el operador de derivada direccional de una variable aleatoria
Definicién 6. Sea h € H. Definimos el operador de derivada direccional
D" : Dom(D") c L*(Q) — L*(Q),
para un elemento F' € S de la forma (1.38), de la siguiente manera
D'"F = (DF,h),. (1.56)

Por un argumento andlogo a los lemas 5 y 6, se tiene que D" es un operador lineal
continuo que puede extenderse respecto a la norma de LP(S)), a cierto subespacio cerrado
que denotaremos por D"P. Equivalentemente, D"P consiste en la cerradura de S, respecto
a la norma

1F1lnp = |IFllp + [| D" Fl],.
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Es facil verificar que la derivada de una variable aleatoria de la forma

F=f(W(h),... W(hy,))

en la direccion h, satisface la igualdad

(DF,h), =lim ! (fW(h1) +e(hi,h)ys e, W(hy + € (s h) ) — F(W(Ra), ..., W(hy)))) .

e—0 €

El siguiente resultado caracteriza al dominio de convergencia del operador D'? en
términos de la descomposicién en caos.

Proposicion 4. Sea F' una variable aleatoria cuadrado integrable con descomposicion en
caos F' =5 J,F. Entonces F € D2 si y sdlo si

E[||DF|[%] = Y nllJFll; < oo (1.57)

n=1

Mas ain, si(1.57) se cumple, entonces, para todon € N se tiene que D(J,F) = J,_1(DF),
donde Jy denota la proyeccion en caos descrita en el Teorema 2.

Demostracion. En el contexto de la notacién utilizada en la proposicion 1 y dada una base
ortonormal {ey } de H fija, supondremos que F' = &, para cierto multi-indice a := {a; }ien
tal que |a| = n € N. Entonces, utilizando la relacién - H,(z) = H,_(z) podemos calcular
D®, de la siguiente manera

Va ZHa ] Haes
i>1
i#j

Por lo tanto D(®,) € H,—1(H) y consecuentemente D(J,F) = J,_1(DF). Adicionalmen-
te, por la Proposicién 1 se tiene que H,; 1 H2>1 H,, € H,—1 por lo que, utilizando la

iZj
relacién (1.17) asi como el hecho de que ||®,]|3 = 1, se tiene que

E[|[D(®,)|) = a'Zn«uHa._lHHajr

i>1
i#j
o
] ]
— Hl?ﬁl ai!(aj — 1)
i#]

Esto prueba el resultado para el caso en que F' = ®,.
A continuacién haremos la prueba para el caso en que F € H,,, para cierto n € N. Sea

{a™}en una enumeracién de los multi-indices a € A con |a| = n. Si F € H,, por la
proposicion 1 existe una sucesion F), € H,, de variables de la forma

> P, g eR (1.58)
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tales que F es el limite en L?(2,P) de la sucesién F,. Note que, por linealidad, la propo-
sicién es valida para variables del tipo (1.58) y por ende,

E(|DEnllf] = Y EllJkFwll3 = nllEnll3- (1.59)

k=1

Queremos mostrar que F € DY si y sélo si Y oo n||J,F||3 < oo. Para probar la
primera implicacién supongamos que F' € D2, De la convergencia de F}, a F respecto a
la norma || - ||12 se sigue que

mE[|DE[[] = E[|DF|]
ImE[|F,.|*] = E[F|?].
Esto aunado a la igualdad 1.59 implica que
D KIIFIZ = nllFl[; = lmn||F|l;

k=1
= UmE[||DF,|[3]

= E[|DFI|3] < 0.

Reciprocamente, supongamos que

o [o.¢]
nY ap=> kl|JF|3 < 0.
k=1 k=1

Para verificar que F' € D%? basta probar que la sucesién F), es de Cauchy respecto a la
norma || - |12 y que su limite respecto a dicha norma es F. Sean M, m; y my ndmeros
naturales tales que M < m; < msy. Entonces

||Fm1 _Fm2||i2 - ||Fm1 _Fm2||§+E[||DFm1 _DFm2||§{]2

ma
= |[Fm, _Fm2||g+]E[|| Z akD(I)a(k)H%{]Q

k=m1

ma
= Hle _Fm2||§+ Z TLO(%.

k=m1

El primer término del lado derecho de la igualdad tiende a cero cuando M — oo por la

convergencia en L?(Q2,P) de F,,, mientras que el segundo término tiende a cero puesto que
. o0 2 _ o0 2 .7

laserie n) - o = > -, k||JF||5 es convergente. Por lo tanto la sucesién F,, converge

respecto a la norma de D'? a cierta variable F”, la cual, como se muestra a continuacion,

es igual a F' con probabilidad uno
E|F - FP] < E[F - FulY) +E[F — F,[

<
< ||F = Fulls + [|F' = Fulli2 = 0
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por lo tanto F es el limite de F), respecto a la norma de D%? y consecuentemente ' € D2,
Finalmente, de la convergencia en || - ||12 de F,,, se sigue que

D(J,F) =1tm D(J,F,,) = lim J,_ DF,,.

De la cerradura de H, se sigue que D(J,F) € H,,_1. Esto demuestra el resultado para el
caso en que F' € H,, para algin n € N.

Para demostrar el resultado para F' € L*(2, P) arbitrario procedemos de manera andloga;

sea m
F, = Z J.F.
k=1

Entonces, por la descomposicién en caos de L?(€2,P) se tiene que F},, converge en L*(§), P)
a F'. Por linealidad la proposicion es valida para las variables F;,, v ya que las variables
Jn F son ortogonales, se tiene que

m

E[||DFnll3] = Y nllJ.F[3.

n=1

Queremos mostrar que F' € DM siy sélosi > 2 n||J,F,|[3 < co. Para probar la primera
implicacién supongamos que F € DY2. Entonces, por la ortogonalidad de las variables
DJ,F (dichas variables son ortogonales pues DF,, € H,,_1(H)), se tiene que

E[|DF|[3] > E[IDF.[3] =) nllJuF,
n=1

y ya que E[||DF||%] < oo deducimos que

[e.9]

> 0|l Ff3 < oo

n=1

Reciprocamente, supongamos que »_ -, k||J,F||3 < co. Para verificar que ' € D** basta
probar que la sucesién F,, es de Cauchy respecto a la norma ||-||; 2 ¥ que su limite respecto a
dicha norma es F'. Sean M, m; y mo nimeros naturales tales que M < m; < msy. Entonces

||Fm1 _Fm2||i2 = ||Fm1 _Fm2||§+]E[||DFm1 _DFm2||§{]2

ma2
= [[Fny = Foall3 +El| > DJFI[H)

k=m1

ma
= [P, — Fusll3+ D El|JFI3.

k=m1
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El primer término del lado derecho de la igualdad tiende a cero cuando M — oo por la
convergencia en L?(Q,P) de F,,, mientras que el segundo término tiende a cero puesto que
la serie >, | k|| JiF||3 es convergente. Por lo tanto la sucesién F), converge respecto a la
norma de D2 a cierta variable F’, la cual es igual a F' con probabilidad uno.

O
El siguiente resultado es la regla de la cadena

Proposiciéon 5. Considere, para p > 1 fijo, una funcion ¢ : R™ — R deriwable con
derivadas parciales acotadas, y F = (F*, ..., F™) un vector aleatorio cuyas componentes
pertenecen al espacio DYP. Entonces o(F) € D7 y

D(G(F)) = 3" DF 5= o(F).

Demostracion. Supondremos primeramente que ¢ es infinitamente derivable, y que las
variables IV son de la forma

FI = fJ(W(hjl)’ ) W(hgvg))v (160)

donde las funciones f; son infinitamente derivables, cuyas derivadas tienen crecimiento
J )
polinomial. Sea S,, = >, _; Ny y definamos la funcién

g(l‘h '“stm) = (fl(xh "'am51)7 sy fm(xSmfl-i-lv “'73:Sm))7

y los vectores aleatorios

Se tiene entonces que
p(F)=pog(Yi,...,Yn)

por lo tanto p(F') € S (donde S estd definida como el conjunto de funciones de la forma
(1.38)), y por ende, podemos calcular D(¢(F)) utilizando la regla de la cadena de la
siguiente manera

D) = L3 gopoah - Yok

7j=1 [=1 J
m Nj
0 0 -

= Yi,...Y,,)— Yi, ..., Y, )R

;2:;11 3$s]+zg( 1 )8% (9(11 ) 1
S Y S e Yol

=1 890]- —1 89@

g=1 "

37



El operador derivada

Esto prueba el resultado cuando los F7 son de la forma (1.60). Para el caso en que
FJ € DY son arbitrarios, consideramos m sucesiones {F7'};51, 1 < j < m de variables
aleatorias tales que F! € Sy F7! tiende a F7 respecto a la norma de D'? cuando [ tiende

a infinito. Por lo probado anteriormente, se tiene que el vector aleatorio F' definido por
Fl.= (FY . F™) satisface

m

Dp(F) = Y0 (P DF. (1.61)

=1

Ya que ¢ es derivable con derivadas acotadas, se tiene que existe una constante ¢ > 0 tal
que, para x,y € R™ arbitrarios,

o(z) — ()] < clle = yllrm. (1.62)

Y ya que D es un operador lineal y continuo en S, es acotado. Por lo tanto, concluimos
que existe una constante ¢ > 0 tal que, para l,ls > 0 arbitrarios,

1D(p(F™)) = D(p(F2)I < (e[ F" = F2|[g.. (1.63)

Por lo tanto, gracias a la convergencia en L?(Q2,P) de F“, asf como las ecuaciones (1.63)
y (1.62), se sigue que la sucesiones

{END@ENE ey v {BHeENET} e

son de Cauchy. Por lo tanto ¢(F") converge cuando [ tiende a infinito, respecto a la norma
de D'?. Siguiendo un argumento analogo al utilizado durante la prueba de la Proposicién
4 se verifica que ¢(F) es igual, casi seguramente, al limite de o(F') respecto a la norma
D'? y por ende, p(F) € D'?. Resta probar la igualdad

D=3 elF)

Utilizando el hecho de que ¢(F') converge a ¢(F) respecto a la norma || - ||, asi como
las igualdades (1.61) y (1.62), se pueden verificar, para h € H arbitrario, las siguientes
convergencias en medida

m9
;axw(

DFV.

FY(DFy L (D(p(F)), h)y .

) )
(DF™.h),. % (DF'h),.

p(F1) L

o(F),

Esto implica, por la unicidad casi segura de los limites en medida, que

(D(¢(F)),h) = < A aigp(F)DF, h> P-c.s.
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En particular, si {ex}72, es una base ortonormal de H, se tiene que con probabilidad 1,

0
8@

©(F)DF, ek> para todo k,

de donde se sigue el resultado para el caso en que ¢ es infinitamente derivable. Si ¢
pertenece tinicamente a C*°[R? R], utilizamos la siguiente aproximacién para ¢:

©On 1= © * Py,

donde * denota la convolucién de funciones y 1, es una aproximacién de la identidad
infinitamente derivable, la cual podemos definir como

UYn(x) = n"h(mz), T €R™

donde h es la densidad de la distribucién normal estandar® en R™. Se tiene entonces que
v, €s una sucesion de funciones infinitamente derivables que convergen puntualmente a
¢ (para mayores referencias sobre estos resultados ver [30], capitulo 6). Por lo mostrado
anteriormente, la regla de la cadena es vélida para ¢,, el resultado se sigue entonces
mediante un argumento de aproximacion.

]

1.2.2. El operador de derivada para el ruido blanco

En esta seccién vamos a suponer que el espacio de Hilbert H = L*(T, B, i), para cierto
espacio de medida (T, B, i). La derivada de una variable aleatoria en F' € D'? debe ser
una variable aleatoria cuadrado integrable con valores en H, es decir, DF € L*(Q, H,P) =
LT x Q,B®F, u®P). Por lo tanto podemos pensar a DF como un proceso estocéstico
indexado por T, el cual denotaremos por {D;F'},cr. De manera general, si k > 2y
F € D*2, la derivada iterada D*F es un proceso estocéstico indexado por T*, el cual
denotaremos por

DFF ={Dy, . ..F}. (1.64)

Recordemos que, gracias al teorema 3, si F' € L*(Q,P), entonces F' puede descompo-
nerse como

F= SRR
k=0

donde [, denota la integral de It6 multiple (ver seccién 1.1.1), y donde los kerneles f;, son
funciones simétricas de L2(T*, u*). En este caso, la derivada de F' puede calcularse de la
siguiente manera

8De hecho puede tomarse h como cualquier funcién positiva, infinitamente derivable tal que
Jm B(z)dz =1
Rm
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Proposicién 6. Sea F' € D%? una variable aleatoria cuadrado integrable de la forma
F=> L(f) (1.65)
k=0

Entonces, de acuerdo a la notacion (1.64), se tiene que

DiF =Y nloa(ful1)). (1.66)

Demostracion. Si F' = I, f, para cierta funciéon elemental f de la forma

n

f(te,tm) = Z iy iimn LA, oo Ay, (P 2oy Em),

DF = > a.iD(W(la,) - W(ly,))

= Z Z Qiy,..., ikW(]lAi1> T W(ﬂAij,l)ﬂAijW(ﬂAij,l) T W(ﬂAim)'

DF(t,w) = > Y a., imlLa, (D) [[wWa,)(w). (1.67)
- 17
Note que, para t € T fijo, la segunda suma en el lado derecho de la igualdad (1.67)
coincide con la integral de Ito multiple I,,,_1, de la funcién g definida por

Tmt - R
(l’l, ...71’m_1) — f(fEl, vy Tj—1, t,l'j_H, ey wm—l)-

Ya que la funcién f es simétrica, se tiene que g(x) = f(z,t). Por lo tanto, de la igualdad
(1.67) podemos concluir que

DF(t,w) = Z[mflf('ﬂt)(w) =mly 1 f(-t)(w).

Esto demuestra el resultado para F' = I,,(f), para cierto kernel f. El resultado puede
generalizarse de manera directa para variables de la forma

N
F=> I
k=0
para ciertos kerneles fi, y de aqui se sigue el resultado para F' en general utilizando un
argumento de aproximacién O]
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A continuacién calcularemos la derivada de esperanzas condicionales respecto a cierta
clase de o-algebras.

Lema 7. Para A € B arbitrario, denotaremos por Fa a la o-dlgebra generada por las
variables {W(1g) | B € B, B C A}. Suponga que F' es una variable aleatoria de la forma

F= Z ]’rL(fn)a
n=0

donde f, son funciones simétricas en L*(T™, u™). Se tiene entonces que
E[F | Fal =) L(f15"), (1.68)
n=0

donde ® denota el producto tensorial (para mayores referencias ver apéndice).

Demostracion. Basta probar el resultado para el caso en que F = I,(f,) para cierta
funcién f,, € &, (el caso general se obtiene por un argumento de aproximacion). Por la
linealidad de las integrales de Itd6 multiples, podemos suponer que el kernel f, es de la
forma 1p,«. «xp,, donde By, ...., B, son conjuntos ajenos a pares de medida finita. Se tiene
entonces, de acuerdo a la notacién (1.64), que

EIF [ Fa] = E[W(By)-- - W(Bu) | Fa
= E|[[W(B:nA)+W(B;NA)) | Fal. (1.69)
i=1
Note que la variables W (B; N A) son medibles respecto a F4 mientras que W (B; N A°)
son independientes de F4. Por lo tanto, definiendo A? := A;, y A} := A¢, y expandiendo

los términos
n

[TW(BinA4)+W(B; N A))

i=1
en la igualdad (1.69), obtenemos

1

EF | Fa] = Y E[W(BNAY)---W(B,NA") | Ful
= Y E[W(BNAY) | Fa] - E[W(B,NA") | Fi]

= [IEW(B,nA) | Fal + EW (BN A%)) | Fa). (1.70)

i=1

Utilizando la independencia de las variables W(B; N A), ..., W(B,, N A) respecto a F4 en
la igualdad (1.70) obtenemos lo siguiente
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E[F | F4] = (E[W(B;NA) | Fa] + E[W(B; N A9)])

—.

s
I
—

I
—=

E[W(B;NA) | Fal =E

ﬁW(Bi nA) | ]—“A]

1=1

.
Il

1
n(]l(BlﬁA )xeeex (BpnA) ) -

Il
~

]

Proposicién 7. Suponga que F pertenece al dominio de D2, y que A € B. Entonces, en
el contexto de la notacion (1.64), la esperanza condicional E[F | F4] pertenece a D2, y
se tiene lo siguiente

DyE[F |F4]) =E[D,F | Falla  P-cs.

Demostracion. Por el lema 7 y la proposicion 6 se tiene que

E[F| Fa]) annlfn, D15 ") 14(t) = EIDF | Falla

Como consecuencia de esta proposicion se tiene el siguiente corolario

Corolario 3. Sea A € B, y suponga que F € D'? es F-medible. Entonces D,F es cero
c.s. en A x €}

Dado un conjunto medible A € B, podemos definir el conjunto D*? de variables
aleatorias que son derivables en A como la cerradura de S con respecto a la seminorma

I1F15 = EF 4B | [ (0P Pulat)]

1.3. El operador de divergencia

En esta seccién estudiaremos el operador de divergencia, definido como el adjunto del
operador de derivada.

Definicién 7. Denotaremos por § al operador adjunto de D, al cual llamaremos operador

de divergencia. Fs decir, 6 es un operador lineal, no acotado, definido en un subconjunto
de L*(Q, H,P) tal que

i) El dominio de §, denotado por Dom(d), es el conjunto de variables aleatorias H -
valuadas v € L*(Q, H,P) tales que

[EXDF, w)]| < c[[Fl] (1.71)

Para toda F € DY2. Donde ¢ es una constante que sélo depende de u.
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i) Si u € Dom(d), entonces 6(u) es un elemento de L*(Q2,P) caracterizado por la
relacion

E[F§(u)] = E[(DF,u),,] (1.72)

para todo F € DV2,

1.3.1. Propiedades del operador de divergencia

Si u pertenece al dominio de d, tomando F' = 1 en la relacién (1.72) se tiene que
E[6(u)] = 0.

Denotaremos por Sy el espacio vectorial de funciones de la forma
u=>Y_ Fjh; (1.73)
j=1

donde F; son variables aleatorias suaves, y los h; son elementos de H. De la férmula
de integracion por partes, establecida en el lema 3, se tiene que las variables u de esta
forma pertenecen al dominio de § y se satisface

ZF W (h Z (DFj, hy),, - (1.74)
7j=1
Para verificar esto note que, para toda variable aleatoria suave G se tiene que F,GW (h),
Fr (DG, hi) v (DFy, hy) son integrables (puesto que G, Fy, y W (h) son variables aleatorias
suaves) y por ende, del lema de integracién por partes deducimos lo siguiente

E[F,GW (hy,)] — E[G (DFy, hi) ] = E[F), (DG, hi) 5] (1.75)
Por lo tanto, utilizando la ecuacién (1.75) y la desigualdad de Holder, se tiene que

[E{DG,u)y]l* < D [E[Fy (DG, hy) ]|

k=1

_ Z [F,GW (h)] — E[G (DFy, hy) 4])?

< QZméx{E[FkGW(h)]z,IE[G (DFy, hi) 4)*},
k=1
y consecuentemente

[E[(DG, u) ]|* < 2 Z [E[F.GW (h)]]* + 2 Z [E[G (DFy, hye) ]|

_QZE F2W E [G?] +ZZE (G| E [(DFy, b))
— <QZE [F2W (h)?] + 2§:E [(DF, hkﬁ{}) E[G?].
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El operador de divergencia

Consecuentemente u pertenece al dominio de §. Por otro lado,

E[(DF.u),] = S E[DFh), B

(ZFkW (hi) — (DFy, hi) 5y )

Por lo tanto,

Z FW (hy) — (DFy, hi)

En la siguiente proposicion se muestra una amplia clase de variables aleatorias H-
valuadas contenidas en el dominio del operador de divergencia. Antes de enunciar la
proposicion introduciremos la siguiente notacién

i)

ii)

iii)

Dados dos tensores simétricos u € H®" yveH ®("+m), donde v es de la forma
v = v1 ® vy para ciertos elementos v; € H &n y vy € H ®m, podemos definir un tercer
tensor simétrico perteneciente a H®™, el cual denotaremos por (u, v) ;e., mediante
la féormula

(U, V) gon = U2 (V1,U) gan - (1.76)
Note que, ya que los tensores u, v son simétricos, se tiene que
(U, V) gon = (symm(u),symm(v)) gen -

Si u € D2, la derivada de u induce la siguiente transformacién lineal, la cual

denotaremos por Du

Du,

H H

v — (Du,v)y (1.77)

donde la variable aleatoria H-valuada (Du,v), € L*(Q, H,PP), tiene sentido de
acuerdo a la notacién establecida en 7).

Dados u € DY2(H®*) y h € H®, para j < k, denotaremos por D"u a la variable
aleatoria en L2(Q), H®*=7) P) dada por

D"u = (Du, h) ;- (1.78)

Es facil verificar, utilizando un razonamiento analogo a los lemas 5 y 6, que el
operador lineal D" es continuo, y por ende, puede extenderse a la cerradura de
Sper respecto a la norma

1Fllo,monn = E[||F|[Frer]? + E[|D"Fl[f00.-5]2-
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iv) Dado un operador lineal continuo A : H — H, y una base ortonormal de H,
{ek }ren. Definimos la traza de A por

Tr(A) = 3 (Alen)er)y

k=1

[e.9]

Es posible verificar que dicha definicién no depende de la base. Adicionalmente se
tiene que, si A, B: H — H son dos operadores lineales continuos, entonces

o0

Tr(AoB) =Y (Blex),e;)y (Ales), ex)y

k,j=1

Proposicién 8. El espacio DV?(H), para k € NU {0}, estd contenido en el dominio de
5. Siu,v € DY2, entonces

E[6(u)d(v)] = E[(u,v)] + E[Tr(Duo Dv)].

Donde las transformaciones lineales Du y Dv tienen sentido de acuerdo a ii) y Tr denota
la traza, definida de acuerdo a iv).

Demostracion. Comenzaremos mostrande el siguiente lema

Lema 8. Si F € S, h € H yu € Sy (donde Sy esta definido como el conjunto de
funciones de la forma (1.52) ). Entonces se cumple la siguiente relacion de conmutatividad

D"6(w)) = (u,h)+ (D), (1.79)

donde el producto interno D"u = (Du, h),; estd definido de acuerdo a la notacion esta-
blecida en (1.76).

Demostracion. Suponga que u es una variable aleatoria suave, es decir, tiene la forma
(1.73), para ciertas variables aleatorias suaves Fj con

Fo = f (mvg'@), W(U](@j)) N, € N.
Es facil verificar que las variables F), satisface la siguiente regla de Leibnitz
D(FyW (hy)) = DEW (hy,) + DW (hy) F..

Por lo tanto, utilizando la regla de la cadena, la observacién iii) y la relacién (1.74), se
tiene lo siguiente
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El operador de divergencia

k=1
=Y D"(EW(h) =Y D"((DFy, ) )
n n_ Nk & 0 k
= APV ) b = 323 () D et (W (1) W (157))
— i (W (hi)DFy, h) ; + y (FeD(W (hi)), h) gy —

y por lo tanto,

DM6()) = S W (i) (Do )y + B (s by

k=1

33 o (G A ) WD) <v§k>,h>H)

k=1 i=1

—ZFk h, hi) +ZDthW i) Zth (D"F,
k=1 k=1

ZiFMhahk —1—2 D"FW (hy) — (D(D"Fy), hu,) ;)

= <;L, h) + 6(D"u ).

Por lo tanto la relacién (1.79) se satisface para variables u € Sy.

Procederemos ahora con la demostracién de (1.79). Sea {e, }nen una base ortonormal de
H. A partir de (1.79) y (1.72), deducimos que para cualesquiera u,v € Sy se cumple lo
siguiente
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y por lo tanto

E[(u)o(v)] = E[{u,v)] +E Z<Deiuvej>H<D<U7ei>H7€j>H]

Li,j=1

= E [<u7v>] +E Z D= <u7€j>H D <U7 61>H]

Li,j=1

= E[{u,v) | +E[Tr(Duo Dv)|. (1.80)

Por otro lado, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

E[Tr(Duo Du)] = E D% (u,e5) 5 D (u,3)
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El operador de divergencia

y por ende,
E[Tr(Duo Du)]
-oo fe’e) n Ng a 2
_ v (k) (k) k) ,
|35 (35 et (7 () (1) (4720, )
_z:l j=1 k=1 =1
i oo 00 n Ng a 2
_ i (k) (k)
“2 |33 ({3 gt (9 () o () e o 0) )
_z:l j=1 k=1 =1 H®2
=E ZZ (Du, €; ® €i) ez | =E [HDUH?%@H} :
Li=1 j=1
(1.81)
Por lo tanto, de (1.80) y (1.81), se sigue que
E[o(u)*] < Eflull5] + Ell[Dullfgn] = [lulli a4 (1.82)

Finalmente, si u € D“?(H), entonces existe una sucesién v € Sy tal que u(™
converge a u en L*(,P) y Du™ converge a Du en L*(Q2, H ® H,P). Por lo tanto, de la
relacion (1.82) se sigue que §(u(™) converge en L2(2,P) a §(u). Més atin, de las relaciones
(1.81) y (1.80) se sigue que para toda u € DY?(H) se cumple

E[6(u)o(v)] = E[{u,v)y] +E[Tr(Duo Dv)l.

A continuacién extenderemos la relacion (1.79), la cual establece que
D"(5(u)) = (u, h) +6(D"u)
a una clase mas amplia de variables aleatorias. Para ello utilizaremos el siguiente lema

Lema 9. Sea G una variable aleatoria cuadrado integrable. Suponga que existe una va-
riable Y € L*(Q,P) tal que

E[Go(hu)] = E[Y F] para toda F € D2
Entonces G € D"? y D"G =Y.
Demostracion. Gracias a la proposicion 4, se tiene lo siguiente:

E[YF] = E[GS(hF)]

— S EILG)IE) + EKC)IRF)

n=1

- i E[FD"(J,G)] + E[GIE[5(hF)]

n=1

= Y E[FJ,1D"G]

n=1
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es decir,

(F, Y>2 = Z <F7 Jn(DhG)>2

Por lo tanto, para todo k € N se tiene que J,Y = J,D"G, de donde se sigue el resultado.

O

Proposicién 9. Suponga que u € D*2(H), y D™u pertenece al dominio de la divergencia.

Entonces 6(u) € D*?2, y la relacién de conmutatividad (1.79) se cumple.

Demostracién. Sea F € D2, Por (1.80), se tiene que

E[5(uw)5(Fh)] = E[{u, Fh), + Tr(Duo D(hF))].

Note que, para v € H arbitrario se tiene que

Duo D(hF)(v) = Du({(D(hF),v)y)

(Du,h (DF,v) )y
(DF,v) y (Du, h)
= (DF,v), D"u.

Por lo tanto,

o0

Tr(Duo D(hF)) = > (DuoD(hF)(es),ex)y

k=1
00

- Z (DF,ey) <Dhu, €k>H

k=1
= (DF,D"u), .
A partir de esta igualdad deducimos que

E[6(u)§(Fh)] = E[(u,Fh)y + (DF,D"u),]
= E[(u, Fh), + §(D"u)F].

El resultado se sigue entonces del lema 9

]

La siguiente proposicién nos permite factorizar variables aleatorias escalares en la

divergencia

Proposicién 10. Sea F' € D% y sea u en el dominio de la divergencia tal que Fu €

L*(Q), H,P). Entonces Fu pertenece al dominio de la divergencia y se cumple

0(Fu) = F(0(u)) — (DF,u)y .

Siempre y cuando el lado derecho de la igualdad sea cuadrado integrable
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El operador de divergencia

Demostracion. Por la regla de la cadena se tiene que, para toda variable aleatoria G € Sy
E[(DG, Fu)y,] = E[{u, FDG),]
= E[{u, D(FG) — GDF) ]
= E[(6(w)F — (u,DF),)G].

De donde se sigue el resultado. O]

El siguiente resultado es una versiéon de la proposiciéon anterior, en la cual u es deter-
minista. En este caso se pide tnicamente que F' sea derivable en la dirrecion de h.

Proposicién 11. Sea h € H y F € DY2. Entonces Fh pertenece al dominio de ¢ y la
siquiente iqualdad se cumple

§(Fh) = FW(h) — D'"F (1.84)

Demostracion. Gracias a la proposicién 10, el resultado es valido si F' € S. Por otro lado,
si {F}, }nen es una sucesion de variables aleatorias en S que convergen en L?(Q,P) a F, y
tales que D"F,, converge en L?(Q2,P) a D"F. Por un argumento andlogo a la prueba de
la proposicién 9, podemos deducir, a partir de la igualdad (1.80), que

E[0(Fh)?] = E[F?||hl[3,] + E[(D"F)?].

Esto aunado a la convergencia en L%(Q, P) de las variables D" F}, y F,, implican el resultado.
O

1.3.2. La integral de Skorohod

Supondremos a lo largo de esta seccién que el espacio de Hilbert H tiene la forma H =
L3(T, B, i1). Para cierto espacio de medida (T, B, ). En este caso los elementos de Dom(d)
son procesos estocdsticos cuadrado integrables (gracias a la identificacion L*(Q, H,P) =
L*(QxT,FRB(T),P®opu)), y la divergencia §(u) recibe el nombre de integral de Skorohod.
Utilizaremos en lo sucesivo la siguiente notacion

5(u) = /T woW,.

De los teoremas 2 y 3, se deduce que todo elemento v € L*(T x Q,u ® P) tiene una
expansion en caos de la forma

u(t) = Zln(fn(”t))a (1.85)

donde, para todo n € N, f,, € L3(T"*, ") es una funcién simétrica sobre las primeras
n variables. Mas aun, como las covarianzas de las integrales de Ito6 multiples satisfacen la
relacion®

ElL,(f)14(9)] = { ’ sim 7 q (1.86)

n!(f, G)r2(rm pmy Sin = q,

9ver seccién 1.1.1
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se tiene que
| [ u(tuan)] = 3wl ooy
T n=0

El siguiente resultado expresa al operador d en términos de la expansién en caos de wu.
derivadaruidoblanco

Proposicién 12. Sea u € L*(T x Q, u ® P), con expansion dada por (1.85). Entonces u
pertence a Dom(d) si y sdlo si la serie

Z In+1(fn)
n=0

converge en L*(Q,P), en cuyo caso

5(“) = Z [nJrl(fn)

Demostracion. Supongamos que la serie

Z [n+1(fn)
n=0

converge en L*(), P). Denotaremos por f,, ala simetrizacién de f,. Considere una variable
aleatoria G := I,,(g9) € Hn, paran € Ny g: T" — T simétrica. Gracias la proposicién
4 se tiene que DG pertenece'® a H,,_1(H), por lo que aplicando el teorema de Fubini, la
proposicién 6 y las expresiones (1.85) y (1.86), deducimos lo siguiente

.06y = & [ubiGuan] = [ BlunG)ua)
= [ Blunda(ot ) n(a
= 2 [ Bl OOl (a )] )

m=

= [ Bllsl s tDnLaloC 1)) ()
SVl RTETCUNTEN) Iy

= = D ot Doy =1t (Fores)
A partir de la ecuacion (1.87) deducimos que si v €Dom(d), entonces

E[5(u)G] = E[{u, DG) 4] = ElL(fu-1)G).

Donde Sy denota al conjunto de variables aleatorias de la forma (1.52)
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El operador de divergencia

Si tomamos J,u en lugar de u en la igualdad anterior, y denotamos por (, >’Hn a la
restriccion de (-, ), a H,, obtenemos que para cada G € H,

(0(Jnu), Gy, = E[6(Jpu)G] = E[(Jyu, DG) 4]
= ElL(fi)0) = (L(f). G)

n

De la igualdad anterior se sigue que I,(g) coincide con la n-ésima proyeccién en caos de

u. Consecuentemente la serie Y > (I, 14 < fn> converge en L?(Q,P) y su limite coincide

con §(u). Reciprocamente, si la serie Y07 I,,41(f,) converge en L2(Q,P) a cierta variable
aleatoria V', entonces, de (1.87) se sigue que

/TUtDt (Z ]n(gn)> :u(dt)

Por lo tanto, para todo F € D%? se tiene que

N N
<u,D (z JF>> =BV Y F(g0)] < [IVILelIFllo
n=0 L2(Q,H,P)

n=0

E =K

. . c N
Ya que F' € D2 el teorema de descomposicién en caos garantiza que la sucesion Y J, F
converge en L?(Q2, H,P) a F. Consecuentemente,

<u7DF>L2(Q,H,]P’) < V][22

Por lo tanto u pertenece al dominio de d, y de la primera parte de la demostracién se
sigue el resultado. O]

Observacién
De la proposicién 12, y la ecuacién (1.86), se sigue que el dominio de ¢ coincide con el
subespacio de L*(T x Q, u ® IP) de procesos que satisfacen la condicién

o0

E(uw)?] = Y (n+DYIflI72mne ey (1.88)

n=0

En lo sucesivo, denotaremos por L'? al espacio DV?(L?(T, p)), el cual, por la proposicién
8 estd contenido en el dominio de §.

Al particularizar varias las propiedades del operador de divergencia (obtenidas en la
seccién anterior) para el caso del ruido blanco obtenemos propiedades muy similares a
las de la integral de Ito, de hecho, como se vera mas adelante, la integral de Skorohod
generaliza a la integral de It6. Por ejemplo, de la relacién (1.79) se tiene que

E[6(u)5(0)] = / Eluvdu(dt) + / / E[D,uy DyoJ(ds)u(d). (1.89)
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Una consecuencia de esta relacion es que, si u y v son adaptados a la filtracién generada
por el movimiento browniano By := W (1yy), por el corolario 3 se tiene que Dyu; = 0 c.s.
para cualesquiera s,t > 0 tales que s > t. Por lo tanto, de la igualdad (1.89) se tiene que

B[5(w3(0)) = | Eluvulde),
T
la cual es la propiedad de isometria de la integral de Ito.

Por otro lado, la proposicién 11 en el caso del ruido blanco puede interpretarse, como
se muestra en la siguiente proposicion, como una version de teorema fundamental del
calculo (pensando en D y ¢ como la derivada e integral para funciones reales)

Proposicién 13. Suponga que u € LY? y que para casi todo t € RY el proceso { Dyu}ser
es Skorohod integrable. Suponga adicionalmente que existe una version del proceso {fT DyusgdW b0
que pertenece a L*(T x Q, u ® P). Entonces 6(u) € D2, y se tiene lo siguiente

Di(0(w)) = uy + / DyugdWs. (1.90)
T
El siguiente resultado caracteriza a la familia de procesos estocasticos que pueden

escribirse como DF' para cierta variable F'.

Proposicién 14. Suponga que u € L*(T x Q, u @ P) tiene la forma

w=3"L(ful ).

FEziste una variable F € DY? tal que DF = u si y solo si los kerneles f, son funciones
simétricas sobre todas sus componentes

Demostracion. Supongamos que u = DF para cierta F' € D%2. Aplicando la proposi-
cién 6 a la variable F', se sigue que los kerneles f, son simétricos (Basta comparar las
descomposiciones (1.65) y (1.66)). Supongamos reciprocamente que

w=3"L(fu(-9))

para ciertos los kerneles f, simétricos sobre todas sus variables. Considere la sucesion
N
1

Xy = —1, n)-
N n:On+1 +1(fn)

Note que la norma en L*(,P) de las variables %anﬂ( fn) coincide con la norma en
L*(Q, H,P) de I,,(fn(-,y)). Por lo tanto, la convergencia en D2 de la sucesién X, se sigue
de la convergencia en L*(Q, H,P) de > 7 I,(fn(-,y)). El resultado se sigue entonces
aplicando la proposicién 6 a la variable limy_,, X, y comparando las descomposiciones

(1.65) v (1.66) . O
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1.3.3. Integral de Skorohod maultiple

Sea V' un espacio de Hilbert separable. Como se mencioné en la definiciéon 5, para
todo k € N, y para toda variable aleatoria V-valuada G € L*(2,V), podemos definir el
operador de derivada iterada iterada D*G, de manera que

Dom(D¥F) c L2, V) 25 12(Q,H* V)
G — DF

Este operador resulta de extender continuamente el mapeo que asigna a cada variable
aleatoria G de la forma

G:ZFjUj7 F} GDk’p,Ujev,
i=1
la variable aleatoria H®* ® V-valuada
DFG = Z DFF, @ v;.

=1

En este contexto, definimos la integral de Skorohod multiple 6% para variables alea-
torias H®* @ V-valuadas, como el operador adjunto de D* : Dom(DF) C L*(Q,V) —
L2(Q, H* @ V).

Observaciones:

1. Si F' es una variable aleatoria de la forma F' = f(W(w,),..., W(w,,)), con w; € H,
y donde f : R™ — R es infinitamente derivable. Entonces, la variable aleatoria
H ® V-valuada definida por

G = Fh,

conveV,he Hy F e Dom(d), satisface
IG) = d(Fh)v.
2. Si F es una variable aleatoria de la forma F' = f(W(w), ..., W(wy,)), con w; € H,

y donde f : R™ — R es infinitamente derivable. Entonces, la variable aleatoria
H® @ V-valuada definida por

G .= Fh1®h2®®v,
conveV,h; € Hy F € Dom(0), satisface

F(@) = F(Fh®@ - ®@h®0)
SFHE(Fh)hy @ -+ - @ hy @ v)
= " 2(5(8(Fhi)ho)hs ® -+ @ by, @ v)

= 3(hpb(hg—10(hg—20(---0(h F)))))v
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3. Si G es una variable aleatoria H° ®k_valuada, perteneciente al dominio de §*, entonces
§*G coincide con 0*G, donde G denota a la simetrizacién de G''. Sin embargo, si
G’ es una variable aleatoria H®**7)_valuada, con r > 1, perteneciente al dominio
de 6%, entonces 6*G’ no necesariamente coincide con 6*(G’). Por ejemplo, si
hi,hy € H,y F = f(W(v)), para cierto polinomio f, y v € H, entonces

(=%

0*(h1 @ hy) = 8(8(haF)hs)

haW (ha) f(W (v)) = ha (v, ha) g [/ (W (0)))
(h2)W (h1) = (B, ha) gy f(W(v)) + (v, Iu
f'(W () (W (k1) (v, ha) + W (hs) (v, h1) )
= 0(MW(he) f(W(v)) = hy (v, he) y /(W (v))
= (hy @ hy).

(
(

[
= =

Por otro lado,

§(Fhy ® hs) = 8(hiF)hs
= (W(h)f(W(v)) = f'(W(v)) (v, h1))ha,

6(Fhy® h1) = 6(heF)hy
= (W(h2)f(W(v)) = f'(W(v)) (v, ha))ha,
por lo tanto 0(Fhy ® hy) # §(symm(Fhy @ hs)) = 6(F3(hy ® ha 4+ ho @ hy).

1.3.4. La integral de Itd como un caso particular de la integral
de Skorohod

Lema 10. Sea A € B, y sea F una variable aleatoria cuadrado integrable y medible
respecto a la o-dlgebra Fac. Entonces el proceso F1 4 es Skorohod integrable y

§(F1y) = FW(A)

Demostracion. Suponga que F € DY2. Entonces, por la proposicién 10, y el corolario 3
se tiene que

S(F14) = FW(A) — / D, FLpu(dt) = FW(A),

de donde se sigue el resultado. Si F' simplemente es una variable aleatoria cuadrado
integrable, podemos demostrar el resultado aproximando a F' mediante una sucesién F,
de variables en D2, que convergen a F respecto a la norma de D2, y utilizando el hecho
de que § es un operador continuo respecto a la (Esto se deduce de la relacién (1.82))
norma D2,

]

HEsto se sigue del hecho de que, para toda variable aleatoria suave F, la variable D F(w) pertenece
a H®Fk
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Usando el lema 10 podemos demostrar que la integral de Skorohod es una generaliza-
cién de la integral de Ito. Sea {(W},...,W¢)} un movimiento browniano d-dimensional,
T = R? y sea L2 el subespacio cerrado de L*(T x Q, u ® P) formado por los procesos
adaptados al movimiento browniano.

Proposicién 15. Se cumple que L? C Dom(6), y el operador 8, restringido a L? coincide
con la integral de Ito, es decir

d 1
(5(u):Z/O uy dWy.
i=1

Demostracion. Supongamos que u es una funcién elemental de la forma

Uy = Z Filg;5,1(0),
j=1

donde Fj € L*(Q, F,P,R?Y), y 0 < ¢ < - -+ < tpy1 < 1 (donde F; := Fp). Entonces, por
el lema 10 se tiene que u € Domd y

f n
S(u) =D FI(Wi  —W;). (1.91)

i=1 j=1

Todo proceso u € L? puede ser aproximado por una sucesién de procesos simples {u™},,ex
respecto a la norma L*(T x Q,pu ® P) (para mayores referencias ver [9]), més atin, las
integrales de Ito de u(™ convergen en L?(€2,P) a la integral de Ito de u. Por otro lado, a
partir de la ecuacién (1.91) deducimos que d(u(™) coincide con la integral de Ité de u(™.
Por lo tanto, como u(™ converge en L?*(2,P) a u y el operador 4 es cerrado, se sigue que
u € Dom(8), y que §(u) coincide con el limite en L?(€2,P) de la sucesién §(u™), el cual
es precisamente la integral de Ito de w. O]
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Capitulo 2

Teorema del limite central para
integrales de Skorohod maultiples

Esta seccion estd dedicada a estudiar el teorema del limite central para integrales
de Skorohod multiples, resultado que utilizaremos posteriormente para estudiar las p-
variaciones de Hermite del movimiento browniano fraccionario.

A grandes rasgos, el resultado principal de esta seccién establece que si {F,},>1 es
una sucesién de variables aleatorias de la forma F,, = §9(u,,), donde u,, son variables con
valores en H®™, entonces, bajo ciertos supuestos de regularidad, la sucesién F,, converge
en distribucién a una mezcla de variables Gaussianas centradas. El estudio de la conver-
gencia en ley para este tipo de variables esta motivado principalmente por los siguientes
resultados, los cuales han sido probados por Nualart, Peccati, Nourdin, Ortiz-Latorre y
Reinert en 1001[20], 1001[21], 1001[26], 1001[23].

1. Si {F,}n>1 es una sucesién de variables aleatorias pertenecientes al ¢-ésimo caos de
Wiener tales que E[F,] = 0 y lim, E[F?] = 1, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes

i) F, converge en ley a una distribucién normal esténdar.
i) lim, E[F1] = 3.
iii) La sucesién de variables aleatorias ||DF},||% converge a q en L*(Q,P).

2. Se tienen las siguientes cotas para la distancia en variacién total de F,, con la

distribucién normal estandar
1 2
(1- 210,15, ) ]

VS VEET 31

Algunas de las aplicaciones de estos resultados consisten en el estudio de p-variaciones
de integrales estocésticas fraccionarias, funcionales cuadraticos de procesos gaussianos y

sup |P[F,, < z] — P[N < z]| E

z€R

IN
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auto intersecciones del movimiento browniano fraccionario entre otros. El teorema que
probaremos en esta seccién es similar a la equivalencia entre i) y iii) en el sentido de que
establece condiciones para la convergencia en ley de variables aleatorias (las cuales esta
vez 1o necesariamente pertenecen a un mismo caos) en términos del comportamiento de
sus derivadas.

A continuaciéon introduciremos el concepto de convergencia estable | el cual serd fun-
damental en el estudio de la convergencia en ley para integrales de Skorohod.

2.0.5. Convergencia estable de variables aleatorias

Definicién 8. Sea (2,G,P) un espacio de probabilidad y sea G una sub-c-dlgebra de F
(en particular podemos considerar G = F ). Considere una sucesion de variables aleatorias

Fn-medibles respecto a G, con valores en un espacio métrico separable E/, denotaremos por
& a la o-dlgebra de Borel de E.

Decimos que la sucesion {F,}5°, converge G-establemente (o establemente si G = F)
si existe una medida de probabilidad p en (2 x E,G ® &) tal que, para toda variable
aleatoria G-medible y acotada Y, y para toda funcion continua y acotada f : E — R, se
satisface

B (F)Y] = [ Y (s, ) 2.1)

Note que la convergencia estable es mas fuerte que la convergencia en distribucion.
De hecho, si la sucesién {F),}22 ; satisface (2.1), entonces la distribucién limite de F,, es
w(£2, ). Méas ain, si descomponemos a la medida p de la siguiente manera

pu(dw,dz) = Pldw|Q(w, dz), engG®E, (2.2)

donde Q(w,dz) es un kernel de transicién, entonces la convergencia G-estable de F,, a la
medida p es equivalente a la condicién

I EY Q] = E[Y Qf]

para toda variable aleatoria Y medible respecto a G, y para toda funcién continua y
acotada f : F — R. De esta manera p puede ser interpretada como la distribucion
condicional limite de F,, dado G.

A continuacién se muestran algunas condiciones equivalentes a la convergencia estable
de variables aleatorias, la prueba de dichos resultados puede encontrarse en 1001[7]

1. F, converge G-establemente.
2. Para cada variable aleatoria G-medible en €2, Y. El vector (Y, F,,) converge en ley.

3. Para cada variable aleatoria G-medible en €2, Y. El vector (Y, F,) converge G-
establemente.
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Teorema del limite central para integrales de Skorohod multiples

4. La sucesion F), es tensa, y para cada A € Gy f : E — continua y acotada, la
sucesion E[1 4 f(F,)] converge.

5. Si E = R", la sucesién {F,}22 ;| es tensa, y para cada A € G, se tiene que la sucesién
E[1 4 exp{iu - F,,}] converge.

2.0.6. Convergencia en ley de integrales de Skorohod maultiples

A continuacién mostraremos que, bajo ciertas condiciones de regularidad, algunas
las propiedades que satisface la derivada de funciones f : R — R (tales como la regla de
Leibnitz y la férmula de Faa di Bruno) pueden generalizarse para la derivada de Malliavin.

Considere un espacio de probabilidad (£, F,P), H un espacio de Hilbert separable, y
{W(h)}nen un proceso gaussiano isonormal, tal que F = o(W(h) | h € H). Si f y g son
funciones reales n-veces derivables, entonces la composicion f o g es n-veces derivable, y
sus derivadas pueden calcularse segtin la formula de Faa di Bruno, la cual establece que

j k;
d" n! d" [ Lg(t)
_ t — s t dtJ
! °9) 2. et e W ))H 51
(K1 yereskn ) EAn j=1
Donde el conjunto A,, esta definido por
Ap = {(k1, ..., k) € (NU{O})" | ky + 2ko + - - - + nk, = n}. (2.3)

Una demostracién de este resultado puede encontrarse en [28].

A continuacion se demostrara una versién de la formula de Fad di Bruno y una version
del teorema del binomio para derivadas iteradas de Malliavin.

Lema 11. Considere un espacio de probabilidad (Q, F,P), H un espacio de Hilbert sepa-
rable, y {W (h)}hen un proceso gaussiano isonormal tal que F = o(W (h) | h € H). Sean
F y G dos variables aleatorias reales definidas en €1, tales que G € D™P y F' € D™, para
ciertos numeros p,q > 1 tales que % + % = %, con r > 1. Entonces GF pertenece a D™,

y se satisface lo siguiente
D"(FG) = Y. ( Z ) D*GRD" *F. (2.4)
k=0

Mas aun, st G € D% y f : R — R es una funcion n-veces derivable, con derivadas
continuas y acotadas, entonces

n

—n j @kj
DUE) = X O (B e

J!

donde ® denota al producto tensorial simetrizado, y A, estd dado por (2.3).
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Demostracion. A lo largo de la prueba utilizaremos el siguiente lema auxiliar (La demos-
tracién de dicho resultado puede consultarse en 1001[25], proposicién 1.5.6):

Lema 12. Sean F € D¥? y G € D*4, para ciertos nimeros k € N, y 0 < p,q < oo tales
que %D + é = % para cierto r > 1. Entonces FG € DT, y

1EGllkr < cppgl Fllpl1Gllkq-

Donde la norma || - ||k, estd definida como en (1.50).

Para probar la primera parte del lema 11 supongamos que F'y GG pertenecen a S (recor-
demos que S denota al conjunto de variables aleatorias de la forma ¢(W (hy), ..., W (h,)),
para ciertos vectores h; € H y cierta funcién ¢ : R — R infinitamente derivable, cuyas
derivadas tienen crecimiento polinomial). Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que F'y G son de la forma

F = f(W(h),..W
G = g(W(hy),.... W(hy)), (2.6)

para n € N, h; € H, y f,g funciones infinitamente derivables, cuyas derivadas tienen
crecimiento polinomial. Recordemos que la n-ésima derivada iterada de Malliavin de una
variable aleatoria real es una variable aleatoria simétrica en el espacio H®". Por lo tanto,
definiendo

7] >
11yee5a * axil e axia

se tiene que, para cualesquiera enteros a, b tales que 1 < a,b <n

D(D*F&D'G)
=D > Onif (V)D& @%‘1) ® ( > 0hgeg (VB - ®hj1>
i1yesia=1 1o ja=1
=D | > O (V)0 gV, @ Bhi, @l 8 - - Dy, (2.7)
i1srda=1
ji,.“,jazl
n n 6 - . . N N .
= > > o (Oi,eia f(Y) - 05y a9 (V) i®, & - - - @y, @D, ® - - - Qhyy,
i1,eeylq=1 [=1
J1seeyJa=1
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Teorema del limite central para integrales de Skorohod multiples

y por ende,

D(D*F&D'G)

I
&
=
s
=
=
EQJ
Q
=
=
=
5]
i
@)
®
=
®
>
o
IS}
®
®
>
=
+

J1seesfatr1=1
11,5yt =1
= Y i Vi (8BRS Y 05 g (V)R B By +
1150yl +1=1 Ji,-Ja=1
Z ail ,,,,, Z'af(Y)hia@ T ®h11® Z ajl ~~~~~ ja+1g(Y)hja+1®' '@)hh
i1yeriq=1 J1yefat1=1

_ DM ES DG + DFR DG
donde en la peniltima igualdad se utilizo la relacién
Bjpr® - Bhy, ®hj & - - - Bhy, = hj,® - - - Oy, hy,,, & - - - By,
Por lo tanto la regla de Leibnitz es vélida para variables de la forma (2.6), es decir,

n

D'(FG) = Y ( Z ) DFG®D"*F, (2.9)

para F,G € S. De manera general, F' y G son tales que G € D™? y F € D™?, para

ciertos nimeros p,q > 1 tales que % + % = %, con r > 1. Entonces, por el Lema 12, se

tiene que

ID"(FG)[2@menpy < |[FGllnr < cnpal Fllnpl|Gllng, (2.10)
donde la norma || - ||, estd definida como en (1.50). Por otro lado
|ID*GRD" *F|| 1 qmeny = E[||D*GRD" " F||gen]
E [||D*G||ger || D" F|| yoen-»]
E [1D*Gfyor] B 10" Flleio0)

B =

H®k

|Gl gl [E'l - (2.11)

VARVAN

Aproximando F'y G mediante variables pertenecientes a S, podemos aproximar los
términos en el lado izquierdo y derecho de la igualdad (2.9) mediante las relaciones (2.10)
y (2.11). Esto aunado al hecho de que la igualdad (2.9) es valida para variables en S,
implica que

D'(FG) =Y ( Z’ ) DFGRD"FF,
k=0
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para cualesquiera variables F, G tales que F' € D" y G € D™, con ;+ = <L

Para probar la férmula de Fad di Bruno procedemos de la siguiente manera. Considere
G eD??y f:R — R una funciéon n-veces derivable, con derivadas continuas y acotadas.
Para h € H fijo, denotaremos por D} al operador de derivada direccional D). De la
igualdad

Di() = (D" (), h®")
se sigue que F'y G pertenecen al dominio de D} para todo n < ¢. Utilizando esta

observacién, asi como la regla de la cadena (Proposicién 5), se puede verificar que las
siguientes variables aleatorias estan bien definidas

Hon'

H = f(G), H, =D H, G, = D}G, F, = %f(G)

Por otro lado, las variables F;, estan acotadas casi seguramente puesto que las derivadas
de f son funciones acotadas. Supongamos por un momento que cualquier producto finito
de la forma G, ---G,,, con ay,...,a, € N es derivable. Bajo este supuesto, podemos
calcular, con ayuda de la regla de Lebnitz, los primeros términos de la sucesion {H,, },>1
de la siguiente forma

Hy = Daf(G) = (DF(G), b, — <%f(G)DG, h> _ R (2.12)

De manera analoga,
Hy = Du(F\G)) = (G1DF\,h)y; + (F\DGy,h), = FGi + FGy

H; = FGE+3RG1Gy + FiGs
Hy = F\Gy+ Fy(3G2 +4G1G3) + F5(6G2Gy) + FyGY.

Se puede intuir a partir de las ecuaciones anteriores que, en general, los términos H,
deben tener la forma

H, = Y FiLyx(Gi,...G), (2.13)
k=1

donde L, ; : R® — R es una combinacién lineal de términos de la forma

n

1= (2.14)

Jj=1

con a; € NU{0} tales que a; + 2a9 + - - - + nay, < n (de hecho se cumple que a; + 2a, +
-+ -+ naq, = n, pero para nuestros propdsitos es suficiente tener oy +2as + - - - + na,, < n).

A continuacién mostraremos por induccion, que efectivamente se satisface la férmula

(2.13)
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Teorema del limite central para integrales de Skorohod multiples

i) Sin =1, se tiene que la variable f(G) es derivable gracias a la regla de la cadena.
El resultado se sigue de (2.12).

ii) Supongamos que para cierta n < ¢, la variable H,,_; satisface la relacién (2.13), es
decir,

n—1 n—1
Hn—l - Z Ckz,n—le H G?j’n717k7
k=1 j=1
para ciertas constantes Cy,—1 € Ry a;,—1% € NU {0} tales que

Qi1+ 2011+ -+ =11 p1p <n—1

Primeramente mostraremos que las variables aleatorias de la forma
n—1
Q5 —
F IG5 keN,
Jj=1
pertenecen a DV!, y satisfacen

n—1 n—1 n—1
D (Fk 11 ij'v"—w) — RD <H Gj‘f’”‘l”“> +D (R [ G . (2.15)
j=1

Jj=1 Jj=1

Aplicando «;,_1; -veces el lema 12 a la variable G; (la cual pertenece a D7),
se puede deducir que G;-)j’"_l’k € DY%n-1x. Por un razonamiento andlogo, de lo
anterior se sigue que H;L:_ll G5 " pertenece a DY <n19%n-18) " A partir de
esto, podemos deducir la ecuacién (2.15) gracias al lema 12 y a la regla de Leibnitz

(ecuacién 2.4).

A continuaciéon mostraremos que H,, es de la forma (2.13). Sea

By ={1<j<n|aj,,#0}
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Utilizando la regla de la cadena! y la ecuacién (2.15), se verifica lo siguiente

Dh(Hn—l)
n—1
=Dy, (Z FiLin(Gh, ..., Gy 1))
=1
n—1 n—I1
= ChnaDy (Fk: [[c7 k)
=1 j:l

n—1
:chn 1(DyFy) HG%" nE chn 1FxDy, <HG%" lk)

n—1 n—1 n—1 n—1
Ajn—1k Ajn—1,k
= E Crn—1Fr1G1 HGjJ + E Crm—1F% E | | G’ DG,
k=1 j=1 k=1

lEBk,nfl J:]-
J#l

:ch Lnm 1Fk61HG“J” b 1+Z > Crn- 1Fsz+1HG“J” o

k=1 1€By, 51
J#l

:Zok 1n— 1FkG1HGa” e 1+Z Z Crn— 1FkGl+1HGa” b

k= 1lEBkn 1
J#l

(2.16)

De la ecuacién anterior se sigue que H, es de la forma (2.13), lo cual termina el
argumento de induccién.

Note que la ecuacién (2.13) es vélida independientemente de la eleccién de f. Por lo tanto,
podemos tomar f(t) = exp{at}, para a < 0. De esta manera, se tiene que

F, = d"exp{aG} (2.17)
H, = D"(exp{aG}).

Por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones (2.17) en (2.13) y multiplicando por exp{—aG},
se tiene que
exp{—aG}D" exp{aG} = Z a" Ly i (G1,..., G). (2.18)

k=1

Si definimos B,, = exp{—aG}D" exp{aG}, entonces, gracias a la férmula (2.4), paran > 1

1Utilizar la regla de la cadena para calcular Dp(g9(G1,...,Gn_1)), con g(z1,....,Tn_1) =

Q1 n—1,k Qn—1,n—1,k
ml ...xn71
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Teorema del limite central para integrales de Skorohod multiples

arbitrario
B, = exp{—aG}D" *(aG;exp{aG})

n—1
= aexp{—aG} Z < " ; L ) Gr D" " exp{aG}
k=0

n—1

-1
= a ( " k ) Gk—l—an—k—l-

k=0

Note que la ecuacién anterior obtenemos, para cada w € € fijo, una relacién en recurren-
cia para las sucesiones {B,(w)}, v {Gn(w)}n. Es decir, {B,(w)}n v {Gr(w)}r son dos
sucesiones que satisfacen

B = o> (") GnlBa)

La solucién de dicha ecuacién en recurrencia es conocida (para mayores referencias ver
[28]), v esta dada por

u k n Gj w ki
Bn(w):;”!ak > kll---knllj[( j(! )) ‘

Utilizando la igualdad anterior, asi como la expresién (2.18), se tiene que, para todo a < 0
> " Lo k(Gh, ... Gn) = exp{—aG}D" exp{aG} = B, (w)
k=1

— zn:nla’f Z Lﬁ(%)%
p ' kﬂ---k‘n!jzl J! '

(k17'“ 7kn)eAn

De donde deducimos que

L n G k;
Lni(Gy, ..., Gn) = 0! Z kil k! H <j_lj) ‘
Lok 2\

(kla"' akn)eAn

De esta manera, a partir de (2.13), se obtiene la igualdad

D@ = Y —kﬂ.@.kn!%ﬂwﬂ(l)w)‘

|
(k1o ) € An =\ S



Por lo tanto

(D"(f(G)), h®") e = Di(f(G))

. ks
nd g\’
- Y tel (%)

!
(klv--akn)eAn n ]:1 j
n! d" norpig Gk
S o (@ (%))
1y--5fn n o
n! d’ " Dig\ ®%
(k zk’:)EA kl' k’ ldtnf( ) <®j1 ( ]' ) ) > s
1--5n n Hen
(2.19)

donde la dltima igualdad se debe al hecho de que el vector h®™ es simétrico. Finalmente,
para v € H®" arbitrario, se tiene que el vector ¥ es un vector simétrico, y por ende, tiene
la forma © = h®™ para cierto h € H. Por lo tanto, de (2.19) se sigue que

(D"(f(G)),v)gen = (D"(f(G)), V) yen

1l
(k1. skn)EAR J:
n! d” o DiG &k,
(S oL (57) )
(kl,...,kn)GAn H®n
De aqui se sigue el resultado. O

A continuacion se presenta el teorema principal de esta seccién

Teorema 4 (Teorema del Limite Central para Integrales de Skorohod Multi-
ples). Sea q € N, y suponga que F,, es una sucesion de variables aleatorias de la forma
F,, = §9(u,), para ciertas variables simétricas u, pertenecientes a D*¥21(H®1). Suponga
adicionalmente que la sucesion F, es acotada en L'(Q) y que

1. (un, (DF,)*" @ - @ (D' F,)%% - @ h) ., converge en L'(Q) a cero para cua-
lesquiera enteros r, ki, ...,kq—1 > 0 tales que

ki +2ko+ -4+ (g — Dkg1 + 7 =gq,
y para todo h € H®".
2. (un, DUF,) o, converge en L' a una variable aleatoria no negativa S?.

Entonces, F,, converge establemente a una variable aleatoria con ley condicional Gaus-
siana N(0,S?), dado X.
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Teorema del limite central para integrales de Skorohod multiples

Demostracion. De acuerdo a las equivalencias de la definiciéon de convergencia estable
enunciadas al final de la seccién 2.0.5, para probar que F,, converge establemente basta
verificar que para hy, ..., h, € H arbitrarios la sucesién

(Fn, W(hy), ..., W(hy))
converge en distribucion, o equivalentemente, que
Uy = (Fp, S W (ha), ..., W(hy,))
converge en distribucion.

Ya que F,, y S? son acotadas en L'(Q2), la sucesién 1), es tensa y por ende, basta
mostrar que el limite en distribucién de toda subsucesion que converge débilmente es ini-
co. Sea 1, una subsucesion de v, que converge en distribucién a cierto vector aleatorio
(Fooy Z, X1, oo, Xin)-

Counsidere las variables aleatorias

Yo = o(W(hy),.... W(hn))
Y = ¢(X1,...,Xm).

Con ¢ € C°(R™) (es decir, ¢ es una funcién infinitamente derivable, con derivadas
parciales acotadas). Sea

©On, (A) := Elexp{i\F,,, }Y],

para A € R arbitrario. La convergencia en ley de v, , aunada al hecho de que F},, es una
sucesion acotada en L', implican que

ll’lgn O (A) = 1i;£n iE[F,, exp{i\F,, }Yo]
— h/in iE[]]‘{‘Fnk|SC}Fnk eXp{i/\Fnk }YO] + 11/]?1 iE[ﬂ{|Fnk\>c}Fnk eXp{i)\Fnk }Yb]
= iE[L{r.<e} Foo exp{iAFo } Y] + h’in iE[L{F,, |>c} Py exp{iAFy,, }Yo]. (2.20)

Ya que la variable Y es acotada (puesto que la funcién ¢ es acotada), y la sucesion {F,,, }x
es wi. (pues {F,, }x converge en L'(Q)), existe una constante K € R™ tal que

|1£IgliE|::H‘{‘Fnk|>C}Fnk eXp{Z/\Fnk}YE)H S 1i,£nK]E[|ﬂ{|Fnk\>C}FNkH
< Sl;p KE[|1{\FnkI>C}Fnk” < 00. (2.21)

Utilizando la desigualdad (2.21) y el teorema de convergencia dominada?, podemos
calcular el limite cuando ¢ — oo de la expresién (2.20), obteniendo lo siguiente

h”gn O (A) = E[Fyexp{iAFy}Y]. (2.22)

2aplicado a la sucesién 1 p. j<e} Foo exp{idFiso }Y,
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Por otro lado, de la regla de Leibnitz, y la férmula de Fad di Bruno (lema 11), se tiene
que

o, (A) = iE[F,, exp{i\F,, }Yo] = iE[0%(uy, e Y]

= iE[(tn,, D? (€ Y0)) o]

( ; ) El(un,, D* (62F) DY) ]

q al k1 teka

<a) 2. ) 8
(k

1 a Rka &> TYg—0

E(D Fnk) ®D Yo

H®4q

&)

1 ~
<unk, F(DFnk)(z‘om@...
q
&g Al
— - )\ 1 a
ZZ(CI)(k 2 T T
. 1 1
E {GZAF”’C <Unk7 F(DFnk)@)kl K- ® a(DaFnk>®ka ® anYb> 1 ) (2'23)
! ! H®q

la ultima igualdad es consecuencia del hecho de que las variables uy son simétricas. Por
lo tanto, se tiene que

ol (N = —AE[e? ™ (uy,, , DUE,, ) yog Yol + Ry, (2.24)

q al \ Y1t
(a) 2 iGN %

(kl ----- ka)eAa

, 1 1
E [ezAFnk <Unk7 ﬁ(DFnk>®kl R R J(Dank)®ka ® }/0> ) (225)
. . H®q
Gracias a las hipdtesis del teorema, los términos
1 1, . W
Unpa = <unk, ﬁ(DFnk)@Cl R ® J(D F,, )% @ D Y{)>H®q 0<a<yq,

que aparecen en la igualdad (2.25), convergen a cero en L'(2). Para verificar dicha afir-
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Teorema del limite central para integrales de Skorohod multiples

macién basta expresar a u,, en la forma

1 1
Unp,a = <Unk, ﬂ(DF"k)@)kl R & a(DaFnk)@)ka ® Dq_aYb>

H®q
— 1
= Y O W ) Wy, )
Jlydqoa=1 " :
<unk7 (DFnk>®kl Q- ® (DaFnk)®ka & hjl & hjq*a>H®q . (226)
Como los términos .
1. .. alajlv“'vjqfaaﬁ(w(hjl)v 3] W(hjq,a))

en la ecuacién (2.26) estan acotados c.s. (ya que ¢ tiene derivadas acotadas), mientras
que los términos

<unk7 (DFnk)®k1 - ® (DaFnk)@)ka ® hjl K- hjq*a>H®q

convergen a cero en L'(Q) (gracias a las hipétesis del teorema), podemos concluir que las
variables R,, convergen a cero en L'(Q). Por lo tanto, tomando limite cuando n — oo en
la ecuacién (2.24), concluimos que

iE[Fape™=Y] = 1flxcngo'nk(A)
= —)\h”gnIE[e"’\F"k (Un,,, DUEy) groq Yol
- _ M%HE[eiank S?Yy] + —Alim E[e™ (S? = (un,, DIF,,) yos) Yol
= —Ali}gnE[e“F"k S?Y]
= —)\E[e?>ZY], (2.27)
donde la cuarta igualdad se sigue del hecho de que Yy y €™ son variables aleatorias

acotadas c¢.s. y (Un,, D'F,,) e, converge en distribucién a S?, mientras que la ultima
igualdad se deduce utilizando un argumento de truncamiento.

Finalmente, utilizando el lema de clases mondtonas, es posible mostrar que la igualdad
(2.27) es valida para toda variable aleatoria Y que sea acotada y medible respecto a
(X1, ..., X, S?). Por otro lado, utilizando el teorema de convergencia dominada es posible
demostrar, a partir de (2.27), que se satisface la siguiente ecuacién diferencial para la
esperanza condicional de Fi, dado X7, ..., X, S?

%E[ei% | X1,y X, S%] = =ASPE[e™™> | X, ..., X,,, 57

Resolviendo dicha ecuacion diferencial obtenemos

iNF, 2 \2S5°
Ele> | X1, ..., X, 5] = exps — 5 (2.28)
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y por ende, para A, i, ..., tm € R arbitrarios, se tiene que

E[ei«FOOvZ7X17"'7Xm)7(A7N07'"7/"m)>Rm+2] — E[e_)‘QTZei«Zle7"'7Xm)7(M07"'7Hm)>Rm+1 ] .

Tomando A = 0 en la igualdad anterior deducimos que
(Z, X1, o0 Xon) 2 (S, W (By), ooy W (Rin)),
y por ende,

E[ei«Foo727X17-~~7Xm)7(>\7#0u~~-,ﬂm)>Rm+2] — E[e_ >\2252 ei<(S27W(h1)v"'7W(hm))v(ﬂ07"'7“m)>Rm+1]‘

Esto implica que todas las subsucesiones de 1, que convergen en distribucién tienen la
misma ley asintética. De aqui se concluye que 1, y consecuentemente

(Fny, W(h), ..o, W(hm)),

converge en distribucion, y por ende, F,, converge establemente. La ley del limite estable
es condicionalmente normal de media cero y varianza S? como consecuencia de la ecuacién
(2.28).

m

El siguiente corolario muestra condiciones mas restrictivas pero mas sencillas de veri-
ficar, bajo las cuales el teorema 4 es valido

Corolario 4. Sea {u,},>1 una sucesion de variables en D**1(H®?) simétricas, y sean
F, = 6%(uy,). Suponga que la sucesion {F,},>1 es acotada en DTP para todo p > 2, y que
se cumplen las siguientes condiciones

1. (U, h) e, converge a cero en L'(Q) para todo h € H®, y u, ®, D'F, converge a
cero en L*(Q, H®@D P) para todo 1 =1,...,q — 1.
2. (un, DUF,) o, converge en L*(Q)) a una variable aleatoria positiva S?.

Entonces, F,, converge establemente a una variable aleatoria con ley condicional N (0, S?)

dado {W(h)}hen-

Demostracion. Es suficiente ver que la condicién (a) del corolario 4 implica la condicién

(a) del teorema 4. En la condicién (a) del teorema 4, si k, # 0 para cierto 1 < a < g — 1,

entonces para todo h € H®" conr = q— k; — - - - — ak,, se satisface

(un, (DF,)®% - (D*F, )% @ b)Y, |

= |<un7 (DFn)®k1 T (DQFN)@)(ka_l) ® h ® DaFn>H®‘1|
- {<U/n ®a DaF’rn (DF'rl)@kl e (DaFn)@)ka_l ® h>H®(<1*ll)
< ||un Qq DaFn||H(f1—a>H(DFn)®k1 T (DaFn>®ka & hHH@’(q—a)

(2.29)

Note que el segundo factor en la tltima igualdad estd acotada en L?*(€,P) debido al
hecho de que F;, es acotada en D% para todo p > 2. Por otro lado, por hipdtesis, el
primer término converge en L*(),P) para todo a = 0,...,¢ — 1, de donde se sigue el
resultado.

O
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Teorema del limite central para integrales de Skorohod multiples

2.0.7. Integrales estocasticas multiples

Durante esta seccién supondremos que H es de la forma H = L*(T,G,u), donde
(T, G, i) es un espacio de medida, y p es una medida no atémica. Sea m > 2,y considere-
mos una sucesion de integrales multiples {F,, = I,,(gn) }n>1, con g, € H &m_ Fn este caso,
gracias a las proposiciones 6 y 12, podemos escribir a las variables F;, como integrales de
Skorohod de la siguiente manera

F, = ~8(DF).
m

Este hecho nos permitira, bajo ciertas condiciones adicionales, aplicar el teorema 4 a la
sucesiéon F,.

Proposicién 16. Sea m > 2 un entero fijo. Sea {F,},>1 una sucesion de variables
aleatorias de la forma F,, = I,,(g,), con g, € HEm™, Suponga adicionalmente que {F,,},>1
estd acotada en L*(Q,P), y que F, = 6(u,), donde u, = I, 1(g,) para cierta funcidn
Jn € H®™ simétrica sobre las primeras m — 1 variables. Si se cumplen las siguientes
condiciones

1. (Gn @m—1 Gn, h®%) jyae converge a cero para toda h € H
2. (un, DF,);; converge en L*(Q,P) a una variable aleatoria no negativa S*.

Entonces, F,, converge establemente a una variable aleatoria con ley condicional normal

N(0,82) dado {W (h)}ne.

Demostracion. Es suficiente aplicar el teorema 4 a u,,, con ¢ = 1. En este caso, la condicién
(a) del teorema 4 se reduce a pedir que (u,, h),; converja a cero en L*(Q) para todo h € H.
Para ver esto note que, gracias a la igualdad

{ 0 sim #q
! f, §)L2(rm my sin=gq

9

se tiene lo siguiente

]EKU”, h>H] = E[Um—l(g/;z)? hﬁ{] = E[Im—l(/g\n X1 h)Q]
= (m = D![gn ®1 hl|goen-
(m - 1)' </g\n Qm-1 jq\na h®2>H — O,

de donde se sigue la condicién (a). La segunda condicién del teorema 4 se sigue de la
condicién (b).
O

Observacion Note que, en el contexto de la notacién utilizada en la proposicion anterior,
si F), es de la forma
F,=1ny (gn)a

entonces siempre podemos tomar g := g, en cuyo caso es posible elegir u,, = I,,(9,), donde
Jn es una funcién simétrica sobre todas sus variables (y no solo sobre las primeras m — 1).
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Sin embargo, la variable u,, en la representaciéon F,, = §(u,,) no es unica, de hecho, y como
se muestra en el siguiente ejemplo, distintas elecciones de u,, pueden satisfacer o no las
condiciones de la proposicién 16.

Ejemplo Suponga que {W, };c[,1] es un movimiento browniano estandar. Suponga que
m =2y que g,(s,t) = 33/n(s V t)". Entonces

Fy = I(g,) = Vi / W (dt),

1
Dﬂﬁ%%@m@/ﬂ%W@)
Podemos tomar u, = /nt"W;, es decir, g,,(s,t) = v/nt"Lj4(s). En este caso se tiene que
Gn ®19n(s,1) = ns"t(s A1),

dicha cantidad converge a cero en L*(Q,P), mientras que

1 1 t
@mDmM:/ﬂﬁ%Ww+n/tma/s%wm@@
0 0 0

El primer término en la igualdad anterior converge en L*(Q,P) a %Wf mientras que el
segundo converge en L?(£2,P) a cero como se muestra a continuacion:

! 1 n 1
/0 nt™" Wy 2W1 n Wl) +W1(2n+1 2)
n 1

:/ 2“MW;W)M—M4+2

1
= w2 — W2 dv — W2
2n—|—1/0 b exp{= +1}) v Y4n +2

Utilizando el teorema de convergencia dominada sobre el primer término ® deducimos,
a partir de la igualdad anterior, que fol nt*"W2dt — %Wf converge c.s. a cero. Adicio-
nalmente se tiene que dicho término estéd acotado por sup,., W2 fooo e vdv € L3(Q), de
donde se puede concluir que la convergencia se cumple también en L*(€2, P). Utilizando un
razonamiento analogo, se puede deducir que el segundo término de la igualdad también
converge a cero en L*(),P), y por ende, fol nt*"W2dt converge en L?(w,P) a sW7.

Para concluir que (u,, DF,) converge en L?(€2,P) a $W} resta ver que

1 t
n/ t”Wt(/ s"W,dWy)dt
0 0

e (Wi (w) - W2

exp{— 5257

3la funcién

TEREe }(w)) estd dominada por e™" sup,<; W2(w)
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Teorema del limite central para integrales de Skorohod multiples

converge a cero en L?(Q,P). Para ello, note que

1 gt 2 [ 1 1 27
(n/ /t”Wts”WSdWSdt)] = E (WS/ / nt"Wts”dtdWs)
0 0 0 S
[ 1 1 27
= kK (WS/ / nt”Wts”dtdWs)
0 s
1 1 2
< / E (WS/ nt”Wts"dt) ]ds
0 s
1 1— Sn—i—l 2
< E {sup Wj]/ n2s" (—) ds
u<l1 0 n+1

< E { W4] st "0
Ssu .
- uglf “I(n+1)2%(n+1)

E

Por lo tanto, las variables (u,, DF},),; convergen en L*(Q2,P) a %Wf, y por ende, podemos
aplicar la proposicién 16 con S? = W7 para deducir que F,, converge en distribucién a
\/ianN (0,1). Donde N(0,1) es una variable aleatoria normal estandar independiente de
Ww.

2.1. Variaciones de Hermite ponderadas para el mo-
vimiento browniano fraccionario

En esta seccién utilizaremos el teorema del limite central para integrales de Skorohod
multiples para estudiar el comportamiento asintético de las p-variaciones de Hermite del
movimiento browniano fraccionario. Comenzaremos definiendo al movimiento browniano
fraccionario y enunciaremos algunos resultados asintoticos conocidos para dicho proceso.

2.1.1. Propiedades basicas del movimiento browniano fraccio-
nario

El movimiento browniano fraccionario con parametro de Hurst H € (0, 1) es un proceso
gaussiano centrado con funcién de covarianzas dadas por

1
Ry(s,t) = E[B,B] = §(t2H + 821 |t — s?). (2.30)
De la ecuacién (2.30) se sigue
E[|B; — B|*] = (t — 5)*", (2.31)

para cualesquiera t, s > 0 tales que t. Adicionalmente se puede ver que para toda a > 0,
el proceso {a " B, }+>¢ es igual en ley que el proceso { By }+>0, es decir, el proceso { B }+>o
tiene la propiedad de autosimilitud (para mayores referencias ver [1]).
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Variaciones de Hermite ponderadas para el movimiento browniano fraccionario

2.1.2. Correlacién entre los incrementos

Cuando H = %, el proceso {B}’};>0 es un movimiento browniano estdndar, y por ende,
es una martingala y satisface la propiedad de Markov. Por otro lado, cuando H # %, el
proceso { Bf'};>¢ no cumple ninguna de estas dos propiedades, esto debido al hecho de que
sus incrementos estan correlacionados. El comportamiento de la dependencia de dichos
incrementos difiere considerablemente cuando H > %, y H < % en el siguiente sentido:
sean s, h > 0, y consideremos el proceso

Xy = Bs+(n+1)h - Bs+nh7 (232)
entonces
E[XnXl] = E[<Bs+nh+h - Bs-‘rnh)(Bs-i-h - Bs)]
= Ru(s+nh+h,s+h)+ Ry(s+nh,s)—
Ry(s+nh+h,s) — Ry(s+nh,s+h)
= 1 pu(n), (2.33)
donde
1
pu(n) = 5[\71 + 1P = 2|n)*! + |n — 1)21]. (2.34)

Consecuentemente, los incrementos consecutivos Bﬁ%—Bﬁh y By — B, estan correlacio-
nados positivamente cuando H > % y negativamente cuando H < % Mas aun, utilizando
la regla de L'Hopital en la expresion (2.33) se sigue que

(Tl + 1>2H + (n _ 1)2H _ 277,2H

7}1—{20 o 2H-2
e T ()T 2
oo In—2
g 2O n ) (e ) 2B (1) T (n?)
- nl—>n<;10 —4n-3
_k H(+n 1) -1 — f(1 —n1)2H-1
- nlargo anl
oy H2H - Dn2 ((1—n 122 — (140 1)2H2)
- n1—>n<;10 2n—2
= H(2H — 1),
y por ende,
pr(n) ~ H(2H — 1)n*"72. (2.35)

A partir de (2.33) se sigue que la correlacién entre Xy, y Xy, estd dada por E[ X, Xy| =
p(n), y por lo tanto, de (2.35) deducimos que dicha correlacién se comporta asintética-
mente de la siguiente manera:

1. Si H > 3, entonces Y " | py(n) = 0o

2. Si H < £, entonces y_"; pg(n) < oo.
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Teorema del limite central para integrales de Skorohod multiples

2.1.3. Estado del arte de los teoremas Limite de las Variaciones
del movimiento browniano fraccionario

Una manera de obtener informacién distribucional de {BH}¢ a partir de datos
empiricos® consiste en analizar sumas del tipo Y ,_, a,f(Ay/n), donde f son funciones
reales, v {a,}nen €s una sucesién de constantes normalizadoras. En esta seccién estu-
diaremos este tipo de sumas cuando f es igual al g-ésimo polinomio de Hermite, para

. n . . L5
cierto ¢ € N. En este caso >, a,H;(Ag/n) se conoce como g-variacion de Hermite®. A
continuacion enunciaremos algunos de los resultados mas importantes a cerca del com-
portamiento asintético de sumas del tipo Y7 _; anf(Ax/m):

Utilizando el teorema ergédico y la propiedad de autosimilitud de {Bf};>, se sigue que
2
la sucesién n?=1 37" (AB};O converge casi seguramente y en L'(Q) a E[(Bf)?] =1

(para mayores referencias ver [2]). M4s atin, es posible ver que para H € (0, %), la sucesién

—_

—
3

1 (n2H(AB,§§n)2 —1) =

0

Q(nHAB,f/n), (2.36)

<~
11

3
i

converge en distribucién a una ley normal N (O,a%{) para cierta constante oy > 0. Si

H = % se tiene un resultado similar con una diferente normalizacién. Dicho resultado

afirma que

i *(ABf,)" - 1) - N(0,0m). (2.37)

n log —

Cuando H > %, la sucesiéon

n—1
l-2H Z ( M (ABfL)? — 1) =n'2"Y " (Hy (n"ABYY,)

k=0
converge en L*(2,P) a una variable aleatoria no degenerada. Esto implica que cuando
H > 3, la normalizacién requerida para que la suma S (n2H (AB,?;”)? — 1) converja

en distribucion comienza a depender de H. De manera general, para todo ¢ > 2 se tiene
lo siguiente

1. Si H <1 — &, entonces la sucesion

i
L

H,(n"ABf},) (2.38)

5~
0

converge en ley a una distribucion normal centrada.

4por ejemplo, estimar el parametro de Hurst H
®los términos a, se toman de manera que el limite distribucional de Y, _, a, Hy(Ag /n) exista y sea
no degenerado
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Variaciones de Hermite ponderadas para el movimiento browniano fraccionario

2. Si H > 1 — 5, entonces la sucesion
n—1
n= "N H, (nABY,) (2.39)
k=0
converge en L?(2,P) a una variable aleatoria no degenerada.

Aqui se aprecia nuevamente que en el valor critico H =1 — el orden de la velocidad

2 Y
de crecimiento de >}~ é o (nf! ABH ,,) comienza a depender de H.

Cuando agregamos pesos de la forma f (B,f;n), a las variaciones (2.38), obtenemos
un nuevo valor critico (H = %}) para el comportamiento distribucional asintdtico de las

variaciones (2.38). Si definimos, para f : R — R fija, y ¢ € N, las variaciones de Hermite
ponderadas (G, mediante la férmula

G, = 7 kz (Bi/n)Hy(n" AB[L). (2.40)

Entonces, bajo ciertas condiciones de regularidad para f, se tienen los siguientes resultados
(para mayores referencias ver [17] y [19])

1. Si H < 2_1q’ entonces

1 2 —1)e [t
nefi=3q, P u/ FO(BH)ds. (2.41)
0
2. Si 2i <H<1- 2i, entonces
q q

Gn establemente / f BH S, (242)

donde W es un movimiento browniano independiente de B, y

U?f,q = ¢! ZpH(T)q < 00. (2.43)

rez

3. 51 H=1- %}, entonces

1 establemente | 2 1\%? 1\7? !
=, cstablement _<1—_) (1—-> /f(Bf)dWs, (2.44)
log(n) q! 2q q 0

donde W es un movimiento browniano independiente de B.
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Teorema del limite central para integrales de Skorohod multiples

4. Si H > 1 — &, entonces
1
i, ) [ paz,
0

donde Z@ es el proceso de Hermite asociado a B (para mayores referencias véase
[22]).

El objetivo de esta seccién es estudiar a las variables {G,},>1 cuando H pertene-
ce a una vecindad de %}. A groso modo, se mostrard que se satisface la siguiente
convergencia estable

_1 establemen e
G N an (2qq' Z f(q Bk/n) ' / f BH 87
k=0

donde {W;};>¢ es un movimiento browniano independiente de {B;}i>.

2.1.4. Algunos resultados preliminares

A lo largo de esta seccién denotaremos por {B;};>¢ al movimiento Browniano fraccio-
nario de parametro de Hurst H. Sean £ el conjunto de funciones simples en [0, 1], y $ la
cerradura de & respecto al producto interno (definido en &) dado por

1
(Lo L) = 5 (127 + 527 — |s — t*F) 51> 0.

Entonces § es un espacio de Hilbert®, cuyo producto interno denotaremos por (-, -) 5 El
mapeo 1oy — B(ljoy) := By, puede extenderse a una isometria definida en #, la cual
denotaremos por

65 2 {Variables aleatorias o({B(¢)}secn)-medibles}
¢ B(¢).

Por construccién, el proceso {B(¢)}4cq tiene estructura de proceso gaussiano iso-
normal. En lo sucesivo supondremos que H < %, y utilizaremos la siguiente notacion

& = IL[O,t]7
Okjn = E(ht1)/n — Ek/n = Like/n,(k+1)/n]5 (2.45)
para t € [0,1], n > 1y k = 0,...,n — 1. Adicionalmente denotaremos por {B;}:>o al

proceso { B };>0. A continuacién enunciaremos una serie de resultados que utilizaremos
en el estudio de las p-variaciones de Hermite del movimiento browniano fraccionario.

6Una descripcién detallada del espacio $ puede encontrarse en [24]
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Variaciones de Hermite ponderadas para el movimiento browniano fraccionario

Teorema 5. Sea V' un espacio de Hilbert real y separable. Parap > 1, ys € N, el operador
D es continuo de D¥P(V) en D*~YP(V @ $) y el operador § (definido como el adjunto de
D) es continuo de D¥P(V @ $)) en D*~YP(V). Es decir, para todo p > 1 y s € R, se tiene
que

10(w)][s—1p < csplltrf|sps

para cierta constante cg .
Demostracion. Dicho resultado puede consultarse en 1001[25], Proposicién 1.5.7. O]
Adicionalmente, haremos uso de los siguientes lemas

Lema 13. Sea ¢ > 1 un entero. Suponga que F' € D%?, y sea u un elemento simétrico de
Dom(6). Suponga adicionalmente, que para cualesquiera r,j € N, con 0 < r 4+ j <
q, se tiene (D"F, 5j(u)>ﬁ®r € L*(Q,9H%@=9)). Entonces, para todo r = 0,...,q — 1,
(D"F, 07 (u)) geor pertenece al dominio de 07", y se tiene que

q

Foi(u) = ( ;{ > 31 ((D" Fyu) ger )

r=0
donde 6°(u) :==u y D°(F) :=F
Demostracion. Probaremos este resultado por induccién sobre ¢:

1. Cuando ¢ = 1 la afirmacion es consecuencia de la proposicién 10.

2. Supongamos ahora que el resultado es véalido para ¢ € N dado. Para probarlo para
q + 1 utilizaremos el siguiente lema

Lema 14. En el contexto de las hipotesis del Lema 13 se tiene que
(D"F,6(u))ger = 0 ((D"Fyu)ger) + (D" Fu) g, -

Demostracion. Sea G € DY2. Por la regla regla de Leibnitz para la derivada de Malliavin
se tiene que

E[({(D"F,8(u))gor » @) giyern | = E[(G @ DF, 8(u))g,]
=E[(D(G®D"F),u)g00-1] ;

por lo tanto, usando la simetria de u y la formula de Leibnitz obtenemos lo siguiente

E [<<DTF7 5(“»5‘3” ) G>5§®(qfrfl)}
=E (DG ® D'F, u>5§®(q71) + <G ® D" u>ﬁ®(q—1)}
=E _<DG, (D"F, U>ﬁ®r>5®<q—r> + <G7 (D, u>.¢j®(q—r—1)>ﬁ®(q_r_1)]

—F _<G,5(<D”F, u>ﬁ®r)>ﬁ®<q,r,l> + <G, <Dr+1’u>ﬁ®<q,r,l>>

5§®(qu)}
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es decir,

E |:<G, (5(<DTF, U/>H®r) + <DT+17 u>H®(q7771) - <DTF> 5(”)>H®’">H®(q—T—1)] =0.
(2.46)
Escogiendo, para cada n € N, la variable G de la forma
G = Ju(6((D"F,u)ger) + (D"F,u) gor — (D"F, 0(u)) ger),

donde J,, denota la proyeccién en el n-ésimo caos, podemos deducir a partir de (2.46), que
las proyecciones en caos de la variable (D™ F, u) ¢, + 0((D"F,u)ge,) — (D"F,6(u))
son idénticamente cero, y por ende,

(DM F ), + 8((D"Fou)ger) — (D' F,6(u)) gor =0,

de donde se sigue el resultado. O]

HeT

Continuaremos ahora con la prueba del lema 13. Aplicando la hipdtesis de induccién a la
variable d(u) y posteriormente el lema 14, obtenemos lo siguiente

FoT (u) = F5q(5( )

— Z ( )5q "((D"F,8(u)) )

:Z(g)5Q+l—r(<DrF5 53®T +Z(g)5q r DT-HF(S >5®T
r=0
q

-3 () s +Z< )P E )

r=0
g+1

g+1 i
— Z ( . ) ST (DT F, u) g ).
r=0
De aqui se sigue el resultado [
Lema 15. Para cualquier elemento u € DV*2(§®7) de la forma

u = h® f(W(v)), vESDH

con F € DITR2(9%9) de la forma F = f(W(v)), para cierta funcion f € C%(R,R), se
tiene lo siquiente

Ak .
D' (u) = Z(’f)(“ﬁ )iléji(h@)(ji)Fki)U®(ki)®h®i (247)

1=0

donde
E, = fO(W(v)). (2.48)
En particular, st j =k =1 se tiene que

D(0(u)) = u+vd(Fih) (2.49)
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Demostracion. El resultado se sigue de manera directa cuando j =0 o k = 0, por lo que
supondremos que j, k # 0.

1. Comenzaremos demostrando el resultado cuando £ = 1y j € N es arbitraria, es
decir, veremos que para todo j € N se cumple

1

D&(u) = Y (Z )i!éj‘i(h®(j‘i)F1_i)v®(1‘i) ® h®

=0

= Y (W F)v+ j¢ Y (RPUDE)h, (2.50)
La relacién (2.50) se mostrard, a su vez, por induccién sobre j:

a) Supongamos que j = 1. Gracias a la relacién (1.79), para todo w € §) se cumple
lo siguiente

(D(6(hF)),w hE w)g + 6((Du,w)y)

)e (

= (hF, w> + 0(F (v, w)ﬁh)
(
(

hF,w)g + (v,w) g 0(F1h)
hE 4+ vé(Fih),w

W)y, -
Como la igualdad anterior es valida para todo w € §, se deduce el resultado.

b) Si la ecuacién (2.50) es vélida para cierto j € N, entonces, definiendo Y :=
hé?(R®IF), y utilizando la ecuacién (1.79), deducimos que para todo w € ) se
cumple

D& (u)
— <D5j+1 LR+ w>jFJ
= (D(hé’ (W7 F)) w>5 (DSY, w),
= (Y,w)y + 6 ((DY, w)y)
= (Y,w)y +0 <<(D5j (R F)) @ h, w>ﬁ>
= (§(h F)h, w), +§ (<5f(h®jF1)v ® h + jO L (hOU-D %2, w>ﬁ) ,

y por ende,

D&t (u)
= (0 (W F)h,w) + 0 (67 (W Fy) (v, w) g h) +
8 (j67H (R E) (h,w) h)
= (F(WF)h,w) + 6 (B2UHV ) (v, w) g + 67 (B F) (h,w)
= <5j+1 (h®(j+1)F1) v+ (j+ D)0 (R F)h, w>s3

Como la igualdad anterior es valida para w € $) arbitraria, concluimos que la
ecuacion (2.50) es vélida para todo j € N.
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Supongamos ahora que para cierto k € N, la relacién (2.47) se cumple para todo k' < k.
Queremos probar que

JA(k+1)

Dk+15](u) — Z ( k ‘:]‘ 1 ) ( Z ) Z'!éj_i(h®(j_i)Fk+1_i>U®(k+1_i)®h®i.

=0

Supongamos sin pérdida de generalidad que j < k (para el caso k+ 1 < j se procede de
manera analoga). Como el resultado es valido para k = 1 y para todo entero menor o
igual a k, entonces se tiene lo siguiente

D(D¢ (u))
Jj—1 L .
- ( ) ) (z )z’!D (8U=(hPU=D By )o®* DRt +
1=0
kY ®(k—§) 3 1, ®j
; JID(Fy_ ;0" Q77
Jj—1 . 1 . . (2'51)
_ Z ( l; ) ( Z ) i Z ( J l—l > l!(;j—i—l(h®(j—i—l)Fk_i+1_l)v®(1—l)®h®l+
i=0 1=0
( ’; >j-!v 5 0P 6D GHE
y por lo tanto,
D(D& (u))
J L ; o o o
= Z( i > (Z )“5]"(h®“‘”Fk-i+1)v®v®(’“‘“®h®1+
i=0
J .
k J . (s .
Zl(i_l ) (i—l ) (=G +1—1)x
F-i(REU=D Fy, )k @ @ kD GRe6-D (2.52)
J .
=y ( z ) 07T (RPUTIF i) X
i=0
{ k ) B(h—i) 5B ( k ) Sh1-0) 3 ®(i—1>}
v ®o YROhT + | 1 h® v “®h )
i i—

Para calcular el término entre llaves en la expresién anterior procedemos como sigue:
sea S, el conjunto de permutaciones de n elementos. Para cada elemento o € 5,,, y para
cada vector en H%F de la forma

k
xz@xl reENI=1 ..k,
=1
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denotaremos por o(z) al vector en $H®* definido por

() = Q) Ton)- (2.53)

Sean
Z, = {o€S, | U<U®(k+1ﬂ‘) ® h®i) = ®k+1-0) o h®i}
A, = {oeZ, o7 (1) <k+1-i}
B, = {o€Z,]| 0_1(1) >k+1—1i}.

Equivalentemente, un elemento o € Z, pertenece a A, si y sélo si el primer factor del

tensor
o (U®(k+17i) ® h®i)

es v. Es decir, o (v®* 170 @ h®") = v ®y para cierto y € H®*. De manera similar, o € Z,
pertenece a B,, siy solo si el primer factor del tensor

- (U®(k+1—i) ® he)
es h. Es decir, o (0®*+170 @ h®) = h @ y, para cierto y € H*. Utilizando estas ob-
servaciones es facil verificar que #7,, = ( k+1 ), #A, = ( ]: ), #B, = ( iljl ),

1
y A, UB, = Z,. Por lo tanto, utilizando la simetria del vector v®*~D@h% podemos
reescribir a la ecuacién (2.52) en la forma

I
Mu.

D(D& (u)) ( Z ) 107 (WP F i) X

=0
{ ( ];; ) v ®U®(k—i)®h®i + ( IZ ) h®v®(k+1—i)®h®(i—l)}

J .
( J ) 10T (WU B _iq) x
1

1

{ Z J(U®U®(k—i)®h®i) + Z J(h®v®(k+l—i)®h®(i—l))}

O'EAn O'EBn

I asi-ineu-p, B (h—i) G0
; )z.é (h Fr_it1) Z oclv®uv ®h**)

O0E€EZn

y )i!éj‘i(h®(j‘i)Fk_i+1) ( e )v@;v@(k—“@h@i.

De donde se sigue el resultado. O]
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Como corolario del lema anterior se deduce el siguiente resultado

Lema 16. Sean u,v € D*?($®1) C Dom(§9) dos variables simétricas. Considere la
permutacion o € S, definida por o(i) = 2q — i, i = 1,...,2q, entonces

E[§(u)(v)] = Z((ZJ ) B[ D", 0(D0)), ooy o),

i=0
donde o(h) estd definido como en (2.53).

Demostracién. Basta probar el resultado cuando w,v € D*2($®7) C Dom(d?) son dos
variables aleatorias $®?-valuadas de la forma

= W{UF(W (wy))
=y g(W (ws)),

con wi,ws € §, v f,g funciones reales infinitamente diferenciables. Entonces, utilizando
el lema 15 es posible mostrar que

E[07(u)d?(v)] = E[(u, D1(07(v))) ge4]

=S ( ! )2@'!]5: (1,07 oy (DT0)) ]

=0
q 2
-y ( 3 ) iR [<Dq’iu,aq,i(Dq’iv)> ﬁw_i)} .

1=0

El resultado puede obtenerse en general utilizando la linealidad de § y D, y posteriormente
un argumento de aproximacién. O

Lema 17. Seann > 1y k =0,...,n—1. Utilizando la notacidon (2.45), se tiene lo siguiente

(a) |E[B.(B; — B,)]| < (t — s)*2 para  rTeE€0,1]y 0<s<t<1.
(b) (et Ohsm),y | <n2H para todo t € [0,1].
(¢) supsepo S (€6, Opsm),, | = O(1) cuando n tiende a infinito.

(d) Para todo entero q > 2 se tiene que

3
—_

—1)¢
<5k/n7 8k/n>(;l — W = O(n*2H(q*1)) cuando n tiende a infinito

e
Il

0

(e) Para todo entero q > 1, se tiene que

n—2

O ims Osn ) o |2 = O(nt2e cuando n tiende a infinito
3/ /n/) g

k,j=0
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(f) Se cumple la igualdad
(s gy = 0 ou(j — k). (2.54)
Donde py estd dada por (2.34).

(9) Para todo entero q > 1, y k € N, se tiene que

[\

n—

| (0 /n Ojn) ;| = O(n=29M) cuando n tiende a infinito

<.
I
o

Demostracion. Para probar (a) note que

1 1
E[B,(Bi— B,)] = (" + 8" — |t — o) = (" + 52 — |y — o)
1 1
— _(tQH o 82H) + —<|S o 7“|2H o |t o 7”|2H).
2 2
Utilizando la desigualdad del tridngulo ||a| — |b|] < |a — b|, asi como la desigualdad

|2 — o | < |b — al?" para a,b € [0, 1] se sigue que

1 1
BB (B = Bl < St =8 +5(ls —rP" =t =r[") < (t =)™,

lo cual prueba el resultado. La propiedad (b) se sigue de la propiedad (a) gracias a la
igualdad

(et Okn) | = [{Loar Toesnya) = (Lot Lo/l

Para probar la propiedad (c) note que
1 °H _ 12H 2H 2H
<€t’8k/”>H:W[(k+1) — B — |k + 1 —nt]" + |k —nt]"],

de donde se sigue que

te(0,1

n—1
sup > | (€t Onjm) |
) k=0

n—1

1
= sup k+ 1) — 7 — kb + 1 —nt]*" + |k —nt]*?
gt S0 2 (k) | [+ [k — it 1]

[nt]—1
1 ( 2H _ 1.2H 2H 2H
= sup [(k+ 1) = B — [k + 1 —nt]? + |k —nt|*"] +
228 0 kZ:o (2.55)

[(Int] + 1% = [t — | [nt] + 1= 0t + | [nt] - ntf*¥ ] +

n—1
S [+ )M =B — k41— 0t |k — ntM] )
k=|nt|+1
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Note que si k < |[nt] — 1, entonces |k + 1 — nt| = (nt — 1 — k). Por lo tanto, gracias a la
concavidad de la funcién g(z) = 2* (restringida a RT) se tiene que’

(nt — k)" —(nt —k —1)* < (nt — |nt| +k+1)* — (nt — [nt] + k)*,
y por ende, utilizando un argumento de series telescépicas deducimos lo siguiente

nt]—1
= Y kL=t — k=t
k=0

I
s
~
|
o~
e
T
|
£}
~
|
ol
|
[S—y
e
T

< > (nt—|nt]+k+1)°" — (nt — |nt] + k)" (2.56)

k=0
Int] -1
S (]C+1)2H—]{?2H: Lntsz,
k=0
por otro lado,
n—1 n—1
= Ykl -ntP k=t = = Y (k+1-nt)* — (k—nt)*
k=|nt|+1 k=|nt]+1

< (L= (nt = [nt]))* = (n — nt)*"
< 1—(n—nt)*, (2.57)

De las desigualdades (2.55),(2.56) y(2.57) se sigue que

n—1
sup Y | (1, Osm) |
) k=0

te(0,1

[nt]—1 |nt|—1
1

= -7 Sup < E (k4 1)H — 2 — 5 b+ 1 —nt]" + |k —nt|*+

207 e (0,1) E—0 k=0

[(Lnt) + 12 = |t = [ [nt] +1 = 0t 4 | [nt] = ntf] +

n—1 n—1
> k1B = > k-t — |k — nt|2H)
k=|nt]+1 k=|nt]+1

< —7 sup <Lntj2H + (|nt] +1)%" — |nt]*" +
2027 401

— | |nt] + 1 —nt]* + | |nt] =t +1—(n - nt)zH).

"para verificar esto basta definir z := nt — k, yg := nt — |nt] + k + 1, verificar que x > y, y usar la
concavidad de g(z) = 2*# para mostrar que 23 — (z, — 1) < y2H — (y;, — 1)?H.

85



Variaciones de Hermite ponderadas para el movimiento browniano fraccionario

El resultado se sigue de la igualdad anterior, haciendo n tender a infinito. Para probar
(d) note que

1
<€k/naak/n>H = W [(k_|_ 1)2H o sz . 1] 7
y por ende
_1 q 1
<5k/n>8k/n>(11q - 2%% = W }((k + 1)2H . kgH B 1>q _ (_1)(1‘
1 4 i y
= Smm Z ( ‘ZI ) [(k’+ 1)2H_k2H} (—1)
i=1

]

i=1

Por lo tanto,

i
L

—1)

<5k/m ak/n>(;{ - W

< m%q,,:ié[(kﬂ)w—kw}iw)

=1

il
=)

H q

n’ q —2H(g—1)

=1

De aqui se sigue el resultado. Para demostrar (f) note que, de acuerdo con la definicién
de (2.34), se tiene lo siguiente

(i (RN ik

(Ojms Opm) g = 5(( " ) +( " ) ol
J
n
J

() () [
—~ —~ +
n n
_l’_

- +(=) —-|—| +
n n n
-\ 2H 2H . 2H
k —k
ORIGESE=l
n n n
_ L[k j+1—k:2H_23—k2H
2 n n n
= n Hpu(j — k). (2.58)
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Para verificar (g), notamos que, gracias al inciso (f),

n—1 n—1
Z 1(8; 3k;/n>H‘q = n %A Z lpe(j — k)|
=0 =0

< n2H Z |pr (r)]?

r€Z

S (). (2.50)

reZ

Como se menciond posteriormente a la definicién de py, la serie Y, [pu(r)|? es conver-
gente ya que py(r) se comporta como H(2H — 1)|r|*’=2 cuando |r| — oo. Por lo tanto,
de (2.59) se sigue el inciso (g), el cual implica a su vez el inciso (e). O

2.1.5. Un resultado auxiliar

En lo sucesivo, ¢ denotard a un niimero natural mayor o igual a dos, y f deno-
tara a una funcion real f : R — R que satisface la siguiente condicion:

(H) f es 2g-veces diferenciable, con derivadas continuas y para cualesquiera p > 2,
1 =0, ...,2q, se tiene que

E | sup |f(i)(Bt)’p < 0.

t€[0,1]

Note que una condicién suficiente para que esta condicion se satisfaga es que f
tenga una condicién de crecimiento exponencial de la forma |29 (z)| < ke® para
ciertas constantes ¢,k >0,y 0 < p < 2.

Teorema 6. Suponga que H € (4%1, %), para cierto ¢ € N mayor o igual a dos, y sea f

una funcion que satisface la hipdtesis (H). Considere la siguiente sucesion de procesos
simples

n—1
tp = 02" f(Biya) O (2.60)
k=0

Entonces w,, pertenece a Dom(d?) y 6%(u,) converge establemente a oy, fol f(Bs)dWs,

donde {W, }1>0 es un movimiento browniano independiente de { B;}i1>0, Yy 0mq > 0 estd da-
do por®

Og = ¢ ZpH(T)q < 00 (2.61)

rez

8Aqui pgr estd definido por (2.34)
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Demostracion. A lo largo de la prueba se utilizara la notacién

Okj = <6k/n’8j/n>ﬁ7 Br,j = <ak/n7aj/n>ﬁ- (2.62)

Gracias a la regla de la cadena’ y a la condicién (H), se sigue que u,, pertenece a
D?%%($H%9). Por lo tanto, de la contencién'® D4 ?(§H®7) C Dom(d?), se sigue que u, €
Dom(§7). Para probar la segunda parte del teorema verificaremos que la sucesién

F, = 6%(uy),

satisface las condiciones del teorema 4.

Paso 1. Mostraremos que {F},},en es acotada en L?(2,P). Por el Teorema 5, es
suficiente mostrar que u,, es acotada respecto a la norma de D%?( H®9), o equivalentemente,
que las normas de u, y sus derivadas estdn acotadas en L?(Q,P). Considere k < 2q
arbitrario, y p > 2. Entonces, utilizando el inciso (e) del lema 17!, se tiene que la sucesién

2qH 1 Z Bk
7]’

k,j=0

con [ ; definido por (2.62) es convergente, y por ende, estd acotada por cierta constante
C > 0. De aqui se sigue que

n—1
[tnl[Froa = 02 1<Zf Biyu)Oyf Y f (Bym) k/n>
H®q

k=0

p2at—1 Z f(Brn) f(Bim) Bt

k,j=0
< Csup |f(Bt)|2. (2.63)

t<1

De manera similar, de acuerdo a la notacién (2.45), para k > 1 arbitrario se tiene la
igualdad

n—1
_1
k

7j:0
Por lo tanto, se tiene la siguiente cota
n—1 )
||Dkun||.%3®<q+k> = n Z f(k)(Bl/n)f(k)(Bj/n) (€i/ms 5j-n>5’3 5L
1,j=0
< Cysup |f®(By). (2.64)

t<1

9La regla de la cadena garantiza que la g-ésima derivada iterada de Malliavin de f(B;, /n) existe para
1<k<n

10Para mayores referencias ver Proposicién 8

HE] cual afirma que ZZ}io B, — O
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Note que <€l/n7 5]/n>ﬁ = RH( ) < 1. Por lo tanto, de la desigualdad (2.64) y del lema
17, inciso (e), deducimos que

|1 D" un|[fowin < Ch sup [f (B, (2.65)

para cierta constate C; > 0. Utilizando la condicién (H), y las desigualdades (2.63)
y (2.64), se puede deducir que la sucesién {u,},en es acotada respecto a la norma de
]D)q,2( H®9).

Paso 2. Verificaremos enseguida la condicién (¢) del teorema 4. Sean r, ky, ..., kg1, 7 €
NU {0} tales que ky + -+ + kyu1 +7 = ¢, y sea h € H®". Queremos ver que

(tn, (DF,)*M @ -+ @ (D' F,) %% @ h) (2.66)

y‘)®q

converge a cero en L'(Q).

Supongamos primeramente que r > 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que h es de la forma

h:g®€t7

con g € H¥ 7L, ya que el conjunto de combinaciones lineales finitas de elementos de la
forma g ® &;, con g € H¥" ! forman un conjunto denso en H®". Sea

®, = (DF,)™ @ ® (D' F,)% @ g. (2.67)

Entonces la sucesion (2.66) converge a cero en L'(Q2) siy sélo si (u,, @, @ ;) foq CODVErge
a cero en L'(Q). Note que

2 : ®(g—1)
<Um o, ® gt H®e — nq f Bk‘/n <ak/n ,(I)n>ﬁ®(q_1) <ak/n75t>;) )
y consecuentemente,

E [| (un, ®n ® &1) o0 |]

n—1

-1 ®(g—1)
1 a0

k=0

} | (Okmri)g |- (2.68)

Del inciso (c) del lema 17, se deduce que existe una constante C3 > 0 t.q.
n—1

sup sup O /s € < (5. 2.69
neN t€[0,1] kz_; ‘ < K t>f) | ’ ( )

A partir de la desigualdad de Holder, la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y las desigual-
dades (2.68) y (2.69), se sigue que
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E [| <un7 cI)n & 5t>5§®q H

n—1
_1 B
< an 2 g E Hf(Bk/n) <al?>(r(zl 1)’ q)n>5§®(q1)

1
'R ®(g—1) 2 2
< nifi-3 ZE (Bin)?]? [<ak/;j :‘I’">ﬁ®(ql>] | (Ohmrt)g | (2.70)

RGNV

1

1 1
< a3 ZE (Bi/n)?] 2 E [[|®nl[fe0-n] Ha"ig 1) Hf;@’(q’l)‘ <ak/n>5t>ﬁ |.

Gracias a la ecuacién (2.54), se tiene que H(‘?,i(s Y|lg = n=2H . Por lo tanto, de la desigual-

dad anterior se sigue que

]E [| <un> (I)n ® €t>f}®q H

1

n—1 2
< ntH—3 Z]E {sup f(Bs)Q} n_2HE[||¢n||525®(q—1>]%| <ak/m €t>ﬁ . (271
k=0

s<t

Del lema 17, inciso ¢)'2, se deduce que existe una constante Cy > 0 que acota a ZZ;S | <8k s 5t>
y por ende, de la desigualdad (2.71) se sigue que

ol

3

s<t

n—1
1
E[||®nl5o0-0]2 D [{O/mree)s |
k=0
< K2R ||y [Fo-n] 2 (2.72)
donde

K :=C,E {sup f(BS)Q} ’ :

s<t

Para aproximar al término E[||®,| ]ﬁj@(q_l)] 2 procedemos como sigue: de la definicién de ®
se tiene que

[@allown = Nallzeen [T 11D Fallyen,

por lo que, aplicando la desigualdad de Holder generalizada!® a las variables || gH%@(T,l),

'?El cual afirma que sup;c(o 1) Szl (et 3;.3/”%6 =0(1)
13Para mayores referencias sobre dicha desigualdad ver Apéndice, teorema 8
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||DF, szl HDQFn]]%@,...,HD‘?_IFnH%q_i deducimos la desigualdad

He—1)»
q m
Efl@ulZee ] < E[lgllis%] ™ TT (BUID Fallyse )™
m=1
q—1
= gl e TTID™ Bl 2o
m=1

Por lo tanto, utilizando el teorema 5, existe una constante C5 > 0 tal que, para cuales-
quieram =1,...,q — 1,y p > 2, se tiene que

ID™ Eull2@pem) = [[D™0%(un)||Lr.00m)
||6q<’u,n)‘ Dm.p S C5||un|’]}])m+q,p(ﬁ®q). (273)

IN

Por el paso 1, u, estd acotado en D¥P($%9) para cualesquiera k < 2q y p > 2. Por lo
tanto, de la desigualdad (2.73), deducimos que existe una constante Ky > 0 tal que

[D™ Fyl| L2 em p) < Ko,
para cualesquiera m = 1,...,g — 1, y p > 2. Esto implica, por la desigualdad (2.72), que

E“ <um , ® 5t>f)®q H < KnH(Q_Q)_%y

y va que ¢ > 2 (y consecuentemente H(2 —q) — % < 0), se tiene que nHC-0-3 4 (. Por
lo tanto, la sucesion

<un7 (DFn>®k1 K- (Dq 1F )®kq '® h>5§®q - una CID ® €t>.6®q
converge a cero en L'(Q).

Supongamos ahora que r = 0. Entonces se tiene que ®,, = (DF,)®" @ ... @ (DI 1F, ka1
y por ende

o k1 ®(q—1) 1 71
<8j/n’ ">H®q - <8j/”’DF”>H' <aﬂ/” DT >H®(q N

Esto implica que

n—1 q—1
(U, P prioa = N9~ Zf B [] <a;€7;,DmF >H®m. (2.74)
k=0 m=1
Sea
m,j  .__ Xm m
- <8]/n,D F>ﬁ®m. (2.75)
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Utilizando el Lema 15, podemos calcular los términos D™ F), de la siguiente manera

g (7) (1o
:an—;zm:< ) ( )Z'nzl (500 @ 9Z1 )59 (0= (B, )OET),

1=0 l=

y de aqui se sigue que

m n—1

1=0 =0

= i oimd, (2.76)
=0

donde los términos ®%™J estan definidos por

1

n—1

im,j -1/ m . m—i i cq—i[ p(m—i i

o= () () e e B0l ) e
1=0

A continuacién acotaremos la norma en LP(Q2) de los términos ®%™7. Utilizando nueva-
mente el lema 5, obtenemos

|60 (e (Bl/n>a§)n N ee

< C”f(m_i)(Bl/n)alQ?nq g ||qui,p(H®(qfi))

B =

3

=C

i\

E[|| £ (Byn)edk @ 05N o 1)

3

|

-
3=

AN
Q
N nghi

E [‘f(mfiJrk)(Bl/n)’ } H5Z/n alti;)nq l)HH@)(q l+k)> (2.78)

3
s
S

<C E [‘f(m*”k)(Bl/n)‘p} np(qi)H)
k=0

< Kn(@—9H

?

para cierta constante K > 0. Por otro lado, si ¢ > 0, podemos utilizar los incisos b) y g)
del lema 17 (el inciso g) puede aplicarse ya que i > 0) para obtener las desigualdades

|a/l] ‘ < On—Q(m—i)H

Z 18,
=0

< Cn72H, (2.79)
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Sustituyendo las desigualdades 2.78 y 2.79 en 2.77, obtenemos la siguiente aproximacién
para la norma en LP(Q) de ®%™J

n—1
1057 || oy < Cntfi=2 > ot Byin e < Cp~ 2= 2mH+HH, (2.80)

=0

Supongamos ahora que i = 0. Utilizando el inciso (b), y desarrollando el término ||67( f9(By,,)0, /n) | zr (0
de manera similar a la ecuacién (2.78), obtenemos

5

Lr(Q)

D=

n—1 m
-1 m m
< quH : Zal,j <ZE[f( +k)(Bl/n) ]Hgl/n ® al/n||ﬁ®(Q+k))

=0 k=0

n—1
_1 m
SC/an 2 E al7]||5l/n||5]%||al/n||%
1=0 (2.81)

n—1
n, qH—1 § : m 2
< C"nt 2 Ofl’j <8l/na 0l/n>%
=0
< C«//lan—%—QmH—qH

1
S C///n—2mH7§ )

Teniendo estas cotas para ||P2™7|| sy, procedemos a aproximar a |[|UI™/|| ;). Ya que
Z,Zzll k., = q > 2, existen al menos dos factores distintos de uno en el producto

q—1
1 (@m: D" Fu)re (2.82)
m=1

Consecuentemente, podemos utilizar la ecuacién (2.74) para expresar a (u,, ®,)ge, en
términos de las variables U7 (definidas por (2.75)) de la siguiente manera

(U, Dy >H®q = n Zf J/n \I/ZJ\IJV’]‘@%?

donde 1 < p,v < ¢ — 1 son indices no necesariamente distintos y
qg—1

0} = (w)wy I (o

m=1
M,V

Utilizando la ecuacién (2.76) para expresar al producto W/ ¥*J en términos de las varia-
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bles @/ podemos reescribir la ecuacién (2.82) en la forma

n—1
(Uny ) o = 172" f(By) ULITI0)]

7=0
n—1 n v

- S a0 (33 e
=0 i=0 k=0

- Qn + Py,

donde

n

—1
Qn = anié f(Bj/n) (
0

j=

noov

Z’7 7‘ k7l/7 j j
Loy DI BEI0)
=0 k=0

n—1
Poi= 023" F(Byn )OI 054760

J=0

A continuacién acotaremos la norma en LP()) de @, y P,. A partir de la desigualdad
(2.80), deducimos que

[ || Loy < O™, (2.83)

Utilizando la desigualdad de Holder generalizada, y la desigualdad (2.83), obtenemos la
siguiente cota para E[©/ ]:

q—1

]Cyfl m,j k'm
1T o]

m=1
m#l"lﬂy

< CE “‘I’ﬁ’j‘(qil)(k“fl)] v E [‘@Z:j‘(qfl)(kufl)} T "

kp—1

E©}] =E ||wss ™ |wn

= - (g=Dkm ] =T
H E [‘\I/;n,]|(q_ ) mi| q—
m=1
M,V
i 11ku—1 i 11ky—1
=C[|¥yY HJq—l)(ku—l)(Q) [N HL<q—1)(ku—1>(Q)X
q—1

_—
H [P HL(qfl)(kmfl)(Q)

m=1
MFEU,V

< Cp~Hanr=v), (2.84)

Aplicando la desigualdad de Hélder generalizada y las desigualdades (2.84), (2.80),
(2.81) en la definicién de @, , obtenemos lo siguiente
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n—1
BllQu] = n2 3 E|f
j=0

noov
Bijm) (Z Li o1y @5 ) %)

=0 k
n—1 w v
1
< anH-2Z{ £y (z qﬂww@a)‘
=0 i=1 k=

n—1 v ]
Se 15,0 (S wrsateer) |+
J=0 .
n—1 o T
>l (oirsato )
=0 i=1 i

y por lo tanto,

1 v
EHQnH < Clan {Z nl 2(p+v)H+(i+k)H X’rL—H(q_“_V)_{_

i=1 k=1

W
E ni= 2(p+v)+jH-1 > nf(qfufz/)H + E :n1*2(l’u)+kH*1 « n(q,uZ/)H} 7
k=1

v I
(ot (Z nﬂ) (Z nH) .
k=1 =1
i v
—(p+v)H <Z nHl) + et (Z nHj) .
i=1 =1

Es facil verificar, a partir de la desigualdad anterior, que E[|@,|] es del orden de n=z. Por
lo tanto, @,, converge a cero en L'(Q).

IA

Para acotar al término P, aplicamos la desigualdad de Holder generalizada y las cotas
2.81, 2.84 en la definicién de P, , obteniendo asi la desigualdad

n—1
B[P < 03 STE[f(Byn)| @04 064
§=0
n—1
_1 1 vl gl
< o3 SR f(By) [ TE[@9 RS0 | TE103 |
§=0

1 -1 — _
< quH+2n 2(pu+v)H 1n H(q—p—v) CTL (p+v)H—

De lo anterior se concluye que P, converge a cero en L'().

Veamos ahora que la condicién ii) del teorema 4 se satisface. Note que
qH
<un7D F H®q =n Zf j/n < j/naD F, >H®‘1.
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Utilizando la igualdad (2.76), y susituyendo el valor de ¥%J dado por (2.75), obtenemos
® _ qH-1 i sq—i ®(q—1)
(058, DB =t Z ( . ) i Za G007 (Buadp ")
De las igualdades anteriores se puede deducir la siguiente descomposicién para (u,, DF),) yeq:

<un7 Dan>H®q = Rn + Sn + Tna

donde

R, = n2H- 1q'zﬁu Bjm)f(1/n) (2.85)
1,j=0
q—1

S, = anH—lz( ) z'Za "By f(Bjm)de” l(Bl/n)a@”’ 2 (2.86)
=1

T, = n2H- 12% Bj)8(f O (Bijm)j0). (2.87)
1,j=0

El término R,, como veremos a continuacién, converge en L*(Q,P) a
o (Soer [ simpas).
kezZ

Para verificar dicha afirmacién note que, gracias al inciso (¢) del lema 17, se tiene que
Bi;=2""n"*p(l —j), y por ende,

R,
q| n—1 n—1
~ 2 > By F(Bpn) (ke — 5+ 1P + [k — j — 1P — 2|k — j[*7)?
§=0 k=0
q| n—1n—1—j
=502 2 FBim)f(Biapm)(Ip+ 1P + |p — 12 — 2fp|*)e
i=0 p=—j
n—1  (n—=1)A(n—1—p) (288)
2‘1n Z F(Bjja) F(Biapy)(Ip + 1P+ |p = 12— 2[p[*)?
=—(n—1)  j=0V(-p)
A1 (n—1)A(n—1-p)
=50 2 Sp 1P lp 1P = 2gpP Ty F(Bin) f(Biipym),
p=7c0 j=0V(-p)

donde en la segunda igualdad se hizo el cambio de variable p = k — j, mientras que en la
ultima igualdad se utiliz6 la notacion Z;;l a; = 0 si iy < 7;. Note que el término dentro
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de la segunda suma del lado derecho de la igualdad anterior tiende a fol f(Bg)ds en L*(Q),
para verificar esto note que

(n—1)A(n—1-p)

1 1
=Y B Ben) = F(Byja)?
J=0v(-p) j=0v(-p)
| (mDAG=1—p)
+ - (f(B(jtpyn) — [(Bjm)).  (2-89)
J=0v(-p)

Como las trayectorias de {B;}+>¢ son Hélder continuas con indice v < H, y la funcién f
pertenece a C'(R,R) (y por ende, es Lipchitz en el intervalo [0, 1]), concluimos que existe
una constante C'(w) > 0 tal que, para toda p € Z

(n—1)A(n—1-p)

1 1
- (f(Bi+pym) = f(Bim))| = — > A Bispym) — F(Bim))
=0V (-p) J=0v(-p)
(n—DA(-1-p)
< ¢ i
n n<
j=0Vv(-p)
C o n
N (2.90)
na

A partir de las igualdades (2.89) y (2.90), es facil mostrar que

(n—1)A(n—1-p)

1
n Z f(Bj/n)f<B(j+p)/n)

j=0v(-p)

converge c.s. a fol f(B)*ds. Mas atin, la convergencia anterior se satisface también en
L?(Q,P), esto puede verificarse utilizando la convergencia casi segura, el teorema de con-

vergencia dominada, y la condicién (H).

Resta mostrar que los términos S,, y 1), en la descomposicién (2.85) convergen a cero en
LY(Q). Utilizando las desigualdades (2.79) se obtiene Z?;:lo |al(f1j_Z)H5f5| < On~20H+1
por lo tanto, gracias a la desigualdad (2.78) obtenemos

q—1 n—1

E[[S,]] < Cn*7 3N o B 167 (F (Bya) O iz
1=1 [,5=0
q—1

< ('paH-1 Z n—20H+1,—(q—)H
i=1
1 — pHl=1)
< Cn M xnp | —m——
- 1 —nt

) = o(n~H)
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El término ||T,|cr ()

—_

n—

E(T.] < »**7Y)
=0

<
i=

<

Esto termina la prueba.

I
_

n

l

Il
o

=0

Cn* || 009 || 1o (@)

puede acotarse de la siguiente manera

L F(Bjm) 3 (fO (Biyn) )| ey

C'n2ai— 1||Zq) “||Lp(Q)

ogH_1
= Cptip=2dH-5 __,

]

Lema 18. Suponga que h € H tiene norma unitaria. Entonces se cumple la siguiente

1qualdad

Q' Hy(W(h)) = 6(h®)

(2.91)

Demostracion. Demostraremos el lema por induccion sobre ¢:

1. Si g =1 el resultado es directo.

2. Si el resultado es cierto para ¢, veamos que se cumple para ¢ + 1. Para ello, basta

verificar que para toda F' € D?

+1,2

E[5q+1 (h®(q+1)>]

se cumple la igualdad

= E[(¢ +

1) H, 1 (W (1) .

Comenzaremos verificando la igualdad anterior para variables F' de la forma F =
fW(hy),.... W(hy,)), para cierta m € Ny f : R™ — R infinitamente derivable,
con derivadas de crecimiento polinomial. Por hipétesis de induccién se tiene que las
variables F} := %f(W(hl), eery W(hyy,)) satisfacen
E[F;67(h®")] = E[Fjq'Hy(W())]. (2.92)

Por lo tanto, se tiene la siguiente igualdad

E[§7 (W) F

E[(D" A o

Ms

(hjs 1)y BICDUE;, 057 ]

1

<.
Il

NE

(g, )y ELF;0° (W (h=))]

1

<.
Il

SNINE

(hjs h) y B[F5q Hy (W (h))]

BIDF, hatH,(W () ]
E[FS(hglH,(W (h)))].
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y por la proposicién 10, y las propiedades (1.3) de los polinomios de Hermite, se
tiene que

E[5 ! (h2@)F] = qUEF(H,(W (k)W

= E[Fq!(H,(W(h))W
= E[F(q+ 1)!Hga (W(R))].

— D"H,(W(h))))

—~

La ecuacién anterior se puede verificar para F' general utilizando un argumento de

aproximacion.

O
Teorema 7. Suponga que [ es una funcién que satisface la hipdtesis (H). Considere la
sucesion de variables aleatorias Gy, definidas por (2.40). Entonces, dado H € (4 ,3) se

tiene que

(—1)1 — tablement
G = ST B / 1B (2.93)
=0

donde {Ws} >0 es un movimiento browniano independiente de { B;}1>0, Y 0m 4 estd definida
por (2.43).

Demostracion. Por el lema 18 se tiene que

1
Hy(n"(AByn)) = q—an5q(a;i%)

Entonces, utilizando el lema 13 obtenemos

F(Brm)o(O5h) = ( ! ) 007" (f7 (Brym) 00 77),

r=0

donde las constantes o ; estd definido por (2.62). Consecuentemente

donde u,, estd definido por (2.60),

n—1
r 1 -1 ®(q—r)
=0
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n—1
1 1

R = Y o By
’ k=0

La prueba se efectuard en dos pasos:

1
)
5q_r(vr(f)) converge a cero en L?(£2) cuando n tiende a infinito. Como consecuencia del
teorema b, para verificar esta afirmacién basta mostrar que vr(f) converge a cero en la norma
de D9"2(§®@=)). Considere las variables f3;; definidas por (2.62), entonces, utilizando

el lema 17 se tiene que paratodo 0 <m < q—r

Paso 1. Mostraremos que para todo H € (0,3), entonces, para r = 1,...,q — 1,

]E“ ‘Dmvg) ‘ ’%@(q—rﬁ-m)]

2
< l q n2aH—1
VAR

nl n—1

(S ot St om0
- H®(g—r+m)
n—1

<Z i (Bk/”)a’?/(s_r)’ Z ap, [ (Bl/n)af/giq_r)>

= - H®(g—r+m)

1 q 2 - n—1 . . ; . m .y
= <_( )) p2af=1 Z E[fU™ (Brogn) [ ™ (Byym) o gtf o B

P\ r
q k,1=0
n—1 n—1
2qH—1 r r o.m Q4T 2qH—1 —2Hr, —2Hr, —2Hm pq—T
< (Cn E ahkal’lak’lﬂm < Cn E n n n ﬂm
%, 1=0 %, 1=0
< CanH—ln—QH(2T+m)n1—2(q—7")H -0

(2.94)

Paso 2. Para completar la prueba basta verificar que

i
L

f(q) (Bk/n)

|
24q! ‘

i

converge a cero en L?(2) cuando n tiende a infinito. Esto se sigue del inciso (d) del lema
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17, y de la desigualdad

n—1 n—1
1 g1 17 i
_'an QE aZkf(q’<Bk/n> T s—aH z: f(q)(Bk/n)
k=0 T k=0 L2(Q)
n—1
1 g1 (—=1)¢ _
< aan ) <@Z,k T QQH) F9(Byyn)
k=0 L2(Q)
n—1
1 i (—1) (2.95)
—paH— g N )
S Oq!n 2 g k.k Qqq!anH

1 1
< quHfaanH(qfl) — Cn*qH+2Hf§'

Como H € (i], %), el término —qH + 2H — % en la igualdad anterior es estrictamente

menor a cero, lo cual termina la prueba. O
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Apéndice A

Resultados de analisis funcional

Teorema 8 (Desigualdad de Hoélder Generalizada). Sea (2, F,P) un espacio de
probabilidad. Suponga que r € (0,00), y p1, ..., Pn € (0,00] son tales que

11

Entonces, para cualesquiera variables aleatorias X1, ..., X, definidas en (Q, F,P), se tiene

que
TTXE | < TT 1l
k=1 , k=1
donde X
1X|]p := E[X?]> 81 Ph<oo
Y|l |lee denota el supremo esencial. En particular, si Xy € LP*(Q, F,P) yr > 1, entonces

HZ:1 X, € L"(Q, F,P).
Demostracion. Para demostrar el resultado utilizaremos induccién sobre n:
1. Para n =1 el resultado es claro.

2. Supongamos que el resultado es valido para n. Sean pq,...,ppr1 € RT tales que
Y oret pik = % Supongamos sin pérdida de generalidad que p; < py--- < ppis.

a) Sippe1 = 00, entonces
n
>
= Pk T
y por la hipdtesis de induccién,
n
11X
k=1
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De aqui se deduce que

n+1 %
H ‘Xk|r] < E
k=1

3=

E

HXn-IrIHOO H ‘Xk’T]

k=1
11 !XkV]
k=1

b) si ppy1 < 0o (y consecuentemente, todos los pg son finitos) definimos

1

T

< [ XnpallE

Pa P
y q:i==
Pn —T T

p=

Note que 117 + % = %, por lo que, gracias a la desigualdad de Holder,

n
k=1
elevando a la potencia % en ambos lados en la igualdad anterior obtenemos

[~
k=1

< X?Z-ﬁ-lHq’

n

r r

Xn+1 H Xk
k=1

1 p

n+1

[~
k=1

< [ Xl -

T pr

Como qr = ppi1, y

Prn1 TDn br

por la hipdtesis de induccion se tiene que

n—1
[~
k=1

n+1

11
k=1

n
< 1Xnstll < TT1Xnslly X, -
k=1

T pr

]

Teorema 9 (Descomposicién Ortogonal). Sea (V, (-, -),,) un espacio de Hilbert y W C
V' un subespacio lineal cerrado. Para todo x € V' hay una representacion unica x =y + z,
conyeW yzeWt.

Demostracion. Sea x € V, ¢ = inf{||lx —w||v ; w € W} y sea {w,} una sucesién en W
con ||z — w,|| = ¢ cuando n — oco. Usando la ley del paralelogramo obtenemos

1
[[wm = wnlly = 2w = allv + 2||wn = 2[[}; = 4][5 (W —wn) = 2l

Como W es un subsepacio lineal, (w,, +w,)/2 € Wy por lo tanto H%(wm—i—wn) —z|ly > ¢
Por lo tanto, {wy, },>1 es una sucesién de Cauchy: ||w,, — w,||v — 0 si m,n — co. Como
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V' es completo y W es cerrado, también es completo, de modo que existe y € W con
w, — y cuando n — oco. Sea ahora z = x — y, entonces ||z||y = lim, ||w, — z||y = ¢ por
la continuidad de la norma.

Consideremos un w € W\{0} cualquiera. Definimos p = — (z,w) /||w||} y tenemos
y + pw € W. En consecuencia

¢ <llz = (y+ pw)l[i = Iz + p*l[wlly — 2p (2, w)y = ¢* = p?|Jwl[§;

y en conclusion (z, w),, = 0 para todo w € W y por lo tannto z € W+.
Falta ver la unicidad en la descomposicién. Si x = ' + 2’ es otra descomposicion
ortogonal entonces y —y' v 2 — 2’ € W+ y ademés y — ¢/ + z — 2 = 0. En consecuencia

0 = ||y_3//+2—2/|]%/:Hy—y’H%/—l—Hz—z'||%/+2(y—y’,z—z’>v
= Ny=vI+ 1z =27,

de donde obtenemos que y =y’ y z = 2’/ O

Teorema 10 (Teorema de extension de Hahn Banach). Supongamos que M es un
subespacio de cierto espacio vectorial X, que p es una seminorma en X, y que [ es un
funcional lineal en M tal que

|f(2)] < p(x) para x € M.
Entonces f puede extenderse a un funcional lineal A en X que satisface
|Az| < p(x) para v € M.

Demostracion. Para su prueba véase 1001[30] O
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Apéndice B

Productos tensoriales

Sean U y V dos espacios vectoriales. El producto tensorial de U y V', el cual deno-
taremos por U ® V' es un espacio vectorial con la siguiente propiedad:

Existe una funciéon bilineal T': U x V. — U ® V tal que, si W es un espacio vectorial,
v A:UxV — W es una funcién bilineal, entonces existe una transformaciéon lineal
AUV — W, tal que A’ oT coincide con A!, es decir, el siguiente diagrama conmuta

UxV— UV

Al

A la imagen de una pareja (u,v) € U XV bajo T se le llama normalmente el producto
tensorial de los vectores u y v, y se le denota por

u®v:=T(u,v).

La funcién T, con valores en el espacio U ® V, puede pensarse como la “funcién bilineal
méas general”, en el sentido de que toda funcién bilineal puede “factorizarse a través de
U ® V7”7, es decir, toda funcién bilineal puede verse como composiciéon de 7', con una
funcién lineal A’ con dominio en U ® V. Es posible verificar que la pareja (U @ V,T) es
unica salvo isomorfismos. A continuacion se muestra una manera intuitiva de construir el
espacio U @ V.

IEsta propiedad se conoce como “propiedad de universalidad”
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Construccion del espacio tensorial

Sea {e; }icr una base de U y {f;};es una base de V. Entonces las funciones bilineales defi-
nidas en U x V' (en particular la funcién T que queremos construir) estan completamente
determinadas por su valor en los elementos de la base {(e;, f;) | ¢ € I,5 € J}, es decir, si

U= vazll Qi€ y U= Zﬁvjl B;f;, entonces

Ny No
T(U,U) = T <Z O{iei,Zijj> = Z alﬂjT(ei,fj). (Bl)
=1 j=1

1<i<Ny
1<j<N2

Por lo tanto, basta construir una base para definir al espacio U ® V', en cuyo caso T
quedara completamente determinada por las cantidades e; ® f;. Para cada pareja (e;, f;),
coni € Iy j € J, definimos los simbolos formales e; ® f;, a partir de los cuales definimos
el conjunto

D:={e®fj|licljeJ}

El espacio U ® V' lo definimos como el espacio vectorial con base D. El mapeo T lo
definiremos mediante
T(ei7fj):6i®fj iEI,jGJ.

De esta manera se tiene que si A : U x V. — W es una funcién bilineal, definimos la
funcién lineal A’ : U ® V. — W mediante

Ale; @ f;) = Ales, f)-

Definida de esta manera, la funcién A se factoriza a través de U ® V mediante A’, y por
ende, el espacio U ® V' es una version del espacio tensorial de U con V.

Producto tensorial simetrizado

En general podemos definir el producto tensorial de una coleccion finita de espacios
vectoriales V1, ..., V,,, el cual denotaremos por V; ® - - - ® V,, mediante la siguiente recursion

W2 = ‘/1®‘/2
Wk = Wk_1®Vk 2§k§n—1
V-V, = W, 19V,

Introduciremos a continuacion el concepto de simetrizacién de un producto tensorial

Definicién 9. Sean Vi,...,V, espacios vectoriales y sea {ef}ielk una base para Vi, 1 <
k <n. Definimos la simetrizacion de un elemento x € Vi ® --- ® V,, de la forma

_ 1 n
T= ) i ® @6,
1<ii <NV,
1<in<Np,
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Productos tensoriales

para Ny, ..., N, € N, y para ciertos escalares a;, . ;. de la siguiente manera

1
— = E : E : A A 1 n
symm(x) := n Qig(1),sion) Ci(a) ® ® Ciotn’

" €S, 1<ii<N;
1<in <Np,

En ocasiones también denotaremos a symm(x) mediante T. Diremos que x es un vector
stmétrico si v = symm(x), y denotaremos por

m@...@vﬂ

al conjunto de todos los vectores en Vi @ ---V,, que son simétricos.

Productos tensoriales de espacios de Hilbert

Si Hy, ..., H, son espacios de Hilbert con productos internos (-, )y, ..., (") T€s-
pectivamente. Entonces H; ® - - - H,, también tiene estructura de espacio de Hilbert, con
producto interno dado por

n

<’U1 Q- Up, W1 XX wn)H1®_.,®Hn = H <Uk,’u)k>Hk .
k=1

Por ejemplo, si Hy = L*(Xy, Xy, i) para ciertos espacios de medida (X, X, pr), 1 <
k < n, es facil verificar que el producto tensorial H; ® --- ® H,, es isomorfo al espacio
LAX XX X, X1 @ QX 1 @+ - D 1) (donde Xy ® - - - ® X, denota a la o-dlgebra
producto y p; ® - -+ ® p, denota a la medida producto) mediante el mapeo

H®  -®H, — LFXix X, X® X1 @ ® i)

h®--@hy, — [
k=1

donde [[p_, hy : Xqi X -+ x X, = R estd definida por [[;_; hi(21, ..., zn) = [Tio; Pu(zk)-
Mas atun, el producto interno de H; ® - - - ® H,, esta dado por

<U1®...®Umw1®”'®wn>1{1® “®Hn

n
=TTt

_ / /ﬁ () 0k (04 iAo (A1) -~ ().
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