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Prefacio

Los métodos Markov Chain Monte Carlo (MCMC) son algoritmos que permiten obtener
una muestra de una distribucion de probabilidad f sin necesidad de simular directamente
de ella. Para ello, estos métodos se basan en la construccién de una cadena de Markov
ergddica cuya distribucion estacionaria es precisamente f. Esta clase de algoritmos ha re-

sultado ser de gran utilidad en diversas areas, particularmente en la Estadistica Bayesiana.

Christen y Fox (2011) exploran un criterio de optimalidad para el algoritmo MCMC
Gibbs direccional. Dicho criterio consiste en minimizar la informacion mutua entre dos
pasos consecutivos de la cadena de Markov generada por el algoritmo. Ademas, proponen
una distribucién de direcciones 6ptimas para el caso en el que la distribucion objetivo es

una distribucién Normal multivariada.

Este trabajo retoma las ideas anteriores y las utiliza para crear un algoritmo Gibbs direc-
cional 6ptimo que permite simular de distribuciones objetivo méas generales. La principal
caracteristica del algoritmo es que utiliza una aproximacién Normal local a la distribucion
de interés. Para ello es necesario que se pueda calcular de forma analitica el gradiente y

el Hessiano de — log f(x), donde f(x) es la funcién de densidad de la distribucién objetivo.

Mas atun, el trabajo propone distribuciones éptimas distintas a la que aparece en Chris-
ten y Fox (2011). Para evaluar el desempenio del algoritmo con cada una de las distribu-

ciones de las direcciones, se utiliza una variante de la llamada distribucién Normal sesgada.

Para exponer lo anterior, la tesina se dividi6 en cuatro capitulos. El Capitulo 1 presenta
breves introducciones a los temas que sustentan el trabajo, como lo son la Estadistica

Bayesiana y los métodos Markov Chain Monte Carlo.

II



IIT

A lo largo del Capitulo 2 se desarrolla el algoritmo MCMC Gibbs direccional éptimo.
En el Capitulo 3 se realizan los experimentos para evaluar el desempeno del algoritmo
propuesto. Aqui se muestran los resultados obtenidos y las dificultades que aparecieron

en la implementacion computacional.

Por 1ltimo, el Capitulo 4 presenta las conclusiones que se obtuvieron, mencionando los

alcances del trabajo y posibles proyectos a futuro.
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CAPITULO 1

Introducciéon

En este primer capitulo se expondran de forma breve los temas que dan sustento al pre-
sente trabajo de tesina. Comenzaremos dando una introduccion a la Estadistica Bayesiana,
enfocandonos principalmente en la metodologia utilizada para hacer inferencia. Continua-
remos con la descripcién de los métodos Markov Chain Monte Carlo, los cuales son de

gran utilidad precisamente en el area de inferencia Bayesiana.

Por 1ltimo se presentard una breve introduccion al drea de problemas inversos. Aqui se
explicara el por qué esta clase de problemas proporcioné parte de la motivacion para el

desarrollo de este trabajo.

1.1. Estadistica Bayesiana

La Estadistica Bayesiana es un enfoque muy particular de la Estadistica. El nombre
“Bayesiana” hace referencia a Thomas Bayes (1702 - 1761), un matematico britanico que
demostré un caso particular del teorema que ahora lleva su nombre. El teorema de Bayes

es la base de la inferencia Bayesiana.
Es importante senalar dos de las caracteristicas que distinguen el enfoque Bayesiano del
resto de la Estadistica:

= La primera caracteristica esta asociada a la parte filosofica. En Estadistica Bayesiana

se considera que todas las formas de incertidumbre se expresan en términos de una

1



2 1.1. ESTADISTICA BAYESIANA

medida de probabilidad. Mas atin, se piensa que la probabilidad es una medida de
lo que se sabe acerca de un evento. En este sentido, toda probabilidad depende de
una serie de consideraciones y supuestos que envuelven al evento de interés. Por esta
razon, en la literatura se suele decir que la probabilidad en la Estadistica Bayesiana
es subjetiva. Debido a la connotacién negativa que puede tener esta palabra, optamos

por referirnos a este tipo de probabilidad como condicional.

= La segunda caracteristica tiene que ver con la parte operativa. En la metodologia
Bayesiana se considera que las probabilidades se modifican con evidencia. El teorema

de Bayes es la herramienta que permite hacer posible esta idea.

Teorema 1.1.1. Teorema de Bayes: Sean A y B dos eventos cualesquiera tales que
P[B] > 0. Entonces

P[A| B] = W. (1.1)

P[A] es llamada probabilidad a priori y representa el conocimiento inicial que se
tiene del evento A; P[B | A] es el modelo observacional e indica cémo seria la
probabilidad del evento B si se conociera A. P[A | B] es llamada probabilidad a
posteriori (o posterior) y muestra cudl es la probabilidad de A después de haber
observado B. P[B] es sélo una constante de normalizacién que hace que P[A | B]

sea en efecto una probabilidad.

La posibilidad de incorporar el conocimiento previo a las probabilidades a través de la
probabilidad a priori es sin duda el aspecto mas llamativo y también el mas criticado de

este esquema.

Hasta ahora tnicamente hemos dado un panorama general de lo que es la Estadistica
Bayesiana. Si el lector desea profundizar més en la parte filoséfica y los fundamentos
tedricos de este enfoque, recomendamos referirse a Bernardo y Smith (1994)[2], Berger
(1985)[3] y Robert (2001)[14]. A continuacién nos centraremos solamente en la parte

operativa de la Inferencia Bayesiana.
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1.1.1. Inferencia Bayesiana

A diferencia de la inferencia frecuentista, la inferencia Bayesiana supone que las canti-
dades desconocidas (pardmetros) son variables aleatorias en vez de constantes, y que los
datos, una vez observados, son fijos en vez de aleatorios. Por esta razdn, la estimacion en
Bayesiana no consiste en encontrar estimadores puntuales de los parametros de interés,

sino en encontrar una distribucién de probabilidad completa para dichos pardametros.

Suponga que se tiene una muestra d = (dy,ds, ds, ..., d,,) de una variable aleatoria Y
con distribucién fyx, y se desea hacer inferencia sobre el vector de parametros X. La
soluciéon Bayesiana a este problema es la siguiente. Primero se propone una distribucion
a priori f (x) para el vector de pardmetros X, la cual debe capturar el conocimiento que
se tiene sobre estos parametros. Después se establece un modelo observacional f(d | x)
que representa como es la probabilidad de los datos suponiendo que conocemos X. Este
modelo no es mas que la funcién de verosimilitud. Por tltimo, se utiliza la regla de Bayes
para resumir el conocimiento previo y la evidencia que se tiene sobre X en una distribucion
de probabilidad dada por

fd]x)f(x)

Focld) = a2 F o ax (1:2)

El término [ f(d | x) f (x) dx que aparece en la expresién (1.2) es sélo una constante
de normalizacién que no depende de x . La distribucién f (x| d) recibe el nombre de

distribucion posterior y es el objeto de estudio de la inferencia Bayesiana.

Tener una distribucién completa para X proporciona una gran ventaja sobre otros es-
quemas de inferencia, ya que no solo provee una gran cantidad de informacion por si
misma, sino que cuenta con todos los resultados de la teoria de probabilidad a su dis-
posicién. Ademas, algunos procedimientos estadisticos como las pruebas de hipdtesis se

vuelven sencillos e intuitivos con este esquema.

Si bien las ventajas de la inferencia Bayesiana son vastas, también existen dificultades
importantes. Dos de las méds comunes son: a) seleccionar la distribucion a priori adecuada,

y b) realizar los cdlculos asociados a la distribucién posterior.
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Durante mucho tiempo el uso de la inferencia Bayesiana se vio limitado debido a que
la distribucién posterior llegaba a ser muy compleja y la constante de normalizacién era
incalculable con técnicas convencionales. Sin embargo, a partir de 1990 hubo un incre-
mento importante en la investigacion y aplicaciones de los métodos Bayesianos, lo cual
se debi6 principalmente al descubrimiento (por parte de los estadisticos) de los métodos
Markov Chain Monte Carlo.

1.2. Markov Chain Monte Carlo

Los métodos Markov Chain Monte Carlo (MCMC) son algoritmos que permiten obtener
una muestra de una distribucién de probabilidad f sin necesidad de simular directamente
de dicha distribucion. Para ello estos métodos se basan en la construccion de una cadena

de Markov ergddica cuya distribucion estacionaria es precisamente f.

El principio general sobre el cual trabajan estos algoritmos es bastante sencillo. Dado
un punto inicial arbitrario 2(%), se construye una cadena de Markov ergédica (X®),ey
cuya distribucién estacionaria es la distribucién de interés f. Esto garantiza que, para un
valor | € N suficientemente grande, se cumple X®, XU+ X2~ f Obviamente
X® y XU+ no son independientes; sin embargo, para un cierto valor m € N se puede
considerar que X® y XU+™) son aproximadamente independientes. Por lo tanto, si se
simula de dicha cadena y se toma Z® = X{+™) entonces se obtiene una muestra apro-

ximadamente independiente de f.

Como la cadena es ergédica, desde el punto de vista tedrico el valor inicial (%) no tiene
mayor relevancia. En la practica cualquier punto inicial dentro del soporte de la distribu-
cién hard que la cadena converja; sin embargo, para ciertos valores iniciales el tiempo de

convergencia podria crecer demasiado.

En la terminologia de los métodos MCMC, [ recibe el nombre de long run o burn in
e indica el tiempo que se necesita para que la cadena converja a la distribucién esta-
cionaria. Por otro lado, m se suele llamar thinning y determina cada cuantas simulaciones
se debe hacer el submuestreo. La calidad de las simulaciones depende fuertemente de

estas dos cantidades. Contrario a lo que se esperaria, suele ser mas complicado determi-
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nar los valores de [ y m que construir una cadena de Markov con las propiedades deseadas.

Una de las aplicaciones mas comunes de estos algoritmos es el calculo numérico de in-
tegrales multidimensionales. Por esta razén suelen ser de gran utilidad en areas como la

Fisica y la Estadistica.

Algunos de los algoritmos MCMC mas comunes son: Metropolis-Hastings, Gibbs sam-
pler y Slice sampler. A continuacién describiremos los primeros dos ya que son la base del

algoritmo que se desarrolla en esta tesina.

1.2.1. Metropolis-Hastings

El algoritmo Metropolis-Hastings (M-H) es probablemente el método MCMC por ex-
celencia. Fue nombrado en honor a los trabajos realizados por Nicholas Metropolis y W.
Keith Hastings. Metropolis propuso por primera vez el algoritmo y lo usé para el caso
especifico de la distribuciéon Boltzmann (ver Metropolis et al. 1953[12]). Posteriormente

Hastings presentd una versién para casos mas generales (ver Hastings, 1970[8]).

Para presentar el funcionamiento del algoritmo introduciremos un poco de notacion. Sea
7 una distribucion de probabilidad multivariada con soporte X C R" y con funciéon de
densidad 7(x). Supondremos que se tiene una expresién explicita para m(x), salvo tal vez
por una constante multiplicativa independiente de x. En adelante 7 sera la distribucién
de la cual deseamos simular y nos referiremos a ella como distribucion objetivo o distribu-
cion de interés, que en el caso de la inferencia Bayesiana es la distribucién posterior no

normalizada, por ejemplo m(x) = f(x | d) < f(d | x)f(x).
Sea ¢ (y | x) una densidad de probabilidad condicional tal que ¢ (- | x) estd bien definida
para todo x € X. Llamaremos a q distribucion instrumental o distribucion propuesta. En

general se busca una distribucién ¢ de la cual es sencillo simular. Ademés, es necesario que

q (y | x) tenga una expresion explicita o que sea simétrica, es decir, ¢ (y | x) = ¢ (x| y).
Entonces el algoritmo M-H funciona de la siguiente manera:

Dado X® =x € X:
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1. Se simula y de ¢ (- | x).
2. Se propone que la cadena salte a X+ =y

3. Se acepta la propuesta con probabilidad Metropolis-Hastings, dada por

Ty a(x| y)}
p(x,¥y) =min< 1, 1.3
) =min {1 S ()
Es decir, se genera u ~ U(0,1) y se toma
x, siu>p(x,y).

Este algoritmo claramente genera una cadena de Markov ya que X1 sélo depende de

X®_ El kernel de transicién de la cadena M-H esta dado por:

K(x,y) = p(x,¥)q(y | x) + ox(y)(1 — r(x)), (1.5)

donde r(x) = [ p(x,y)q(y | x)dy, y 0x(y) es la funcién delta de Dirac.

Hay que notar que, para obtener muestras de 7, no es necesario contar con una expresion
completa de la densidad de nuestra distribucién objetivo, basta con tener una funcion
proporcional a dicha densidad. Esto se debe a que el algoritmo sélo requiere calcular

cocientes de la forma

(1.6)

Por esta razon el algoritmo M-H ha resultado de gran utilidad para la inferencia Bayesiana
ya que, como se menciond anteriormente, la constante de normalizacion de la densidad

posterior puede ser muy dificil de calcular.
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Teoremas de Convergencia

Una vez definido el algoritmo, es necesario establecer las condiciones bajo las cuales se
cumple que 7 es la distribucién estacionaria y la cadena es ergddica. Para llegar a esto

primero considérense las siguientes definiciones.

Definicién 1.2.1. Una cadena de Markov estacionaria (X®) es reversible si la distribu-

cion de XU | X2 = x es la misma que la distribucion de X+ | X = x,

Definicién 1.2.2. Una cadena de Markov con kernel de transicion K satisface la condi-

cion de balance detallado si existe una funcion f que cumple

K(y,x)f(y) = K(x,y)f(x). (L.7)
Luego

Teorema 1.2.1. Suponga que una cadena de Markov con kernel de transicion K satisface

la condicion de balance detallado con una funcion de densidad de probabilidad f. Entonces
(a) La densidad [ es una densidad invariante de la cadena.
(b) La cadena es reversible
Entonces el siguiente teorema nos proporciona el primer resultado que necesitamos.

Teorema 1.2.2. Sea (X(t)) la cadena generada por el algoritmo M-H. Entonces para

cualquier distribucion condicional q cuyo soporte incluya a X :
(a) el kernel de la cadena satisface la condicion de balance detallado con T;
(b) 7 es una distribucion estacionaria de la cadena.

La demostracién de a) se sigue de la definicién de balance detallado. El inciso b) es

consecuencia del Teorema 1.2.1.

Para establecer la ergodicidad es necesario que la cadena sea aperidédica y Harris re-
currente. Esto garantizard que la distribucion limite es m y que la cadena converge sin

importar cuél sea el punto inicial x(¥). Definamos primero los conceptos anteriores.
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Definicién 1.2.3. Dada una medida v, la cadena de Markov (X(t)) con kernel de tran-
sicion K (x,y) es y-irreducible si, para cada A € B(X) con (A) > 0, existe n tal que
K"(x,A) > 0 para todo x € X.

Definicién 1.2.4. Un conjunto A es Harris recurrente si Pp(na = oo) = 1 para todo
x € A. La cadena (X(t)) es Harris recurrente si existe una medida v tal que (X(t)) es

W-irreducible y para cada conjunto A con Y(A) >0, A es Harris recurrente.

Una condicién suficiente para que la cadena sea aperiédica es que K (x,x) > 0 para

todo x € X. Esto se cumple a su vez siempre que

Plr(x)q(y |x)<m(y)g(x]|y)] <1 (1.8)

Consideremos ahora el siguiente teorema:

Teorema 1.2.3. Si la cadena M-H (X(t)) es m-irreducible, entonces es Harris recurrente.

Se puede probar que, si ¢(y | x) > 0 para todo x,y € X, entonces la cadena M-H es 7-

irreducible. En consecuencia del teorema anterior, la cadena también es Harris recurrente.

El lector puede encontrar los detalles de estos teoremas y sus demostraciones en Robert
y Casella (2004)[15], asi como una introduccién completa a cadenas de Markov en Meyn
y Tweedie (1993)[13].

1.2.2. Gibbs Sampler

El algoritmo Gibbs sampler puede verse como un caso particular del algoritmo M-H. A
pesar de esto, sus fundamentos metodolégicos y motivacion histérica son completamente

distintos.

Supongamos nuevamente que 7 es nuestra distribucién objetivo. Antes de mostrar el
algoritmo Gibbs sampler introduciremos un poco mas de notacién. Supongamos que se
tiene un vector aleatorio n-dimensional X = (X;, Xs, ..., X,,) con soporte X C R" y fun-
cién de densidad w(x). Sea X_; = (X1, Xo, ..., X1, Xiy1, ..., X,) el vector de dimensién

n — 1 que se obtiene al eliminar la i-ésima componente del vector X. Entonces la funciéon
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mxaix s (@ | xi) oc (%), (1.9)

representa la funcién de densidad condicional de la variable X; dado el vector X_;, para
1=1,2,...,n. Estas funciones de densidad univariadas se mueven sobre un tinico eje de la
base elegida para representar a X y reciben el nombre de densidades condicionales totales
(full conditionals).

t+1)

Entonces el algoritmo Gibbs sampler genera las transiciones de X a X( como sigue:

Dado x® = (xgt), xét), . ,ng)), se generan:
1. g;?“) ~ XXy (:vl | :Eét), o ,xq(f)>;

(t+1)

2.y~ XX, (azg | x

0 a0, al?);

(t+1) (t41) (t+1) (t+1)
N, Tn o~ TX X (T |2 Ty Ty )

Una de las ventajas mas importantes de este algoritmo es que todas las simulaciones son
aceptadas, y en cada transicién se obtiene un punto diferente de la cadena. Esto se debe a
que la probabilidad de aceptacion M-H es 1 en todo momento. Ademas, las simulaciones
solo se realizan a través de las densidades condicionales totales. El hecho de que éstas

sean densidades unidimensionales representa una ventaja computacional.

Por otro lado, para poder implementar el algoritmo es necesario que se pueda simular
de forma sencilla de cada una de las densidades condicionales totales. En muchos casos
esto no es posible ni siquiera para una sola de estas densidades, lo cual limita la aplicacién

de este método.
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1.2.3. Random Scan Gibbs Sampler

Una variante del algoritmo anterior es el llamado random scan Gibbs sampler, el cual
no simula de forma sistematica de las densidades condicionales, sino que modifica una

componente del vector X escogida de forma aleatoria.

Supongamos que @ = (qq, ..., q,) es un vector n-dimensional tal que 0 < «; < 1 para

todo i, y >, a; = 1. Entonces el algoritmo funciona de la siguiente manera:

Dado x(®) = (xgt), xg), . ,mg)>:

1. Seelige i € 1,2,...,n con probabilidad «;.

2. Se genera xEtH) ~ TG IX (951 | Xg)

3. Se toma X1 = <a:§t), a0 :cgle, . ,a:g)).

Este algoritmo mantiene casi todas las ventajas y desventajas del Gibbs sampler original.
A pesar de esto es preferible usar random scan ya que la correlacion entre las simulaciones

disminuye.

1.2.4. Gibbs Direccional

Si bien el algoritmo Gibbs direccional es una generalizacion del Gibbs sampler, continia
siendo un caso particular del algoritmo M-H. La idea es escoger una direccion arbitraria
e € R" tal que |le]| = 1, y muestrear de la distribucién condicional total de esa direccién.

Esto puede ser descrito como

X = x4 re, (1.10)

donde e indica la direccién y r la magnitud de la transiciéon. El algoritmo entonces trabaja

como sigue:

Dado x®:
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1. Se genera e ~ h (e | xV).
2. Se genera r ~ g (r | e,x1").
3. Se propone XD = x® 4 re.

Es importante senalar que, para este caso particular, la densidad propuesta puede es-

cribirse como

g(x+re|x)=g(r|ex)h(e]x). (1.11)

Es sencillo demostrar que la distribucién condicional de r | e,x debe ser proporcional a

7 (x + re), es decir

g(r|ex)xm(x+re). (1.12)

Si la distribucion de e tiene como soporte la esfera S™, entonces la cadena de Markov
generada por el algoritmo anterior sera ergddica y su distribucién estacionaria sera . No

obstante, el desempeiio del algoritmo dependera de la correlacién entre X+ y X,

La pregunta natural que surge es: ;Cémo elegir una distribucion para la direccién e
que optimice (en algin sentido) el desempeno de este algoritmo? En el Capitulo 2 se

presentard la respuesta que dan Christen y Fox (2011)[5] a esta pregunta.

1.3. Problemas Inversos

En esta seccion mencionaremos algunas de las ideas principales que caracterizan a los
problemas inversos. Lo tinico que se pretende aqui es argumentar como estos problemas
proporcionaron parte de la motivacion para desarrollar esta tesina. Si el lector desea
adentrarse més en el drea de problemas inversos, recomendamos revisar Vogel (2002)[18]
y Calvetti (2007)[4].
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Los problemas inversos aparecen constantemente en aplicaciones de las ciencias y de la
industria, por lo que han recibido mucha atencién de parte de los mateméaticos aplicados,
fisicos, estadisticos e ingenieros. Este campo ha experimentado un crecimiento explosivo en
las ultimas décadas. Esto se debe a la importancia de las aplicaciones y, principalmente, al

reciente desarrollo de computadoras potentes y de rapidos y confiables métodos numéricos.

En estas aplicaciones el objetivo es estimar algunos atributos desconocidos de interés
mediante ciertas mediciones que estan indirectamente relacionadas con dichos atributos.

Para entender mejor esta idea, considere los siguientes ejemplos:

a) La exploracién sismica realiza mediciones de las vibraciones que ocurren en la super-
ficie de la tierra. Estas solo estéan relacionadas de forma indirecta a las formaciones

geologicas del subsuelo, las cuales son las que se desea determinar.

b) La tomografia médica computarizada tiene como objetivo producir imégenes de las
estructuras dentro del cuerpo a partir de mediciones de rayos X que han pasado a

través del cuerpo.

Los problemas inversos suelen involucrar modelos muy complejos como lo son las ecua-
ciones diferenciales ordinarias no lineales y ecuaciones diferenciales parciales, por men-
cionar algunos. En estos modelos una pequena cantidad de ruido en los datos puede llevar
a enormes errores en las estimaciones. Debido a ésto, los matematicos y fisicos consideran

que este proceso de estimacion estd “mal planteado”.

Para lidiar con estas dificultades se desarrollaron técnicas matematicas conocidas como
reqularizacion. Si bien son tutiles, atacan los problemas en un marco determinista con poca
o ninguna atencién a la incertidumbre inherente a los mecanismos de modelacién y de
medicién de los datos. Este podria no ser el mejor enfoque ya que las mediciones de los
datos son inexactas por su naturaleza. Por esta razon, los modelos estadisticos son una
alternativa ya que proporcionan un método eficaz y riguroso para hacer frente a errores

de medicion.

La teoria estadistica de inversion reformula los problemas inversos como problemas de
inferencia por medio de la estadistica Bayesiana. Desde esta perspectiva, la solucion a un

problema inverso es la distribucién de probabilidad posterior de la cantidad de interés, la
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cual se obtiene después de incorporar toda la informacién disponible al modelo.

En muchos casos, los problemas inversos tienen como solucién una distribucién poste-
rior f muy compleja por lo que se requiere el uso de métodos MCMC para su analisis.
Disenar un algoritmo MCMC que funcioné bien para esta clase de distribuciones no es
una tarea sencilla, sobre todo si la dimensionalidad de f es alta. No obstante, a pesar de
la complejidad de f, en algunos casos se puede obtener de forma explicita el gradiente y el
Hessiano de —log f. Es aqui donde surgié la idea de crear un algoritmo MCMC que pueda
simular de este tipo de distribucién posterior utilizando “tinicamente” la informacion del
gradiente y el Hessiano. Un algoritmo con tales caracteristicas seria de gran utilidad ya

que no se requeriria saber nada mas de la distribucion f.

En el siguiente capitulo se propondra un algoritmo que tiene las caracteristicas antes
mencionadas y que creemos sera de utilidad en las aplicaciones relacionadas a problemas

Inversos.




CAPITULO 2

Gibbs Direccional ()ptimo

En el capitulo anterior se planteé la pregunta: ;Cémo escoger la distribucién de las
direcciones e de forma que se optimize (en algin sentido) el desempeno de algoritmo
Gibbs direccional? Para responder a esta pregunta, es necesario primero definir un crite-
rio de “optimalidad”. Una vez hecho esto, entonces se debe seleccionar una distribucién
de probabilidad h para e que satisfaga dicho criterio. Aqui es importante recalcar que el

algoritmo serd optimo sélo en el sentido de ese criterio particular.

En este capitulo se mostrard el criterio de optimalidad que Christen y Fox (2011)[5]
proponen en su reporte Optimal Direction Gibbs for Sampling from Very High Dimension
Normal Distributions. Ademas se muestra cudl es una posible distribucién 6ptima para las
direcciones e, para el caso en el que la distribucién objetivo es una distribucion Normal

multivariada.

Comenzaremos recordando que el algoritmo Gibbs direccional genera una transicién de
X® = x® a X+ = x() 4 re, donde r es el tamaifio del salto y e la direccién del mismo.
Ya se establecio en al capitulo anterior que el desempeno de este algoritmo depende de que
tan correlacionados estén X y X*+1  Entonces una aproximacién natural al problema
de optimizaciéon es buscar una medida de dependencia entre dos variables aleatorias y

después minimizarla.

14
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Christen y Fox (2011)[5] proponen como medida de dependencia la informacion mutua®
entre las variables aleatorias X y Y, la cual mide la divergencia de Kullback-Leibler entre
el modelo conjunto fx vy y el modelo independiente fx fy. Para calcular dicha informacién

se utiliza la siguiente expresion:

fY X (Y7 X)
1(Y,X ://f v, %) log XX X) ooy 2.1
( ) ¥x (¥,%) fr (y) fx (%) (21)
Nos interesa calcular I (X(t“),X(t)). En adelante supondremos que X*t) = Y vy

X® = X, esto es sélo para simplificar la notacién.

Al igual que antes nuestra distribucién objetivo es 7. Si suponemos que X ~ 7, entonces

la férmula de densidad condicional nos permite ver que

frx (y,x) = fyx (¥ ]x) fx (%)
= K((xy)r(x). (2.2)

Sustituyendo el resultado de la ecuacién (2.2) en la ecuacién (2.1) obtenemos

1(Y,X) = //W(X)K(X,y)longy
= //W(X)K(x,y)log&’)y)dxdy. (2.3)

Lo que se desea ahora es escoger direcciones e para las cuales I (Y, X) sea pequena.
Como [ es una divergencia Kullback-Liebler, entonces I esta bien definida ya que I > 0
eI =0siysolosi Yy X son independientes, es decir fx vy = fxfy (sin embargo, I no
es una métrica ya que no es simétrica). Entonces la idea de minimizar I en términos de e

tiene sentido.

Ver Cover y Thomas (1991)[6].
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Dedicaremos la siguiente seccién al estudio del caso en el que 7 es una distribucién
Normal multivariada. En este caso particular es posible obtener una expresion analitica
para I (Y, X).

2.1. Caso Normal

Supongamos que la distribucién objetivo 7w es una distribucién Normal n-variada con
matriz de precision® A, y vector de medias p. Si X ~ 7 entonces su funcién de densidad

estd dada por

o = ( (';:)‘)/ exp {5 - Al | (2.4

Como se explico anteriormente, dada la direccién e € R", |le|]| = 1, la cadena se mueve
de X® = x a XD = x 4 re, donde la longitud r € R tiene distribucién ¢ proporcional

aTm (x(t) + re). De esto se sigue que

ot ex) o exp{ =3 Gt re ) Al re— )

= exp{—%(Vere)TA(v—l—re)}, (2.5)

donde v = x— p. Haciendo un poco de dlgebra sobre la ecuacion (2.5) se puede determinar

la distribucién de r. Asi

2La matriz de precisién es la inversa de la matriz de varianzas y covarianzas. En Estadistica Bayesiana

se usa con mayor frecuencia ya que hace los cdlculos mas sencillos.
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g(r|ex) o

@
"
i)

Il
e}
]
o)
—N— —N— —— —A— A A= A A=
|

(v+re)  A(v+ re)}

(vI +re") A (v + re)}

(viA +re"A) (v + re)}

N~ N~ N~ N~ N~

(VTAV +re’ Av +viAre + reTAre) }

(VTAV +2reT Av + TZeTAe) }

_ _elAe [, Lo el Av N vl Av
- P 2 " "eTAe " eTAe
efAe |, e’ Av
X exp T |7 2r "o Ao
eTAe | , el Av e’ Av’
X expg T re —2r “TAe + T oT Ao
elAe [ e"Av\]’
o expy —— _7‘ — (—m)] } (2.6)

., . . . . . ., . T
La ecuacion (2.6) implica que r sigue una distribucién Normal con media —2;:: y pre-

cisién el Ae.

Ahora hay que notar que, dada la direccién e, el Kernel de transiciéon correspondiente

es

Ke(x,y) = g(e'(y—x)[ex)l(y=x+e' (y—x)e)

~ [eTAe I/Qe _elAe o7 (y - x) + e’Av\’
B 27 P 2 Y elAe

1(y=x+e'(y—x)e). (2.7)

Esto se debe a que, para ir de x a y sobre la direccién e es necesario que r = e’ (y — x),

lo cual se sigue de y —x = re y el'e = 1. Asi, condicionalmente a e y x, y estd restringida
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alalineay =x+el (y—x)e.

Con esto ya podemos calcular la informacién mutua entre Y = X#1) y X = X® dada

la direccién e. Utilizando la ecuacion (2.3) se obtiene:

I(Y,X) // (x,y) log %dxdy. (2.8)

Para desarrollar la ecuacién anterior trabajaremos primero con el término que involucra

el logaritmo. Entonces

Ke(x,
logM = log Ke(x,y) — logn(y)

m(y)

1 elAe e"Av\’
= 3 [log (e" Ae) — log(2m)] — (eT (y —x) + eTAe)
1 1
5%@AF%bM%N+QW—MVA@—u)
1 1
= -3 log |A| + glog(27r) b log(27r) +3 log (" Ae)
1| - e’Av\’ -
§[A%F@ X) = Fae) ~ VKA —p)
1 1
= c+ §log (eTAe) ~5 Q1(e,x,y) — Q2(y)], (2.9)
donde
n—1
c = — log(2m) — = log |A]
T
T T e’ Av
Quexy) = eAe (el (y-x)+ St )

Q:(y) = (y—w) Ay —p).
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Desarrollando la primera integral de la ecuacién (2.8) obtenemos

/K (x, Y)logK((—y’)ydy /K X,Y) [H—ZOQ( Ae) ——[Q1(e x,y) = Q2(y)]| dy
/K dy+—logeAe /K (x,y)dy
——/QlexyK(Xydy+ /Q2 o(x,y)dy
- c—i—llog (e"Ae) — —/Ql(e,x, V) Keo(x, y)dy

/Q2 (x,y)dy, (2.10)

lo cual se debe a que [ Ko(x,y)dy =1 por definicién de Kernel de transicién.

Para simplificar la ecuacién (2.10) desarrollamos la primera integral. Los célculos son

sencillos recordando que r = e’ (y — x). Asf

[ e xyrixyy = [ ( (y— %) + eTAV)me,y)dy

eTAe

TA 2
= eTAe/(r—l—ZTAZ) g(r | e, x)dr

eTA TAv)®
= eTAe/ r? +2r V+<e V) ]g(r|e,x)dr

eTAe eTAe
e’ A
= elAe [/ g(r | e, x)dr +2 AZ /rg(r | e,x)dr

+ (i%) /g(r | e,x)dr]

T T 2
T 9 e’ Av e’ Av
= e Ae E[T}+2eTAeE[T]+(eTAe) (1)]

B eTAe_ 1 . e’ Av 2_2eTAV e’Av
N eTAe eTAe elAe \ eTAe

N eTAv)?
eTAe

= 1 (2.11)
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Es posible calcular la segunda integral de la ecuacién (2.10) sustituyendo y = x+rey

v=x—p. Asi

[ @awmaix

y)dy = /(y — )" Aly — p)Ke(x,y)dy

= /(x—l—re — ) A(x +re — p)Kq(x,x + re)dr
= /(Te +v)TA(re + v)ge(r)dr
— / (r’e" Ae + 2re” Av + vI Av) go(r)dr

= /rzeTAege(r)dr+2/reTAvge(r)dr+/VTAvge(r)dr
= e"AeE [r?] + 2v' AeE[r] + vI Av

TAvV? 1 vl Aee” Av
— eTAe (S ot T T L VTA
¢ Ae eTAe eTAe eTAe TV Ay
(eTAV)2 (eTAv)2
= — 2t 4+ 1 -2—7’ TA
eTAe eTAe tvoAv
(eTAV)2 T

Por lo tanto, sustituyendo (2.11) y (2.12) en (2.10) se tiene

[ o

1 T 1viAee’Av
= — Ae) — —n—— Av. (2.1
dy c+ 2109 (e" Ae) 5 ofAe TV AV (2.13)

Keo(x,y)
m(y)

Sustituimos la expresion anterior en (2.8) y calculamos la integral respecto a x. Asi

1(Y,X)

1 1viAee’ A
/ﬂ'(X) [c + ilog (e"Ae) — §—V e;Ze Yy VTAV] dx
1 1 [vIAeeTAv
c/w(x)dx+§log (e" Ae) /W(X)dx— E/Wﬂ(x)dx

+ / m(x)v Avdx

1 T 1 [vTAee’Av
c+§10g(e Ae) ——/W

5 W(X)dX—l—/ﬂ'(X)VTAVdX. (2.14)




CAPITULO 2. GIBBS DIRECCIONAL OPTIMO 21

AeeTA
el Ae -

Para el calculo de la primera integral de la ecuacién anterior definimos R =

Recordemos que la esperanza de una forma cuadratica estd dada por

E[zRz| = tr(RXz) + puyRuz, (2.15)

donde pz = E[Z] y ¥z = Var[Z]. Ademés se puede mostrar que E[v] =0y Var[v] = A~%.
Luego

= 1. (2.16)

La segunda integral de la ecuacién (2.14) se calcula como sigue:

[vaveeix =[x " AG - wrlxax

= /XTAXTF(X)dX — ZMTA/XW(X)dX + /,u,TAwT(X)dx

= E[x"Ax| —2p" AE[X] + p"Ap(1)

= tr(AA Y)Y +pu"Ap —2u"Ap +ptAp

= tr(Ixn)

- n (2.17)
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Sustituyendo (2.16) y (2.17) en (2.14) podemos concluir que la informacién mutua entre
X (t+1) y X®) eg

Ie (X(t+1), X(t)) =c+n-— % + % log (eTAe) =C+ %log (eTAe) , (2.18)

1
donde C =c+n — 7 Es importante notar que I, no depende de donde se encuentra la

cadena, es decir, no depende de X®.

2.1.1. Eligiendo un Conjunto de Direcciones

De acuerdo a la ecuacién (2.18), la mejor direccién es aquella que minimiza C' +
%log (eTAe). Como este algoritmo es un caso particular del algoritmo M-H, entonces
los teoremas de convergencia expuestos anteriormente son validos. Sabemos que la ca-
dena debe ser m-irreducible para que su distribucién ergédica sea w. Por esta razén no
podemos tomar tnicamente la mejor direccion ya que la cadena solo recorreria una linea

en el espacio X C R".

Necesitamos entonces obtener una distribucién completa para e. Si las direcciones tienen
funcién de densidad h(e), y el soporte de h es la esfera S™, entonces se garantiza que la

cadena de Markov con kernel de transicién | Ke(x,y)h(e)de es m-irreducible.

Kaufman y Smith (1998)[17] argumentaron que una distribucién 6ptima para las direc-

ciones es aquella cuya funcion de densidad satisface

h(e) x  sup { / w(x+7e)dfﬁ(’rL}, (2.19)

xEX,reR X +re)

y optimiza la tasa de convergencia geométrica a la distribucién estacionaria del Gibbs

direccional resultante. Sin embargo, el resultado anterior sélo aplica para distribuciones
|,r.‘n—1

w(x+re)”

Ademas de esto, muy poco se ha dicho en la literatura respecto a las direcciones éptimas

con soporte X acotado. Para soporte no acotado no es posible controlar el término

del algoritmo Gibbs direccional.
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Christen y Fox (2011)[5] argumentan que la distribucién h*, cuya densidad satisface

-1/2

h*(e) x (e” Ae) : (2.20)

permite minimizar la ecuacién (2.18). Para ello hacen notar que minimizar /. (X(t“), X(t))

es equivalente a maximizar

exp {—Ie (X(”l), X(t))} = exp {—C - %bg (eTAe)}

— Cy(e"Ae) 2, (2.21)

donde Cy = exp{—C1}. Si se toman simulaciones de h*, entonces se generan direcciones
~1/2 - L,
e con valores grandes de (eTAe) / , con lo cual se maximiza la ecuacién (2.21) y, en

consecuencia, se minimiza I,.

La eleccién de h* resulta muy conveniente ya que es sencillo simular de ella. Si se genera
e de una Normal multivariada centrada en el origen y con matriz de precisiéon A, y se
calcula e* = i, entonces e* ~ h*.
el
Hay dos cosas que remarcar hasta el momento. La primera es que para simular las
direcciones sélo se necesita conocer la matriz de precision A y es posible prescindir de
la media p. Por otro lado, para simular de la Normal multivariada es necesario simular

practicamente de la misma Normal. Para este caso particular el resultado no es muy ttil.

No obstante, este resultado nos permitira trabajar con distribuciones objetivo mas ge-
nerales mediante el uso de una aproximaciéon local Normal a la distribucién objetivo.

Desarrollaremos esta idea en la siguiente seccién.

2.2. Aproximaciéon Local Normal

Sea 7 la distribucion objetivo con soporte X C R™ como antes. Supongamos que X € R"

es un vector aleatorio con funcién de densidad 7(x). Supongamos ademds que para cada
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x € X podemos calcular el gradiente V(x) y el Hessiano H(x) de —logm(-). Si esto es
cierto, entonces podemos obtener una aproximacién Normal a m(x) en cada punto de X,

es decir, una aproximacion Normal local.

Para hacer esto consideramos la aproximacién de Taylor de segundo orden de — log 7(y)

~logm(y) &~ logm(x) + V(x)(y — %) + 5y — ) HG)(y — ). (2.22)

Completando cuadrados en la expresion anterior obtenemos

—x") H(x) (y - x)

[y"H (x) - x"H (x)] (y — x)

1
RN
—logw(x)+§V(x)( X) +

—logm(y) ~ —logm(x)+ V (x) (y — x) (y"
1
2 Y
—log 7 (x) + % 2V (x)y — 2V (%) X]

y ' H (x)y — x'H (x)y — yTH(X)X +x'H (x) x]
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45 YT HE) - xTH) + Y (0] H VT (x)
= c(x) + 5 [YTH) —xTHR) + V(0] [y —x + B (x) V7 ()]
= e+ 3 [y H () - x"H(x) + V () HOOH)] [y —x + HG) VY (x)]
= c(x) 5 [y" X"+ V) HE HE) [y —x + H (0 97 (0)
= c(x) + 5 [y —x + HOOVT ()] HE) [y —x + H (0 V7 (%)
= c(x) + 5 Iy~ p HE [y — ()], (223)

donde ¢ (x) = —log7 (x) — iV (x) H(x) V" (x) y p(x) =x — H™! (x) V7 (x). Luego

m(y) = exp—[-logn(y)]
exp { =0 = 5y = 1 GO HGO) by — e (0]
1

{5 by w0 HGOy - (0] | (2:24)

Q

Q

Entonces tenemos una aproximacién Normal local a m con vector de medias p(x) y

matriz de precisién H(x).

Utilizando la ecuacién (2.24) y los resultados de la seccién anterior podemos proponer
un algoritmo Gibbs direccional 6ptimo que nos permita simular de una distribucién ob-

jetivo mas general que la distribuciéon Normal. Este algoritmo funciona como sigue:

Dado X®) = x :
1. Se genera e = He—H, donde e* ~ N (0, H(x)).
e*
T
2. Se genera r ~ N(u,7), donde p = —% y 7 = e H(x)e.

3. Se propone XD = x + re.

4. Se acepta la propuesta con probabilidad Metropolis-Hastings.
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A continuacion analizaremos la probabilidad de aceptacion. Recordamos que el cociente

M-H esta dado por R = %. En nuestro contexto y = x + re,

q(x|y)=g(r|—ey)h*(-ely), (2.25)

q(y [ x) = g(r | e,x)h"(e | x). (2.26)

Si hacemos f(x) = log 7(x), entonces

log R = f(y)+1logq(x |y) — f(x) +logq(y | x). (2.27)

Definimos ahora

Uxle,r) = f(x)+logg(y %)
= f(x)+logq(x+re| x). (2.28)

Como ¢(x+re | x) = g(r | x,e)h*(e), entonces

g(x+re|x) = KH(X)(GTH(X)e)_%<e H(X)e.)E exp{—e H(x)e (r—l— e' V(x) ) }

V2r 2 e"H(x)e
_ \/%KH(X) exp {_e HQ(X)G (r + ee;g((;))e) } (2.29)

Por lo tanto

Ux(e,r) = f(x) + log Knux) — e Hixe (7’ + e V(x) ) : (2.30)
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donde

Kyl = e’ H(x)e %de 2.31
o= [ (e HER) 231

es la constante de normalizacién de la funcién de densidad h*(x), la cual depende de x.

Podemos ver entonces que

R(x,e,1) = exp{txire(—€,7) — Ux(e,r)}. (2.32)

Igual que antes la probabilidad de aceptar un salto de x ay = x+re es min{1, R(x,e,r)}.
Se utilizo la expresion (2.27) para redefinir R y esto nos permite tener mayor estabilidad

numérica al simular.

El algoritmo es bastante general ya que para simular de 7 sélo es necesario conocer el
gradiente y el Hessiano de — log 7(x) para cada punto x € X'. Debido a su construccion,

se esperaria que el desempeno sea muy bueno.

Sin embargo, existe una problema importante con la implementacién. La constante de
normalizacién de la funcién de densidad h*, definida en la ecuacién (2.31), no se puede
calcular de forma analitica. Esto hace que tengamos que recurrir a una aproximacion

numérica, lo cual sélo es factible para dimensiones pequenas.

2.3. Otras Direcciones ()ptimas

Debido a la problematica senalada anteriormente, consideraremos una distribucion para

las direcciones e distinta de la distribucién propuesta por Christen y Fox (2011)[5].

Una idea simple es hacer que la cadena se mueva sélo en un nimero finito de direcciones.
Para ello, haremos que las direcciones e sean los eigenvectores de la matriz H(x), asi e €
{e1,eq,...,e,}. Lai-ésima direccién se seleccionard con probabilidad proporcional a A, L

donde )\; es el eigenvalor correspondiente al i-ésimo eigenvector , i = 1,2,...,n . Luego
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ha(es) = (kA:) ™ (2.33)

donde k = >_7 | A\;'. Haciendo esto la distribucién de e se vuelve discreta. Ademas se
elimina por completo el problema que teniamos con la constante de normalizacién de la

distribucion A* y la dimensién de 7 ya no es un problema.

Podemos ver que la direccién e, asociada al eigenvalor més pequeno A, de H(x) es
6ptima. Para ello hay que notar que, si deseamos minimizar I (XD X®) es decir,

minimizar la ecuacién (2.18), entonces

llell=1 llell=1

min [, (XY, X®) = mn {C’ + %log (eTAe)}
= C+ % log (mlm1 {eTAe}>

1

Ademas, el minimo se alcanza cuando e es el eigenvector asociado a \,, es decir, e = e,,.

Como mencionamos antes, no es posible tomar sélo la direccion que minimiza I, por
lo cual debemos tomar el resto de los eigenvectores para garantizar que la cadena sea

m-irreducible.

En el Capitulo 3 realizaremos pruebas para evaluar nuestro algoritmo utilizando ambas

distribuciones, h* y hy.




CAPITULO 3

Experimentos

Para probar el desempeno de nuestro algoritmo utilizaremos como distribucién objetivo
una variante de la llamada distribucion Normal sesgada. Nuestra eleccion de esta distribu-
cién se debe a su sencillez y versatilidad, ademés del hecho de que nos permite calcular

de forma analitica el gradiente y el Hessiano de — log .

A lo largo del capitulo probaremos el algoritmo con varios casos particulares de la

distribucion objetivo y senalaremos las ventajas y desventajas de nuestro enfoque.

3.1. Distribucion Normal Sesgada Mediante una Dis-
tribucion Logistica

Antes de definir nuestra distribucién objetivo es indispensable hablar de la distribucién
Normal sesgada (Skew-normal). El siguiente Lema nos dard las bases para definirla en el

caso univariado.

Lema 3.1.1. Sea fo una funcion de densidad de probabilidad unidimensional simétrica
alrededor de 0, y sea G una funcién de distribucion unidimensional tal que G’ existe y es

una funcion de densidad de probabilidad simétrica alrededor de 0. Entonces

f(2) = 2[o(2)G(w(2)), (3.1)

para —o0 < z < 00, es una funcion de densidad de probabilidad para cualquier funcion

impar w(-).
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Este resultado nos permite modificar una funcion de densidad simétrica “base” f; me-
diante una funcién de “perturbacién” G(w(z)) y obtener una nueva funcién de densidad f.
Las condiciones que se piden sobre G y w son minimas y esto abre la posibilidad de crear
una gran variedad de distribuciones con una misma base fy. Es sencillo ver que el con-

junto de densidades “perturbadas” incluye a la densidad fy, y se obtiene cuando w(x) = 0.

Un resultado muy 1til asociado al Lema anterior es el siguiente.

Teorema 3.1.1. Si X ~ G yY ~ f, son variables independientes, entonces
7 Y, si X <w(Y),
-Y, en otro caso,

sigue la funcion de densidad en (3.1).

La expresién anterior da un método muy sencillo para obtener simulaciones de la den-

sidad (3.1).

Si utilizamos el Lema 3.1.1 con fy = ¢ y G = @, la funcion de densidad y la funcién de
distribucién de una variable N(0, 1), respectivamente, y w(z) = ax, a € R, obtenemos la
densidad

¢(za) = 2¢(2)®(2), (3.3)

para —oo < 2z < 00, la cual es llamada densidad “Normal sesgada” con parametro de

forma a.

Para definir la versiéon multivariada ocuparemos la extensién del Lema 3.1.1 al caso

multidimensional.

Lema 3.1.2. Si fy es una funcion de densidad de probabilidad n-dimensional tal que
fo(x) = fo(=x) para todo x € R", G es una funcion de distribucion unidimensional
diferenciable tal que G es una funcion de densidad simétrica alrededor de 0, y w es una

funcion real tal que w(—x) = —w(x) para todo x € R™, entonces

f(2) = 2o(2)G(w(2)), (3.4)
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z € R, es una funcion de densidad sobre R™.

La condicién fy(x) = fo(—x) es llamada “simetria central”. El teorema anterior nos

permite manipular distribuciones multivariadas de forma similar al caso univariado.

Un resultado andlogo al que se presenta en el Teorema 3.1.1 nos permitird simular de

este tipo de distribuciones de forma simple.
Teorema 3.1.2. 5i X ~ G y Y ~ fy son variables independientes, entonces

-Y, en otro caso,

Z—{ Y, si X <w(Y),

sigue la funcion de densidad en (3.4).

Este resultado es muy 1util ya que podremos comparar las simulaciones obtenidas con

nuestro algoritmo con una muestra independiente de la distribucién objetivo.

Supongamos ahora que fy(x) = ¢,(x;X) es la funcién de densidad de una variable
N,(0,%), G = & y que w(x) = a’x es una funcién lineal. Si ademds permitimos la
presencia de un parametro n-dimensional de localizacién &, entonces utilizando la ecuacién

(3.4) obtenemos la densidad

f(y) =20a(y — & Z)0(a” (y — &), (3.6)

y € R”, donde ax es un parametro de forma. Si una variable aleatoria n-dimensional Y
tiene funcién de densidad (3.6), entonces se dice que Y sigue una distribuciéon Normal

sesgada n-variada.

Hasta aqui s6lo hemos definido la distribucién Normal sesgada. Si el lector desea conocer
mas acerca de las propiedades de esta distribucion puede encontrar una revision detallada
en Azzalini (2005)[1].
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Nuestra funciéon objetivo serd una variante de la distribucion Normal sesgada ya que,

en lugar de tomar la funciéon de perturbacion G = ®, tomaremos

1
- Ltexp{—(z—p)/s}

G(z) (3.7)

G(z) es la funcién de distribucién Logistica con pardametro de localizacién p y pardmetro
de escala s. Por esta razén decimos que nuestra distribucién objetivo 7 es una distribucion

Normal sesgada mediante una distribucion Logistica.

Para implementar nuestro algoritmo, supondremos que fo(x) es la densidad de una

variable N, (0, A), donde A es la matriz de precision, esto es

folx) = (éﬂ» " exp {—%XTAx} . (3.8)

Supondremos ademas que el parametro de localizacion de la distribucién logistica es 0

y que el parametro de escala es s = \/737 lo cual hace que la varianza de G sea 1; asi

1
1 + exp {—m;/\/g}

G(z) (3.9)

Por ultimo, consideraremos que el parametro de localizacion £ es el vector n-dimensional

0. Luego, utilizando la expresion (3.4) obtenemos

m(x) = 2fo(x)G (o x)

7 <<|2j:>|) o {_%XTAX} 1+ exp {—17raTx/\/§} |

La Figura 3.1 muestra los contornos de m para diferentes valores del parametro a y
la matriz de precisién A, en el caso bidimensional. Ademas, la grafica muestra 10,000
simulaciones que se obtuvieron utilizando el Teorema 3.1.2. Esto nos permite observar el

comportamiento de una muestra independiente.
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alpha = (-1.0, -1.0) Sigma = matrix(1.0, 0.5, 0.5, 1.0) alpha = (-0.5, 5.0) Sigma = matrix(1.0, 0.9, 0.9, 1.0)

R R
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a) b)
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Figura 3.1: Contornos y muestra independiente de la distribucion Normal sesgada me-

diante una distribucion Logistica.

Para implementar el algoritmo necesitamos calcular el gradiente y el Hessiano de — log 7(x).

Para ello comenzamos notando que

—log (x) = —log2 — log fo(x) — log G (a’x) . (3.10)

Luego

V(x) = E;ix (—log fo(x)) — % (log G (a"x)) . (3.11)

Calculamos por separado las parciales de la expresion anterior. Asi
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0 9 (1 ;
= (—log fo(x)) = = (§X AX)
= Ax, (3.12)
y
0 T LT
a—X(logG(a x)) = @G (a X)a
! TX — aTx «
o (607 (1-6 (o))

= (1-G(a'x)) e, (3.13)

lo cual se debe a que G’ (a'x) = G (a’x) (1 — G (a’x)). Sustituyendo (3.12) y (3.13)

en (3.11) obtenemos

V(x)=Ax— (1- G (a'x)) o (3.14)
Por otro lado

Hx) = ~(Ax—[1-C(a"x)] )

0 0 T
= 8_X(AX)_8_X<[1_G(a x)}a)
= A+G (aTx) aal

= A+g(a'x)aa’, (3.15)
donde g es la funcién de densidad logistica.
Con esto tenemos todos los ingredientes listos para experimentar con el algoritmo de

la seccion 2.2. Para analizar los datos de forma grafica nos concentraremos en el caso

n = 2. La Figura 3.2 muestra las simulaciones obtenidas para los mismos ejemplos de la
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Figura 3.1, después de 10,000 iteraciones del programa. El punto inicial de la cadena es

X(© = (0,0), lo cual hace innecesario el burn in.

alpha = (-1.0, -1.0) Sigma = matrix(1.0, 0.5, 0.5, 1.0) alpha = (-0.5, 5.0) Sigma = matrix(1.0, 0.9, 0.9, 1.0)

o o
X_q X 1
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-3 -1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 0 1 2 3
X1 X1
a) b)
alpha = (-5.0, 5.0) Sigma = matrix(1.0, 0.9, 0.9, 1.0) alpha = (-10.0, -10.0) Sigma = matrix(1.0, 0.5, 0.5, 1.0)
S
2 1
1] 0
o ! o1
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-2
-2
=3
=3
A S E— 0 i 2 3 s =3 =2 -1 0 1
X1 X1
c) d)

Figura 3.2: Simulaciones obtenidas con el algoritmo Gibbs direccional 6ptimo utilizando

la distribucién h* .

Podemos ver que la distribucién de las simulaciones generadas con el algoritmo Gibbs
direccional éptimo es muy similar a la que se observa en la muestra independiente. Si bien

esto es solamente una impresién visual, nos da idea del funcionamiento del algoritmo.
La Tabla 3.1 muestra la tasa de aceptacion y el valor del Integrated Autocorrelation

Time' (IAT) para cada uno de los ejemplos anteriores. El IAT da una idea de la calidad

y correlacion de la cadena resultante.

Hay que notar que el valor del IAT es pequeno en todos los casos. Eso es bueno ya

Wer Apéndice.
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a b IAT Tasa de aceptacion
a) | (—-1.0,—1.0) | (1.0,0.5,0.5,1.0) | 4.039870 0.8712
b) (—0.5,5.0) (1.0,0.9,0.9,1.0) | 6.944900 0.7693
c) (—5.0,5.0) (1.0,0.9,0.9,1.0) | 3.909896 0.8485
d) | (=10.0,-10.0) | (1.0,0.5,0.5,1.0) | 7.629253 0.6892

Cuadro 3.1: IAT y tasa de aceptacién de las simulaciones obtenidas con el algoritmo

Gibbs direccional 6ptimo utilizando la distribucién h* .

que si queremos generar una muestra independiente de tamano N, entonces el niimero
de observaciones que debemos generar con nuestro algoritmo Gibbs direccional éptimo
es aproximadamente M = N % [AT. Por otro lado, la tasa de aceptacién es grande en
todos los casos. Esto es muy relevante ya que nos indica que la cadena se mueve constan-
temente. Ambas medidas nos indican que el desempeno del algoritmo es bastante bueno,

y confirman la impresién que tuvimos al observar la Figura 3.2.

Es importante mencionar que no es posible utilizar el algoritmo Gibbs sampler con-
vencional en estos ejemplos particulares, ya que las distribuciones condicionales totales
no son distribuciones conocidas de las cuales se pueda simular de forma sencilla. Esto
es un punto a favor del esquema que estamos manejando ya que, incluso para ejemplos

relativamente sencillos, el algoritmo Gibbs clasico no es viable.

Sin embargo, el algoritmo no es perfecto y presenta varios problemas importantes. Una
restriccién muy fuerte es que la matriz Hessiana H(x) tiene que ser definida positiva para

todo x € R", ya que de otra forma no existiria la aproximaciéon Normal.

El problema mas grande es que no podemos normalizar de forma analitica la funcién de
densidad h*(e) o (eTH(x)e)_l/ > Esto nos obliga a calcular la constante de normalizacién
Kuex) = [q (eTH(x)e)_l/ ? de numéricamente. La implementacién del algoritmo se com-
plica desde n = 3. En la actualidad muchas aplicaciones trabajan con distribuciones con

dimensiones muy altas. Por esta razén el algoritmo que proponemos se vuelve inviable.
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3.2. Direcciones de Eigenvectores

En la Secciéon 2.3 propusimos una distribucion alternativa a hA* con la que se intenta
eliminar las dificultades anteriormente mencionadas. La idea es tomar las direcciones e

como los eigenvectores de la matriz H(x).

Veamos ahora el comportamiento del algoritmo con esta variante. La Figura 3.3 muestra
el desempeno sobre los mismos ejemplos de la Figura 3.2. En ella podemos observar algo
muy interesante. En los ejemplos a) y b) las simulaciones se encuentran bien ditribuidas
sobre toda la regién de interés. Sin embargo, en los ejemplos c) y d) las simulaciones estan
fuertemente concentradas en una regién muy particular. Esto se debe a que en dicha regién
los eigenvalores de H(x) son muy contrastantes, uno es mucho mas grande que el otro, y

por consecuencia se obtienen simulaciones en direcciones similares por mucho tiempo.

alpha = (-1.0, -1.0) Sigma = matrix(1.0, 0.5, 0.5, 1.0) alpha = (-0.5, 5.0) Sigma = matrix(1.0, 0.9, 0.9, 1.0)

X2

-3 -1
-3 =2 - 0 1 2 0 1 2 3 4
X1 X1
a) b)
alpha = (-5.0, 5.0) Sigma = matrix(1.0, 0.9, 0.9, 1.0) alpha = (-10.0, -10.0) Sigma = matrix(1.0, 0.5, 0.5, 1.0)
4
3
1
2
1] 0
o o
X 0 <

Figura 3.3: Simulaciones obtenidas con el algoritmo Gibbs direccional 6ptimo utilizando

la distribucion hy .
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Esto parece indicar que este esquema funciona bien en casos sencillos, pero se vuelve
ineficiente ante distribuciones raras. No obstante, es posible modificar la probabilidad con

las que se escogen las direcciones para evitar en cierta medida estos problemas.

Nuevamente tomaremos las direcciones e como los eigenvectores de H(x), pero la pro-
babilidad de escoger e; ahora serd proporcional a ()\i)_b, donde b ~ Beta(1,9), esto es
ho(e;) o (M) ", Esto permite que las probabilidades puedan hacerse mas balanceadas en

regiones en las que hay un eigenvalor muy dominante.

La Figura 3.4 muestra el comportamiento del algoritmo resultante de esta modificacion.

Seguimos usando los mismos ejemplos para poder hacer comparaciones directas.

alpha = (-1.0, -1.0) Sigma = matrix(1.0, 0.5, 0.5, 1.0) alpha = (-0.5, 5.0) Sigma = matrix(1.0, 0.9, 0.9, 1.0)
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Figura 3.4: Simulaciones obtenidas con el algoritmo Gibbs direccional 6ptimo utilizando

la distribucion hs .

Los ejemplos a) y b) muestran un buen comportamiento de las simulaciones igual que
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antes. Por otro lado, los ejemplos ¢) y d), los cuales identificamos como dificiles anterior-
mente, parecen haberse corregido pues ya no se aprecia la concentracion de las simula-

ciones que aparecia en la Figura 3.3.

La Tabla 3.2 muestra los valores del IAT y la tasa de aceptacion. En ella podemos ob-
servar un comportamiento similar al de la Tabla 3.1. Las tasas de aceptacion se mantienen
altas y no representan un problema. EI IAT por su parte es ligéramente mas alto que en
la tabla anterior, salvo por el ejemplo ¢). No obstante, la diferencia no es muy grande,

sobre todo si consideramos que el IAT varia entre muestra y muestra hasta por una unidad.

a by IAT Tasa de aceptacion
a) | (—1.0,—1.0) | (1.0,0.5,0.5,1.0) | 4.497301 0.8793
b) (—0.5,5.0) (1.0,0.9,0.9,1.0) | 7.844630 0.7534
c) (—5.0,5.0) (1.0,0.9,0.9,1.0) | 2.705416 0.8809
d) | (=10.0,—-10.0) | (1.0,0.5,0.5,1.0) | 8.821470 0.7327

Cuadro 3.2: TAT y tasa de aceptacién de las simulaciones obtenidas con el algoritmo

Gibbs direccional 6ptimo utilizando la distribucion hs .

Todo parece indicar que las correcciones sobre las probabilidades tuvieron un efecto po-
sitivo. Nuestra eleccién de la distribuciéon Beta(1,9) fue meramente intuitiva. De hecho,
los parametros de la distribuciéon Beta son una perilla del algoritmo que podemos usar a

nuestro favor.

Entre los tres esquemas presentados, este ultimo parece el més viable ya que muestra
un buen desempeno y los valores del IAT son muy similares a los obtenidos con nuestro

esquema original.

En el siguiente capitulo resumiremos los resultados que hemos obtenido y daremos

nuestras conclusiones.




CAPITULO 4

Discusién y Conclusiones

En este trabajo de tesina se estudié la propuesta de Christen y Fox (2011) sobre Gibbs
direccional 6ptimo. Como consecuencia se desarrollo un algoritmo Gibbs direccional que
permite simular de diversas distribuciones objetivo mediante el uso de una aproximacién

Normal local.

El algoritmo propuesto requiere tres elementos indispensables para su implementacion:

1. Conocer el gradiente de —logm(x), V(x), para todo x en el soporte de la distribucién

objetivo.

2. Conocer el Hessiano de —logm(x), H(x), para todo x en el soporte de la distribucién

objetivo.

3. Que H(x) sea una matriz positiva definida para todo x en el soporte de la distribu-

cién objetivo.

Es cierto que estas tres condiciones no se tienen para cualquier distribucién objetivo. Sin
embargo, para los casos en los que se cuenta con esta informacion, el algoritmo propuesto
es una excelente opcion ya que no requiere tener mayor conocimiento de 7. En aplicaciones

complejas donde la dimensionalidad es alta este enfoque resulta muy conveniente.

Después de las pruebas realizadas en el Capitulo 3 consideramos que la distribucién de

direcciones 6ptimas que genera mejores resultados es h*. La mejor caracteristica de esta
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distribucién es que tiene como soporte la esfera S™. Sin embargo, es necesario calcular la
constante de normalizacién de dicha distribuciéon numéricamente. Hacer esto no es sencillo

para aplicaciones con dimensionalidad alta.

Debido a los problemas que presenta h* optamos por elegir la distribucion hy como la
distribucion de direcciones optimas. Esta eleccion nos permite trabajar de forma sencilla
con distribuciones objetivo en dimensiones altas. La distribucién tiene la gran ventaja de
ser discreta. Ademas, la posibilidad de variar los parametros de la distribucion Beta la

hacen mas versatil.

En la tesina sélo consideramos tres distribuciones para las direcciones e. Por supuesto
éstas no son las tnicas posibles. Ain queda mucho por investigar sobre las direcciones

optimas.

El algoritmo tinicamente fue probado con ejemplos sencillos para los cuales se tiene una
gran cantidad de informacién. En estos casos se obtuvieron buenos resultados. El siguiente
paso es probar el algoritmo en una distribucién mas compleja como las que aparecen en

el area de problemas inversos. Esto es un posible proyecto a futuro.

Por ultimo, es importante mencionar que el algoritmo fue implementado en el lenguaje
de programacion orientado a objetos Python. Durante la programacion del algoritmo
pudimos apreciar que este lenguaje es muy superior al lenguaje R. Una de sus principales
ventajas es que no estd limitado al computo estadistico ya que ofrece una extensa gama de
herramientas para computo cientifico en general. Si bien es cierto que es un lenguaje més
completo, y por ende més complejo, su aprendizaje es sélo un poco méas complicado que
el aprendizaje de R. Por estas razones consideramos que Phyton es una excelente opcion
tanto para el desarrollo de aplicaciones académicas sencillas como para el desarrollo de

aplicaciones de investigacién complejas.




APENDICE A

Integrated Autocorrelation Time

Sea X0 = x0 X1 = xM XM = x(m) ¢ ¥ una realizacién de una cadena de
Markov con distribucién ergédica 7. Suponga que dicha realizacién es obtenida a través

de un algoritmo MCMC y que la cadena se encuentra en equilibrio desde X(©.
Sea ¢ una funcién medible tal que g : X — R. Nos interesa calcular p, = E [g(X)].

Como x© x(M . x(™ es una muestra correlacionada de 7, entonces podemos utilizarla

para estimar i, mediante la siguiente expresion:

o= 3" (<) (A1)

Para evaluar que tan buen estimador es fi, calculamos Var[j,]. Si la muestra fuese

independiente, entonces

Varl,] = V‘Z;[g]. (A.2)
Sea
Cy(t) = Cov [g(X), g(XH1)] (A.3)
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la autocovarianza entre X y X049y sea

(A.4)

la autocorrelaciéon a un corrimiento (lag) ¢, que no depende de ¢ ya que la cadena es

homogenea y ergddica. Es importante notar que la varianza de g es un acaso particular

de la autocovarianza, esto es Var[g] = C,4(0). Luego

Var|p, = Var

= Cy(0) +Cy(1) + ... +Cy(m)
+Co(1) +C4(0) + Cy(1) + Cy(2) + g(m—1)
+Cy(2) + Cy(1) + C4(0) + Cy(1) + ... + Cy(m — 2)

€y () + Cylm — 1)+ Cylm —2) & ...+ C,(0)
= mC(0) + 20m — 1)Cy(1) + 2m — DC(2) + ... + 26, (m)]
c

S LIRS ol (I ng;;]
_ VCZL[Q] 1+2§:(1—%> cg(t)]
_ Var[g]Tg(m)

donde

(A.6)

Entonces, las ecuaciones (A.2) y (A.5) muestran que la varianza del estimador obteni-

da con la muestra MCMC es mas grande que la varianza del estimador obtenida con la
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muestra independiente por el factor 7,(m).

En la ecuacion (A.2) Var[p,] decrece como 1/m, donde m es el nimero de muestras
independientes. Por otro lado, en la ecuacién (A.5) Var[i,] decrece como 7,(m)/m. En-
tonces 7,(m) es el nimero de muestras correlacionadas con el mismo poder de reduccién

de la varianza que el de una muestra independiente.
Sea

Tg

= 7,(00) = lim 7,(m). (A.7)

m—0o0

Si suponemos que T, converge, entonces

T, =1+ Qicg(t). (A.8)

El valor 7, recibe el nombre de Integrated Autocorrelation Time (IAT). En general se
desea desarrollar algoritmos MCMC con un IAT pequeno pues permite estimar de forma

mas precisa Var|fi,], evitando generar muestras demasiado grandes.

En la practica el IAT nos indica el nimero de simulaciones que debemos descartar de
nuestra muestra MCMC para obtener una muestra casi independiente, es decir, nos indica

el valor del thinning!

Estas ideas son sélo una breve introduccién al IAT. Para mayores referencia el lector
puede consultar Roberts and Rosenthal (2001)[16]. Para la estimacién de 7, ver Geyer
(1992)[7].

Ver Seccién 1.2
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