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Introduccion

Un superproceso puede concebirse como un proceso de Markov que toma valores en un espacio de medidas,
y que emerge como limite de difusiéon de poblaciones infinitas sujetas a ramificacion y difusion espacial
aleatorias. Varios de los ingredientes fundamentales para la construcciéon de un superproceso, entre ellos
la ramificacién con estado continuo, aparecieron en algunos trabajos tempranos debidos a Feller [2I] y
Jirina [35]. Los contribuciones pioneras de Watanabe [53] y de Dawson [7] quienes, respectivamente, pro-
porcionaron una construccion rigurosa del superbrowniano y un estudio de su comportamiento asintotico
en el contexto de ecuaciones diferenciales parciales, sentaron las bases para un desarrollo sostenido de
esta teoria.

El superbrowniano, y mas generalmente, el superproceso de Dawson-Watanabe, es un proceso de Markov
cuyos valores son las medidas de Radon no negativas sobre R?, y cuyo estado inicial es la medida de
Lebesgue en dicho espacio. El superbrowniano y sus variantes se obtienen como limites “de alta densidad,
vida media corta y masa pequefia” de modelos clasicos de poblaciones ramificadas [9], en particular, de
caminatas aleatorias con ramificacion critica, o bien de movimientos brownianos ramificados criticos, y
aun méas generalmente, de movimientos a-estables simétricos ramificados, 0 < « < 2, donde el caso a = 2
corresponde al superbrowniano. Uno de los primeros resultados sobre este tipo de modelos es que su
distribucién queda determinada por una ecuacién diferencial parcial no lineal, la cual gobierna al com-
portamiento de sus —asi llamados— funcionales log-Laplace. Ademas de caracterizar la distribucion de
un superproceso, el funcional log-Laplace es una herramienta muy tutil para investigar el comportamiento

limite, cuando t — oo, del correspondiente superproceso.

Un método alternativo para definir y determinar un superproceso es el de caracterizarlo como soluciéon a
un problema de martingala, de manera similar a como lo hicieron Strock y Varadahn [50] en el caso de
difusiones clasicas. Estudios recientes han mostrado que el superbrowniano y variantes de éste, emergen
como limite de una gran cantidad de modelos de sistemas de particulas (reescalados apropiadamente),
tales como procesos de contacto, el modelo de votantes y cierto tipo de difusiones [5], [12], [13], [6]. De

igual modo, es posible obtener una construccion explicita mediante serpientes brownianas [41].

Tomando en consideracion lo anterior, un primer acercamiento a esta teoria exige el conocimiento de una
amplia variedad de herramientas probabilisticas y analiticas, entre ellas teoria de semigrupos de Markov,
convergencia débil en espacios métricos, algunos resultados analiticos de la teoria de ecuaciones diferen-
ciales parciales, asi como célculo estocastico. Estos topicos no suelen ser parte de cursos de probabilidad
y procesos estocasticos estandar, y ain cuando existe una vasta cantidad de material para el estudio de
cada disciplina, en general no se encuentra concentrado de modo que se pueda dar una lectura sin tener
que recurrir a la busqueda de otras fuentes. Es por ello que el propoésito primordial de este trabajo, es el
de proveer al lector interesado en una primera aproximacién a esta teoria, de un documento en el cual se

presente de manera clara y precisa los resultados relevantes para la construccién de uno de los modelos
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maés ricos y representativos de la teoria de superprocesos: el superbrowniano.

Debido a que el superbrowniano es un caso particular del super proceso de Dawson-Watanabe, el proposito

y objetivos particulares de esta tesis son los siguientes:

1. Presentar la construccion de un superproceso de Dawson-Watanabe como limite de movimientos
a-estables simétricos ramificados.

2. Exhibir la caracterizacién de dicho proceso como solucién a un problema de martingala bien plan-
teado.

3. Enunciar el resultado bésico sobre persistencia de dicho proceso, cuando t — oo.

Debido a la amplia variedad de resultados previos requeridos para dar la prueba de convergencia al su-
perproceso de interés, inicamente la prueba de dicha convergencia se hace de manera detallada. Para el
resto de temas tratados, que escencialmente corresponden a medidas de Radon en espacios localmente
compactos, convergencia débil en espacios métricos y problemas de martingala, en general no se daran
demostraciones, pero se remitira al lector a las fuentes en las cuales se puede profundizar en detalles y

en las demostraciones sobre los diferentes topicos tratados.

Se considera que el aporte de esta tesis, no es més que el de constituir una recopilacién de los resultados
més importantes para comprender la construcciéon y caracterizacion de superprocesos clasicos. Asi, para

cubrir los objetivos mencionados, el trabajo ha sido estructurado en seis capitulos.

El capitulo 1 introduce conceptos preliminares sobre el espacio de medidas de Radon y sus subespacios
de interés, como lo son las medidas de Radon finitas, las medidas de contar y las medidas temperadas.
También se definen los conceptos de medida aleatoria y de procesos estocasticos con valores medidas. La
bibliografia basica de este apartado corresponde a [34], [38] y [32].

El capitulo 2 contiene teoria referente a sistemas de particulas Markovianos ramificados, mismos que son
procesos estocasticos de Markov con valores en el espacio de medidas de contar. También se establece la
caracterizacion de tales procesos via su funcional de probabilidades de transicién, la cual, en términos
del funcional generador de probabilidades (FGP), se transforma en la denominada ecuaciéon de Moyal. Se
finaliza con algunos resultados basicos sobre procesos de Markov y problema de la martingala. Otro tema
importante que se introduce en este capitulo es la ecuacién de Skorohod, la cual es un caso particular
de la ecuacion de Moyal. El desarrollo de este material corresponde principalmente a las referencias [44],
[45] v [18].

El capitulo 3 se centra en presentar aquellos aspectos del movimiento a-estable simétrico ramificado
(M R®%) que son relevantes para los propositos planteados. En particular, se dan tanto la definicién heu-
ristica clasica del M R®, asi como su caracterizaciéon via la ecuaciéon de Skorohod, introducida en el
Capitulo 1. Se determina su funcional log-Laplace, y se hace uso de éste para obtener la medida primer
momento, es decir, la medida de intensidad del proceso. Debido a que los procesos de ramificacion usados
son procesos de Markov, se presentan los resultados y los célculos necesarios para obtener el generador
infinitesimal de las dindmicas de ramificacién y migracién de éstos. Tales resultados seran requeridos para

la caracterizacion del superproceso via problemas de martingala. La bibliografia corresponde a [17] y [49].

Un paso crucial es demostrar la compacidad relativa de los procesos aproximantes en el espacio de Sko-

rokhod de funciones cadlag, con valores en las medidas temperadas. Con este fin, el capitulo 4 se ha
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centrado en proporcionar los resultados generales sobre convergencia débil en espacios métricos, haciendo
énfasis en lo referente a convergencia débil cuando tales espacios son espacios de funciones. La bibliografia

utilizada principalmente corresponde a [1], [18] y [40].

Con la herramienta tedrica introducida en éstos primeros capitulos, en el Capitulo 5 se presenta a detalle
la demostracion de que el superproceso en cuestion surge como limite de difusion de movimientos a-
estables ramificados. De igual modo, se presenta la caracterizacién via problema de la martingala de
éste superproceso. La fuente bibliografica corresponde a [49]. Se finaliza con el Capitulo 6, en el cual
se incluye el resultado bésico sobre persistencia en grandes dimensiones del superproceso de Dawson-

Watanabe, donde se siguio6 la prueba dada en [54].
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Notacion

Notacion

Simbolo
N

Z+

Q+

R

c(@)
Ck(G)
Cp(G)
M(G)
Gy (G)

By (G)
5 (G)

¥p

CK,p(G)

Mp = M,(G)
R¢:=RIu{7,}, p>0

Ky(RY)
Ky (RY)
Co(R?)

B(G)
B
Cr

M= M(G)
MF EMF(G)
My = My (G)
Mg = Mo (G)
My (R

My ()

Mr = Mp(G)
N =N(G)

Significado
{1,2,3,...}
{0,1,2,...}

Ntumero racionales no-negativos.

espacio euclideano d—dimensional, d € N

funciones continuas de G en R

{f € C(@), con soporte compacto}

{f € C(G), acotadas } con la norma del supremo
{f:G - R: f medible}

funciones continuas y uniformemente acotadas, definidas en
G

{f e M(G), acotada }

{f € C(G) : limyo f(x) = 0}, es decir es el espacio de

funciones continuas que se anulan en infinito.

1
TPy

Ck(G) U{epp}

{n e M(G): ppp < +oo}

compactificacién de Watanabe de R?, donde Tp €s un punto
aislado.

©p(2)Iga () + 17y (), © € R

CO(I?&CZ) u{ep}

Co(B?) Uy}

extension de Co(R?), resultante de hacer f(7,) =0, Vf €
Co(R?).

o—algebra de Borel de subconjuntos de G.

{B € B(G)|B es relativamente compacto}

{f : [0,00) — E, f continua} espacio polaco de funciones
continuas con la topologia de convergencia uniforme en
compactos.

espacio de medidas de Radon sobre G.

espacio de medidas finitas de Radon sobre G.

espacio de medidas de probabilidad de Radon sobre G.
espacio de medidas de sub-probabilidad de Radon sobre G.
{1 e M(RT): (1, gp) < +o0}

{1 e M(R?) : {1, 0p) + u(7) < +00}

espacio de medidas temperadas sobre G, p > 0.

espacio de medidas de Radon con valores en Z* (medidas

puntuales).
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m

N

<y f>
Pf
(fu)(A)
Vx(+)
Le(-)
Ge(+)

Gi(lw)
S(R?)

8'(RY)
P(S)

FX

c
C(R*,E)
D
D(R*,E)

D,
P(s,z,t,T)
A

A,

I

f(t) ~g(t),t - oo
an, =o(by)

an = O(bn)

C.S

anb

|

=

c.8
MBR
MR*
MR*R
SPM
SPMM
DDF

o—4lgebra de Borel de M.

o—4lgebra de Borel de V.

[ £(s)du(z), ¥f € M*.

[ fdP =< P, f >, para P medida de probabilidad.

Ja fdp, VfeM*.

funciéon generadora de momentos de X.

transformada de Laplace de la medida aleatoria &.
funcional generador de probabilidades de la medida aleato-
ria &.

funcional generador de probabilidades del proceso {N;},
con estado inicial p .

conjunto de funciones infinitamente diferenciables y rapi-
damente decrecientes en R?

distribuciones de Shwartz (dual de §(R%)).

{p:(S,8(S)) - [0,1] : p medida de probabilidad}.
o(X,,0<r<t).

{f:[0,1] > R, f continua}

{f:R* - E, f continua}

{f:[0,1] = R, fes cadlag}

{f :R* > E, fescadlag}, es decir, es el espacio de Sko-
rohod de trayectorias con valores en E, con la topologia
J1— de Skorohod

D(R*,R)

P(X; e T| X = x).

Z;-il aa—;, el Laplaciano

—(—A)‘;/ 2 potencia fraccionaria del Laplaciano. Generador
infinitesimal de un proceso a-estable esféricamente simétri-
co en RY.

es la funcion identidad en R<.

significa que lim;_, o % =1.

lim,, 00 Z—: =0

lan| < M|b,|, para algin M > 0.

casi seguramente

igual por definicion

min(a,b)

fin de demostracion.

convergencia débil.

casi seguramente

Movimiento Browniano Ramificado

Movimiento a-estable Ramificado, 0 < o < 2.

Movimiento a-estable Ramificado Reescalado

Sistema de Particulas Markoviano

Sistema de Particulas Markoviano Multiplicativo

Distribuciones de Dimension Finita

Para los espacios de funciones, cuando los elementos son no-negativos, se indicaré por el superindice +,

por ejemplo C%(G).






Capitulo 1

Preliminares

Tipicamente los superprocesos surgen como limites de difusion de sistemas de particulas ramificadas, los
cuales son procesos con valores en espacios de medidas. El propésito de este capitulo es el de brindar la
herramienta teodrica necesaria referente al espacio de medidas sobre el cual tomaran valores los procesos

en cuestion. Este apartado tiene como base bibliografica el material contenido en [34], [38] y [32].

1.1. Espacio de Medidas de Radon

En adelante G denotara un espacio topologico, Hausdorff y localmente compacto. Ademas, se supondra
que G tiene base numerable. Puede demostrarse que lo anterior implica que G es un espacio polaco (es
decir, G es un espacio métrico, separable y completo) y o-compacto, es decir, existe una familia {K;};»1
tal que
G=UK, K; es compacto y K; c IntK;, 1, Vi. (1.1)
i=1

Definicion 1. Un conjunto A c G, se dice acotado o relativamente compacto si su cerradura, A,

es un conjunto compacto.

Notacion. Si M es un espacio topologico, B(M) denotara la o—algebra de Borel de M, es decir, la
minima o-algebra que contiene a los abiertos de M, y B a la familia de subconjuntos de B(M) que son

relativamente compactos.

Definicion 2. Una medida v en el espacio medible (G,B(G)) es de Borel-Radon (o localmente finita)
st p(B) < +o0, VB € B.

El espacio de medidas de Radon sobre (G,B(G)) se denotara por M o M(G).
Definicion 3. Una medida € M(G) se dice difusa si u({x}) =0, Vzxed.

El espacio de medidas de Radon da lugar a los subespacios siguientes:
a) Mp=Mp(Q):= {,u peMyp ﬁnita}.
b) Mj = M1(G) := {,u tpe My poes una medida de probabilidad}.
c) Mg =My(G):= {,u tp e My pes una medida de sub—probabilidad}.

d) N =N(G) := {u eM:pesZt -valuada}.
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e) Mp=Mr(G):= {,u eM:3Ip>0 talque [(1+z[*)Pu(d) < oo}.

Si un resultado se establece para el caso particular G = R? se indicara explicitamente por M(R?),
Mp(R?), etc. En caso contrario, se usaréa la notacién anterior (M, M, etc.), para la cual se asume la

existencia de un espacio G que satisface las condiciones establecidas al inicio de esta seccion.

Nota 1. Mds adelante se verd que las propiedades de separabilidad y completez del espacio G, son
necesarias para garantizar existencia de procesos, por lo que para los fines de este trabajo bastard pedir
éstas propiedades a G.

1.1.1. Topologia Vaga

Sea M(G) el espacio de funciones medibles real valuadas definidas en G. Para f € M(G), integrable con
respecto a u € M, se define

<mi>=puf= [ f@n(d).

Es nuestro interés definir elementos aleatorios con valores en el espacio de medidas M. Para ello se requie-

re definir un espacio medible (M, B(M)), lo cual hace necesario dotar a M de una topologia adecuada.
Sea Cy(G) el espacio de funciones f: G - R continuas y acotadas, y sea Cx(G) c Cp(G) el subespacio
de funciones de soporte compacto. En M se definen las dos topologias siguientes:
i. Topologia vaga . Es la topologia que hace continuos a los mapeos
<, f>, feCk(G);
y sera denotada por T,.
ii. Topologia Débil. Es la topologia que hace continuos a los mapeos
< i, f >, feC(G);
y sera denotada por 74.

Como se veré, la topologia vaga desempenara un papel importante en la teoria subsecuente, por lo que la
mayor parte de los resultados consideraran al espacio (M, 7,). Definase 9 := B(M) como la o-algebra

de Borel generada por la topologia 7,. De manera aniloga se define la topologia vaga en N y la o-algebra

N = B(N).

Entre las propiedades fundamentales de la topologia vaga se tienen las siguientes:

1. Una sub-base de esta topologia esta dada por la clase de subconjuntos de M de la forma

{,ue./\/t:s<uf<t}, feCk(G), s,teR.

2. Las vecindades béasicas de p € M bajo esta topologia son conjuntos de la forma

{I/EM:Si</4Lfi_I/fi<ti}, f1€CK(G), Si,tiER, izl,...,m m:1,2,....

3. Una base local de vecindades de p € M se obtiene del inciso anterior haciendo s; = —e = —t; , con
€>0:
{ueM Hpfi-viil<ei= 1,...,m}7 fisoo s fm € Cr(G), m=1,2, ...
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4. Sean 91y 9 las o-4algebras de Borel en N y M, respectivamente. Definase

Swiey =0 ({ne M(G): (A1) € Br,...,u(Ar) € Bi} : Aj € B(G), Bje B(R,), j=1,...k ke N.),

Entonces M = Sg3(q) y N = S%(G), donde

Sie =0 ({1 eN(@) - u(A) € Br.. p(Ai) € Bi).
Es decir, 91 coincide con la o-algebra generada por los cilindros
{MEM(G):M(Al)eBl,...,u(Ak)eBk}, keN,j=1,...,k

(Véase [34], Proposicion 1.1).
5. El conjunto H c M es vagamente acotado si V f € Cx(G) se cumple que sup{|uf| : pe H} < +oo.
6. El conjunto H c M es vagamente relativamente compacto si, y solo si, H es vagamente acotado.

Notese que si py, 5 1, entonces dadas f € Cx(G) y € >0, existe ng € N, tal que
,une{ye/\/l:|uf—yf‘ <e} Vn > ng,

de ahi que u, f = uf. Por lo consiguiente, la convergencia de sucesiones caracteriza a la topologia vaga.

Concretamente se tiene lo siguiente.
Teorema 1. Si i, n€ M, entonces i, — pu i, y sélo si pnf — uf, Vf € Ck(G).

El siguiente teorema establece dos propiedades topologicas de los espacios M y N que se usaran en este

trabajo.
Teorema 2. Sea M el espacio de medidas de Radon en (G,B(G)), dotado de la topologia vaga.
a) N es un subespacio vagamente cerrado de M, (ver [34], Proposicién 2.2).

b) (N,7,) y (M, 1,) son espacios polacos.

1.2. Subespacios de Medidas de Radon

En esta seccién se introducen resultados relevantes para el espacio de medidas finitas, medidas puntuales
y medidas temperadas. Estas tltimas son de importancia para establecer resultados sobre procesos de

ramificacién que toman valores en medidas de Radon no necesariamente finitas.

1.2.1. Espacio de Medidas Finitas

El espacio de medidas finitas Mg se denota por
Mp = {;JJEM (G) < +oo}.

Para este subespacio es necesario considerar a f € Cp(G) para establecer definiciones y resultados equi-

valentes a las del espacio M, en particular

i) pn = g si, y solo si, unf — pf, para toda f e Cy(G).
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ii) (Mp,74) es un espacio Polaco.
iii) Para G =R%, el espacio (Mg, 74) es localmente compacto.
Si G es compacto entonces M p(G) puede compactificarse, obteniendo el espacio topologico
Mp(G) = Mp(G)u{rw},
donde {my } es un punto de compactificacion y la topologia 7 se define por
fn = € Mp(G) si, y s0lo si, < i, f>><u, f> VfeC(G),
W, = Ty si, y solo si, < i, 1 >— oco.
Entonces (My(G),7) es también un espacio métrizable compacto.

Nota 2. Al igual que M, el subespacio Mg no es un espacio vectorial, sélo es un cono, es decir es un
subespacio de M cerrado bajo combinaciones lineales positivas. Sin embargo, suele identificarse al espacio

Cy(G) como su dual.

1.2.2. Espacio de Medidas Temperadas

Este subespacio fue introducido por Iscoe (1986) [32] para G = R?, con el propésito de estudiar resultados
sobre procesos con valores en espacios de medidas de Radon no finitas, como por ejemplo la medida de
Lebesgue. Por lo tanto, las siguientes definiciones y resultados se restringen al caso en el que G = R, Asi,

dado el espacio medible (R?, %(Rd)) y p >0, se define al espacio de medidas p—temperadas como
My, = My(R?) = {jne M(R?) : (1, 9,) < +o0},

donde )
= R?
@P(x) (1 + |:E|2)p’ T € )

y | -| denota a la norma euclideana. Definase el espacio medible (M,,,M,), donde M, := B(M,,(R?)) es
la o-dlgebra de Borel generada por la topologia p-vaga, es decir, la topologia generada por los mapeos

pr—< :uvf>v fECK,p(Rd)a /JEMpv

donde Ck ,(R?) = Cx (R?) U{¢p,}. Asi, el espacio de medidas temperadas se define como

Mz (R?) = { e M(R?): 3p > 0 con jre My(RY)} = [ M, (RY).

p>0

Denotando por 7, ., a la topologia p — vaga en M,, se tienen los siguientes resultados
i) (M,(R%),7,,) es métrico, separable y completo.
ii ) Para {u,},ne M,(R%), se tiene que p, 2 sty v osélo si, pnf — uf, Vfe Crk p(R?).
Observaciones:
1. Sip=0, entonces Mp(R%) = M, (R?), por lo tanto Mp(R?) ¢ M (R?).
2. El espacio M,(R?), p >0, NO es localmente compacto [32].
3. Para p> g, se puede probar que la medida de Lebesgue en R? esta en Mp(Rd).

4. Se sabe que Mp(R?) = M(RY)NS'(RY), donde S'(R?) es el espacio de las distribuciones de
Schwartz.
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Como se vera mas adelante, algunos resultados fundamentales sobre existencia de procesos de Markov con
valores en un espacio topologico M, requieren que éste sea localmente compacto. Debido a la observaciéon

2), se hace necesaria la siguiente modificacion del espacio M, (R?), ver [32].

Sea R? = R? U {7,} donde 7, es un punto aislado. Entonces ¢, (definida en R?) se extiende a R? como
sigue

Op(2) = pp(2)1ga(x) + 1y (), T € R

Entonces (M, (R?),7;.,) es un espacio topologico, donde

My ={pe MEY s [ ot pl{r)) < 4o}
Y Tp.» €s la menor topologia que hace continuos a los mapeos
pr<p > fekp(RY) = CF (R u{gp),
donde cada f e Cg°(R?) se extiende a R? poniendo f(7,) = 0.
Asi, el espacio medible en consideracion sera (M,,(R%), M), donde M, es la g-algebra de Borel generada
por la topologia 7 ,.

Teorema 3. M,(R?) es un espacio polaco localmente compacto. Los subconjuntos K ¢ M, (R?) cerrados
para los cuales existe k> 0 tal que K c {p € Mp(Rd) <, pp >< k} son compactos en la topologia p—vaga.

Demostracion. Ver [32], pp. 89-91. ]

El teorema anterior establece la compacidad local del espacio de medidas p-temperadas sobre R, pro-

piedad que es requerida en varios teoremas de existencia.

1.2.3. Espacio de Medidas Puntuales

Las medidas puntuales (también llamadas medidas de contar o medidas puramente atémicas ) son de
interés en el contexto de procesos de ramificacion espacio-temporales debido a que, en éstos, la localiza-
cion de las particulas se identifica con los dtomos de este tipo de medidas. Por ello, la presente seccion

proporciona resultados relevantes respecto a la descripcion de estas medidas.

Proposicion 1. Sea K ¢ G compacto y € N(G). Entonces u(K) =0 o bien, 3keN, yn;eN, z; € K,
jed{l,...,k} tales que

k
p(NK) = 1500,() (1.2)
j=1
Reciprocamente, si ¢ : G - Z* es tal que #{x € K|i)(x) £ 0} < +o0, YK c G compacto , entonces

p(-) = Co%iémm;(w(w)éxt) e N(G).

Demostracion. Sea ue N(G) y K c G compacto. Si z € K, entonces {z} es cerrado. Por regularidad de
w, dada € > 0, 3V, 3 = abierto tal que u(V,\{z}) <e. Ademas,

p(Va) = p(Va\{z}) + p({z}).

Tomando ¢ < 1, al ser u una medida Z*-valuada, se sigue que u(V,\{z}) =0, asi
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(V) = M({.’L’})
Por otra parte, por hipotesis p € N, entonces In € N, tal que pu(K) =n. Sea
E={zeK:pu({x})>1}.

Entonces existe k € {1,...,n} y puntos x1,xs,...,x; tales que E = {x1,...,2}. Ahora, sea F c K

cerrado. Se sigue que

reyve-( U wju( U v

xeF xeENF zeE<NF

Luego, como F' es compacto, existe S subconjunto finito tal que SNE =¢ y

re( U v)u(ur).

zeENF zeS

de donde se obtiene que

k k
u(F) < ;H({mi})(sxi(F) + 2#(%) = ;u({xi})%(F)-

Por otro lado,

k
p(F) 2z p({z e F:p({z} 2 1)}) = ;u({xi})%(F)-
Asi,

k
w(F) = Z;)u({xl})éTq(F), VF c K cerrado.

Por lo anterior, se tiene que la igualdad se cumple para todo B € B(K).

Para el reciproco, sea {Kj}jen como en (1.1). Entonces

i, ()= Y 0(@)0,() eN(G) Vi e,

reK;

Debido a que K c Kj,1, se sigue la desigualdad g, () < pk,,,(-). Sea f € Ci(G) y I = Sopf, donde
Sopf ={x : f(x) #0}. Entonces

<uK_7-,f>=/Ffdqu= 2, v@)e(@)f(z) = 3 v(@)f(2).

zeK; zeK;NF

Puesto que G = U732, Kj, se tiene que

lim <p,,f>= sup Y d(@)f(a)= sup Y (@)le(@)f(@) =< f >
Jj—ooo KcG  zeKNOF KcG  geK
compacto compacto
Por lo tanto,
pr; () = ()= sup Y (). (). (1.3)
KCGt reK
compacto

Finalmente, como N es vagamente cerrado, resulta que € N'(G).
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El teorema anterior garantiza que si K ¢ G es un compacto y p una medida puntual en G, entonces
w asigna el valor cero a dicho compacto o bien, p se puede caracterizar como la combinaciéon lineal de

medidas de Dirac en un subconjunto finito de dicho compacto.

Dada p € N(G), considérese ¢ : G — {0,1} definida como

[0 s oua)) =0,
“O(x)‘{ 1 si p({z))#0.

Entonces
f()= sup > o(x)d.(-) (1.4)
KcG reK
compacto
es tal que

p({x}) =u({z}) A1, peN.

Asi, la medida ji tiene los mismos atomos que p pero a todos ellos les asigna peso 1. Es decir, si p es tal

que para K c G compacto,

k
p(-nK) =3 nié, (), n; €N, z; € G,
i1

entonces [i es una medida simple es decir, una medida de la forma

k
a(-nK) = ;6%(-)

En particular, si en p los pesos n; son iguales a 1, i € {1,...,k}, entonces p y fi coinciden.

1.3. Medidas Aleatorias

En esta seccion se introduce el concepto de medida aleatoria, y otras nociones relacionadas, las cuales

pueden verse como analogas al caso de variables aleatorias.

Definicion 4. Sea (2, F,P) espacio de probabilidad y (G,B(G)) un espacio medible como se establecid

al principio del capitulo. Una medida aleatoria en G es una funcion medible,
§:(Q,7,P) > (M, ).

De la definicion se tiene que dada la medida aleatoria &, para cada w € €2, se obtiene una medida local-
mente finita en G. Tal medida sera denotada por &(w,-) y su valor en A € B(G), por £(w, A) (si no se
presta a confusion se utilizard la notacion £(-) y £(A), respectivamente). Ademés puede probarse que

para cada A € B(G) fijo, (-, A) es una variable aleatoria.

De manera anéloga a las variables aleatorias, una medida aleatoria ¢ induce una medida de probabilidad
sobre el espacio (M, IN).

Definicién 5. Si € es una medida aleatoria, P(-) = P¢71(-) es la distribucion o ley de & sobre (M,9N),
y es tal que
(PEYY(M) =P(e M) =P(€ e M), VM €.

Observaciones:
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1. La medida de probabilidad P es una medida definida sobre un espacio abstracto {2, mientras que P
se encuentra definida sobre un espacio topologico, M.

2. Toda medida de probabilidad sobre un espacio topolégico, F, es distribucién de una variable alea-
toria en algtin espacio de probabilidad, pues basta considerar (2, F,P) = (E,B(FE), P) y definir
X(w)=w, Ywe E=4.

3. Dado que P = P¢™! es una medida de probabilidad sobre (M,9), probar la existencia de medidas
aleatorias no triviales es equivalente a definir medidas de probabilidad en (M, ).

Definicién 6. La intensidad de la medida aleatoria & es la medida EE(+), dada por
(E)(M) =E[E(M)] = [ &(w, M)dB, ¥M e B(G).
Observacion: Puede ocurrir que la medida E¢ ¢ M atn cuando & € M c.s.

Definicion 7. Sea £ una medida aleatoria y f € M*(G). El Funcional de Laplace (FL) de &, se
define como
Le(f) =EBe™5> Ve M*(G).

Definicion 8. Sea £ una medida aleatoria en G. El funcional
Ge(f) =E[e>l /7],

definido Vf : G - [0,1] tal que 1- f € Cx(G), es el Funcional Generador de Probabilidades (FGP)
de €.

Observaciones:

1. Si ¢ € C)(G) entonces 1 —e™® € Cx(G), 0 < 1-e¥ <1y se tiene la siguiente relacion entre el
funcional de Laplace y el funcional generador de probabilidades de cualquier medida aleatoria &:

G&(GLP) = LE(@)?
Ge(f) = Le(-log f). (1.5)

Los conceptos de funciéon caracteristica y transformada de Laplace de una medida aleatoria corresponden

a los respectivos funcionales de su distribucion o ley, los cuales se definen a continuacion.

Definicion 9. Sea P una medida de probabilidad en (M,9N), entonces
P): f e I> Pdu), € Cx (@),
(P)fr [ S P, feCu(@)
es el funcional caracteristico de P, mientras que

L(P): f M(G)e’“"bP(dp), feCx(Q),

es el funcional de Laplace de P.

Teorema 4. Las medidas de probabilidad en (M,IM) quedan determinadas univocamente por su funcional

caracteristico o por su funcional de Laplace.

Demostracion. Sean Py @ medidas de probabilidad sobre M. Supéngase que x(P) = x(Q). Si f1,..., fn €
Ck(G) y ty,...,t, € R, entonces



1.3 Medidas Aleatorias 9

X(Q)(itjfj) =X(P)(§:1tjfj)
:A(G)exp(i;tjﬂ(fj))P(dﬂ)
:[Rn exp(iitjuj)Pfh.,,,fn(duh...,dun)

donde Py, . 1 (Ui,....,Up) = Pl : p(f1) € Ur,...,u(fn) € Up], Ui € B(R), i = 1,...,n. Asi, por el
teorema de unicidad en R" se sigue que

Asi, Py Q coinciden en los cilindros

{M(ﬂ(fl),u(fg),,ﬂ(fn))eE}, EEB(R“)

Usando el lema de clases monotonas se sigue que P = @ en 9. El caso de las transformadas de Laplace
se trabaja de manera similar. [ |

Nota 3. Puede demostrarse que las medidas de probabilidad sobre (M(G), M) son regulares y tensas,
(ver [34)], Proposicion 1.4).
1.3.1. Campos Aleatorios

Definicion 10. Sea (2, F,P) espacio de probabilidad y (G,B(G)) un espacio medible. Un campo alea-
torio (o proceso puntual) es una funcion medible

£ (QF,P) - (N, M).

Por lo anterior, para cada w € €2, se obtiene la medida puntual £(w,-). Mientras que para cada A € B, al
ser A acotado, £(-, A) es una variable aleatoria finita que indica el ntimero de atomos de £(-) que estan
localizados en A. De aqui que, si G es acotado o bien, si £(-,G) es finito c.s., entonces ¢ es un campo
aleatorio finito.

Nota 4. Un campo aleatorio también puede verse como una medida aleatoria con rango restringido a
N c M. Por tal razén, se tienen definiciones andlogas para la distribucion de un campo aleatorio, el

funcional de Laplace, etc., las cuales simplemente se restringen al espacio N .

Definicion 11. Sea & un campo aleatorio. Se dice que £ tiene un punto o dtomo en x € G si

P[{w e Q:&(w, {z}) > 0}] =P[¢({z}) > 0] > 0.

Y se dird que v € G es un punto maultiple si

P[{weQ:&(w, {z}) > 2}] =P[¢({z}) > 2] > 0.

Definicion 12. El campo aleatorio & es simple, o bien, no tiene puntos multiples, si
P[{weQ:&(w, {z}) 22} =P[¢({z}) 22] =0 VzeG.

Tomando el mapeo ¢ : u — fi, donde /i es como en (|1.4)), se establece el siguiente
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Corolario 1. £ no tiene puntos maltiples c.s. si, y solo si,
]P’[{w eN:¢(w) = f(w)}] =1.
Observaciones:
1. El mapeo ¥ : u+— i es medible.

2. Si € es un campo aleatorio simple y A c B(G) es un algebra que contiene una base numerable de

G, entonces la distribucion de £ queda determinada por los ntmeros

{P[g(A) =0]=(P¢)[neN(G):n(A)=0], Ae A}
es decir, si Q es una medida de probabilidad en (N, M), tal que
Qf{ueN:u(A) =0} =P[¢(A)=0], VAeA
entonces Q es la distribucion de ¢ (ver [34], Proposicion 2.3).

Por lo anterior, puede notarse que £ y & tienen los mismos puntos de salto, sin embargo, los pesos son
diferentes. Es de interés saber cuando un campo aleatorio es simple, ya que en ese caso, £ y & coinciden

completamente, para ello se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2. Sea & un campo aleatorio. Si existe una medida difusa A € M, tal que
P[£(A) > 2] = o(A(A)), cuando A(A) 10, AeB(G), (1.6)
entonces £ es un campo aleatorio simple, es decir, no tiene puntos mailtiples.

Demostracion. Sea K ¢ G compacto y € > 0. Por regularidad de A\, Vz € K y § > 0 existe un abierto
Ve 3 x, tal que A(V,) < §. Luego, por hipotesis, V€ K,

P[£(Vz) > 2] < eA(Va).

Por otra parte, por compacidad de K, existen V,,,...,V,,  abiertos, tales que K c Uj; V,,. Sea {B;},
una particion construida a partir de {V,, }1-;, se tiene que K = Ujoy Bj, con BiNBj=¢,sii#jy

P[£(B;) > 2] < eX(B;).
Entonces

P(Er ¢ K+ ({2}) 2] < X nPlE(B) 22) eix(&) - A(K),

Haciendo € | 0, resulta que £ es simple en K. Por ser G o—compacto, se sigue que £ no posee puntos

multiples en G. [ ]
Observacion:

= Puede probarse que la proposicion anterior se cumple si (|1.6)) se restringe para A € A c B(G), donde

A es un &lgebra que contiene una base numerable de G (ver [34], Proposicion 2.4).

Definicion 13. Sea & un campo aleatorio. Se dice infinitamente divisible (ID) si Vr € N, existe una

coleccion {&, i }r_, de campos aleatorios, independientes e idénticamente distribuidos tales que

D
k=1
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El siguiente resultado establece las condiciones para determinar cuando un campo aleatorio es ID.

Proposicion 3. Un campo aleatorio § es ID si, y solo si, su FGP, G¢ cumple

Ge(F) =exp| [ (217 = 1) 0(d0)]
donde
» O(:) es medida no-negativa en N
= O({¢}) =0, O({p: p(A) > 0}) < +o0, VA € B(G).
© se llama Medida de Kerstan-Lee-Matthes (KLM) de &

La proposicién anterior, es el equivalente de la férmula de Lévy-Khintchine para medidas de probabilidad
ID en R.

Ejemplos de Campos Aleatorios

A continuaciéon se dan algunos ejemplos importantes de medidas aleatorias, en particular para el caso
de campos aleatorios. Para estos ejemplos, se muestra el célculo de su intensidad y su transformada de

Laplace.

1. Sea (G,B(G)) espacio medible. La medida de Dirac sobre G, se define como

1 seA,
VseG, 05(A)= VAeB(G). (1.7)
0 s¢A

De la definicién anterior se sigue que 65 € N/, Vs € G. Es decir, §, es una medida de Radon Z*-valuada.

Maés atn, para cada s € G la medida de Dirac §, es una medida de probabilidad con un 4tomo en s.

Considérese el mapeo A : G — N dado por
A:s— 4.

No es dificil probar que A es M-medible, y por tanto, si X : (Q,F,P) - (G,B(G)) es v.a. G-valuada,

entonces dx = A o X es un campo aleatorio.

Usando la notacion px(-) = PX7'(-), la intensidad Edy y el funcional de Laplace de dx se obtienen

como sigue:

a) Intensidad. Sea A € B(G). Entonces
(E6x)(4) = E[A 0 X(4)] = [ 6,(A)pux(ds)

= /;; 1a(s)ux(ds) = pux(A).

b) Funcional de Laplace. Sea f € M*(G). Entonces

Lo (1) =B[N ] = [ e (ds) =< jux, e/ >
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2. Sean Xj,...,X, v.a.’s G—valuadas i.i.d con distribucién px como en el ejemplo anterior, n € N. Sea

gnE5X1+---+5Xn, neN.

Entonces &, es un campo aleatorio cuya intensidad y funcional de Laplace estan dados por

a) Intensidad. Sea A € B(G). Entonces
(E€,)(A) = E[dx, (A4) + - +3x,,(4)]
~ n(Edx,)(4) = njux (A),

b) Funcional de Laplace. Sea f € M*(G). Entonces
Le, (f) =E [6_<£n'7f)] =E [e_<2?=1 ox; vf>:|

e[ {1 |- e[ ]

K3

= (< MX,eff >)n.

3. Generalizando el ejemplo anterior, sean {X;,7 € N} v.a’s i.i.d. con distribucion px. Si v(w) € Z*
una variable aleatoria independiente de {X;,i € N}, entonces

f,, 2(5)(1 +'"+6Xu

es campo aleatorio.
) Intensidad. Por la independencia de v y {X;,i € N}, para A € B(G)

(e

(E,)( i E[€(4)]P ]:glnuxmm[u:n]
= x(4) 3 nP[v =] = px(A)E[).

b) Funcional de Laplace. Sea f € M*(G),

qu :Ee_<£u1f> ZE[ ~{&n.f) :| [U:n]

= 2((#x»e_f))nP[V =n] =4 (<px, el >),

donde 1, es la funcién generadora de v.

(Campo Aleatorio o Medida Aleatoria de Poisson). Como caso particular del ejemplo anterior

toémese v con distribucion de Poisson de parametro a > 0. Entonces

§:= Z 5Xi
i=1
es llamado campo aleatorio (o medida aleatoria) de Poisson con medida de intensidad A(+) := apx (+)

bien con tasa de intensidad a.

a) Intensidad. Usando que Ev = a, para A € B(G),
EE(A) = (Ev)jix (A) = ajix (A) = A(A).
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b) Funcional de Laplace. Usando la funcion generadora de v,

oo

U, (s)=¢e* Z q = efa(l’s), s€[0,1],
n=0 :

para f e M*(G),

Le(f) =Be™7” = ¢ ((ux, 7))

— _ -f _ _e T _ _e S
=e a(l-<px,e”7>) =e a(<px,l-e77>) =e <A l-e > (18)

Algunos propiedades del campo aleatorio de Poisson

Usando la Proposicion [2} se deduce que si € es campo de Poisson con medida de intensidad A(-), entonces
VB ¢ B(G) se cumple que P[¢(B) = 0] = e MB). De hecho la variable aleatoria &(B) tiene distribucion
Poisson con parametro A(B). En efecto,

Le(p)(t) = Ee t(B) = Fe€(t1n) _ pm<A1-eT"B> _ ~(1-eT)X(B)

Por lo que
Lg(B)(t) - 6_)\(3), t — oo.

Mas atn, ndtese que si € es un campo de Poisson con medida de intensidad A, entonces para cualesquiera
By, ..., By € B(G) relativamente compactos, disjuntos por parejas y Vi, ta,...,t, € RY, se tiene que la
transformada de Laplace de (£(B1),£(B2),...,&(By)) es

k
[
L(tl, e 7tk) = E[G*Zi:() tlg(Bl)] = LE(Zt'LlB7)
=0
= exp (_ <A1l-e Ticotils >)
k
=exXp (_ <A Y 1p,(1-e") >)

i=0
=[Texp(- <A 1p,(1-€e")>)

k
H Lf(tilBi)
1=1

k
[T Len ()
=1

Lo anterior permite establecer que cualquier campo aleatorio de Poisson tiene incrementos independientes,
en el sentido de que para {B;};, n € N, disjuntos y medibles, las variables aleatorias £(B1),...,&(By)
son independientes.

<A\, (1-e7%)>
b

Si € es un campo de Poisson con medida de intensidad A, entonces usando que L¢(y) = e se

sigue que su FGP es
Ge(f) =exp{ [ (f(@) - 1))} (19)

Proposicion 4. Sea £ campo de Poisson con medida de intensidad X, con X medida de Radon difusa.

Entonces & no tiene dtomos ni puntos maltiples.

Demostracion. Por ser ¢ un campo de Poisson con medida de intensidad A, con A medida difusa, se tiene
que P[¢{z} = 0] = e} = 1. Por otra parte, YA € G se tiene que

P[£(A) > 2] = i e_”\(A)W =o(A\(A)),

n=2

asi, utilizando la Proposicion [2] se sigue que £ no tiene puntos multiples. [ |
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Observacién: Si A no es difusa, es decir si 3z € G tal que A({z}) > 0, entonces no solo \ tiene atomos

en x, sino que x serd multiple. De hecho,

]P’[f({x}) < 1] e M1+ a({2))) <1 si A({z}) > 0.

Proposicion 5 (Teorema de Reényi). Sea & campo aleatorio tal que

P[£(A) = 0] = e (1.10)
P[£(A) > 2] = o(A(A)), A(A) L0 (1.11)

donde X es difusa y A € A, siendo A un dlgebra que contiene una base para G. Entonces & es de Poisson

con intensidad \.

Demostracion. Ver [34], Proposicion 4.2. ]

Teorema 5. Si m)(:) es la distribucion de un campo aleatorio de Poisson con medida de intensidad
difusa A(+), tal que \(G) < oo, entonces VB € M se tiene que

BA(B)= 5O [ 1505, v, ) AT,

1.12
n=0 Gn n! ( )

Demostracion. Usando el Teorema de Rényi basta probar que se satisfacen las identidades (1.10) y (T.11]).
Sea £ un campo aleatorio con distribucién @) dada por el lado derecho de ( , es decir

A(dwy)-- /\(dwn)

n!

Q(B) = Ze *‘G)f 15(8p, + - +0,,) VB e,

Sea A € B(G). Entonces

Flal4) =0]= Pf‘l{u €N u(A) =0} = Q ({1 e N: p(4) = 0})
e MG / Liu(ay-= 0}((5351 444 H)M

M

n=0 n!
_ i “A(G) A(dzy)--A(dan)
nso (Ae)n n!
_ i @) AG) —A(A)" o AA)
n=0 n .
Anéalogamente se verifica que P[£(A) > 2] = o(A(A)). El resultado se sigue del teorema de Renyi. ]

Otra propiedad importante es que el campo aleatorio de Poisson es un ejemplo de campo infinitamente
divisible. Si & es un campo de Poisson de intensidad A, £ es ID y su medida KLM es

M) = [ b5, (INda).
En efecto, nétese que YF : N (R?) - R medible,
[ G = [ Foy [ 85, (dir(a)

= LAt [ PG, (d)
:fRdA(dI)F(Csz). (1.13)

Si f e CF(G), usando (|1.9) se tiene que
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Ge(H) =exp [ (F()=DA(de) =exp [ (explog f(y) ~1)\(da)
= exp .[Rd [exp ./Rd log f(y)d.(dy) - 1]/\(da:) = exp fRd F(6,)\(dx), (1.14)

donde F(8;) := exp [palog f(y)d.(dy) — 1. Entonces usando (1.13)) en (1.14)), se tiene que

Getry=exp{ [ [ew [ 0w foutan) - 1|}

Por lo tanto de la Proposicion [3] se sigue que £ es ID con medida KLM dada por M.

Se concluira esta seccién con la definicion usual de un campo aleatorio de Poisson homogéneo en RY,
la cual corresponde a un campo aleatorio de Poisson & en G = R%, cuya medida de intensidad E¢ es la

medida de Lebesgue.

Definicion 14. Sea A(-) la medida de Lebesgue en RY. Una funcion medible & : (9, F,P) - M(R?) es
un campo aleatorio de Poisson homogéneo con tasa a >0, si

a) VA eB(RY), la v.a. £(A) tiene una distribucion de Poisson con pardmetro de intensidad a\(A), es

decir,

ar(A))" e"aAA)
]P’[f(A):n]:( A )7)1' , n=0,1,....

b) VA, B e B(R?) tales que A\(A),\(B) < 00 y An B = ¢, las variables aleatorias £(A) y £(B) son de

Poisson independientes, con pardmetros aX(A) y a\(B), respectivamente.

1.4. Procesos estocasticos M-valuados

Definicion 15. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad. Un proceso estocdstico con valores en M
es una familia X = {X,, a € I} de medidas aleatorias indizadas por el conjunto I. Es decir, para cada
ael,

Xo 1 (Q,F,P) - (M, 0N),

es una medida aleatoria.

Definicion 16. Sea (Q2, F,P) espacio de probabilidad. Un proceso de Markov con valores medidas
es un proceso de Markov X = {X;, t >0} con espacio de estados (M, ).

Definicion 17. Sea X un proceso estocdstico definido sobre (Q, F,P), con valores en M. Las distri-

buciones de dimension finita (DDF) de X estin dadas por la familia de medidas de probabilidad
{ty, o, m21,0<t < <ty by

donde para cada n > 1 y 0 < t; < ... < ty, la medida pt,, ..+, es una medida de probabilidad sobre
M™ := M x - x M inducida por el mapeo (Xy,,...,Xy,) — M", es decir

,L,Ltl)___7tn(].—‘) Z]P[(th,...,th) GF], FGmn

Dentro de los procesos estocasticos con valores medidas, son de interés para esta tesis los procesos de

ramificacion con valores en M.
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Definicion 18. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Un proceso de ramificacion con valores
medidas es un proceso de Markov X = {Xy, t > 0} con espacio de estados M y probabilidades de

transicion {P; }+s0 que satisfacen la propiedad de ramificacion

Pt('|M1+M2):Pt('7:u’1)*Pt('7,“12)7 tZOv/j/la,U/QEMv
donde * denota la convolucion de medidas.

Los procesos de ramificacion con valores medidas fueron introducidos por Watanabe (1968) y por Daw-
son(1979), quienes mostraron que dichos procesos surgen como limites de alta densidad de sistemas de
particulas ramificadas, es decir, de procesos estocasticos con valores en el espacio de medidas de contar,
N, v que estan caracterizados por cierta dindmica. Dentro de los procesos de ramificacién con valores en
M, una clase especial la constituyen los llamados superprocesos. En el caso particular del superproceso de
Dawson-Watanbe, como es senalado en [42], los principales estudios en este campo corresponden a Daw-
son (1992, 1993), Dynkin (1994, 2002), Etheridge (2000), Le Gall (1999), Perkins (1995, 2002), entro otros.

En el siguiente capitulo se exponen los resultados necesarios sobre sistemas de particulas, y en el ca-
pitulo 6, se mostrara la construccion del superproceso de Dawson- Watanabe (DW) como limite de alta
densidad de un cierto tipo de particulas ramificadas, el movimiento a-estable ramificado.

1.5. Resumen

El capitulo precedente tuvo como objetivo proveer de la herramienta técnica y teérica necesaria para
dar un seguimiento adecuado a las capitulos subsecuentes. Asi, se ha definido el espacio de medidas de
Radon (M, 9N) sobre G un espacio topologico Hausdorff, con base numerable y localmente compacto y
a partir de este se introdujo el concepto de medida aleatoria, entendida como una funcién medible con
valores en M. Se ha finalizado con el concepto de procesos estocasticos con valores en dicho espacio y se
ha dado la definicién de procesos de ramificaciéon con valores medidas, dentro de los cuales se encuentran
el superproceso de DW. La relevancia de estos resultados radica en que el MBR, proceso base para la

construcciéon del movimiento Super Browniano, es un procesos estocéstico de este tipo.

A modo de resumen, y con el objetivo de que el lector tenga presente los resultados relevantes de este

apartado, se enlistan aquellos considerados de interés para lo subsecuente:

1. Los espacios de medidas de Radon y en particular, el espacio de medidas de contar dotados con la

topologia vaga, (M, 1,) y (N, 7,) respectivamente, son espacios polacos.

2. El espacio de medidas finitas con la topologia débil (Mg, 74), es un espacio polaco y es localmente

compacto.
3. El espacio (M, 7,.,) es polaco

4. Las medidas de probabilidad en (M,9), quedan determinadas univocamente por su funcional de

Laplace o por su funcional caracteristico.
5. El espacio de medidas M, (R?%) no es localmente compacto, pero Mp(Rd) y Mp(R?) si lo son.

6. Toda medida puntual tiene una representacion, sobre un compacto, como una combinacion lineal

de deltas de Dirac sobre un subconjunto finito de dicho compacto.
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7. A modo de sintesis, puede ser de utilidad notar las siguientes equivalencias y relaciones entre

variables aleatorias y medidas aleatorias

‘ Variable Aleatoria ‘ Medida Aleatoria

Definidas sobre (Q,F,P) (Q,F,P)
Valores en (R,B(R)) (M, 00), M :=B(M)
Mapeo medible X:(Q,F) - (R,B(R)) X:(Q,F) > (M, M)
Valor Esperado E[X] = [, X (w)P(dw) (EX)(-) = [o X (w,)P(dw)

Media (Cte) Medida de Intensidad sobre (M, )
Distribucién o Ley | PX(-) sobre (R, B(R)) PX~1(-) sobre (M, M)

PX " (A)=P(X € A), Ae B(R) | PX"'(M)=P(X € M), M e M
Funcional de 0 — [, e P(dw) [ [y e P(dp)
Laplace

Notas adicionales

El espacio de medidas de Radon fue construido sobre un espacio G con las caracteristicas mencio-
nadas anteriormente, sin embargo, es posible definirlo sobre espacios topologicos mas generales. En

[47] pueden verse las implicaciones e importancia de las hipotesis de G.

Si se restringe el espacio de medidas de Radon a medidas de probabilidad, el espacio resultante
es de interés para el estudio de otro de los superprocesos mas importantes, el superproceso de
Fleming-Viot, [24], [25].

En [34] se encuentran resultados sobre existencia de medidas aleatorias para el caso en el que G es
compacto y para el caso general, G Hausdorff, localmente compacto y con base numerable. Ambos

resultados se basan en una extension del Teorema de Consistencia de Kolmogorov.






Capitulo 2
Sistemas de Particulas Ramificadas

El superproceso de Dawson-Watanabe surge como limite reescalado de sistemas de particulas ramificadas,
y debido a que uno de los objetivos de esta tesis es explicar con detalle dicha convergencia, en el presente
capitulo se exponen los resultados mas relevantes sobre tales sistemas. Las referencias basicas para este

capitulo son los articulos [44] y [45].

2.1. Sistemas de Particulas Markovianos Ramificados

Los sistemas de particulas o procesos de poblacion surgen como modelos matematicos para el estudio
de poblaciones sujetas a una determinada evolucién temporal y espacial. Sea G un conjunto arbitrario,
no vacio. Una poblacién en G puede representarse por un vector (z1,zs,...,2,), 0 bien una medida de
contar ) =110, + -+ + 1,0, , donde {x;} ¢ G. Intuitivamente dicho vector o medida de contar representa
una coleccion de individuos (o particulas), ubicadas en los puntos 1, ..., z,. Se llamar4 al conjunto G el
espacio de estados individual de la poblacion, el cual puede ser un espacio general abstracto, ver [45]. Pa-

ra los propositos de este trabajo, se hace la restriccion al caso G = R?, el espacio euclideano d-dimensional.

Definicion 19. Un Sistema de Particulas Markoviano (SPM) en R? es un proceso de Mar-
kov, {N;}ss0, con espacio de estados (N (R?),M(R?)) y con probabilidades de transicion homogéneas
Pi(|p), t >0, donde Yt >0 y Ve N(R?) se satisfacen

i. Pi(-|u) es una probabilidad en (N(R?),M(R?)),
ii. YAeNRY), P,(A]) es M(RY)-medible.
iii. Po(Alp) = [yrgay Pr-s(AV) Ps(dvln), 0< s <t, Ae N(R?),
1.
1, peA,

Po(Alp) :{ 0, péA

Dentro de los sistemas de particulas, son de interés en esta tesis los sistemas de particulas ramificadas,
los cuales pueden verse como la contraparte discreta del superproceso de Dawson-Watanabe.

Definicion 20. Sea {N;} un sistema de particulas Markoviano. Se dice que {N;} es multiplicativo
(SPMM) o ramificado si Yvi,vy e N(R?) yt >0, sus probabilidades de transicion satisfacen

Pi(:|lv1 + 12) = Pi(-|Jv1) * Pi(-|v2). (2.1)
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Observaciones:

1. La propiedad multiplicativa puede entenderse como el andlogo a la hipotesis de independencia en la
ramificacion de los Procesos de Galtén-Watson. Indica que el proceso con valor inicial v +1v5 es igual

a la suma de dos copias independientes del proceso con valores iniciales v; y v5 respectivamente.
2. Si {N;} es un SPMM y si pu = Zj”il l;0z,, entonces de la propiedad multiplicativa se sigue que

lm
Py(lp) = (P(a))™ %o (PeClam)™
donde, aqui y en adelante se usara la notacion P(-0;) = P(:|z).

3. Si p e N(R?), usando la Proposicion [1| y la observacion anterior, se sigue que para determinar las
probabilidades de transicion de un SPMM, basta conocer dichas probabilidades de transicion para

configuraciones iniciales de la forma &, = € R%.

El tipo de sistemas de particulas ramificados que se consideraran pueden describirse heuristicamente co-

mo sigue:

Un sistema de particulas ramificado N = {N;,t > 0} en R? es un sistema de particulas multiplicativo
en el cual las particulas estan sujetas a movimiento y ramificacion aleatorios en R?, con los siguientes

elementos:

a) Movimiento espacial. Cada particula, independientemente del resto, sigue un movimiento en R¢ de

acuerdo a un proceso de Markov con generador infinitesimal A.

b) Tasa de ramificacion. La probabilidad de que una particula localizada en z € R? en el tiempo ¢ se
ramifique en el intervalo [¢,¢+dt) es Vot +o(dt). El parametro V se denomina tasa de ramificacion.

Es decir, las particulas viven tiempos exponenciales con parametro V.

¢) Mecanismo de ramificacion. Cuando una particula se ramifica, ésta es reemplazada en el mismo
lugar por un numero aleatorio de descendencia, gobernado por una ley de ramificacion. Asi, si pg

es la probabilidad de que la particula de lugar a k hijos, entonces

F(s)= Y ps", weR? se[0,1].
k=0

En general, se supondra que la ley de ramificacién tiene media y segundo momento factorial finitos, es
decir F'(1) < ooy F""(1) < oo.

Definicién 21. Sea € Ny N = {N;} un SPMM con estado inicial Ny = p. Entonces para toda
p:G—[0,1] tal que 1 - p € Cx(G)

Gi(oplp) = f

exp{< N,logp >} P.(dN|u), t>0,
) p{ g >} Pi(dN|p)

es el funcional generador de probabilidades de transicion (FGPT) de N, con estado inicial
N() =M.

Como antes, debido a la propiedad multiplicativa, para determinar el FGPT G(¢|u) basta conocer
Gi(p|r) = Gi(p)0,), © € RE De hecho, {N;} es SPMM si, y solo si, para cualesquiera 11,7o € N (RY) y
t >0, se cumple

Gi(plm +m2) = Ge(plnm ) Gi(eln2).

En particular, si n = Y7 [;0,,, entonces

Gi(eln) = (Gi(plz1)) " (Gelgplem))™, 0. (2.2)
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Proposicion 6. El FGPT de un SPMM cumple la propiedad de semigrupo, es decir,
Gris(plr) = Gs(Gi(@l)|r) = Ge(Gs(o])|z) (2.3)
Go(plz) = o(x)

Demostracion. Usando 4ii. de la Definicién [19] se obtiene

Greolgla) = [ eNV18% Py (aNIx)

- / f N> p (AN|N') P, (dN'|z).
N IN

Por lo observado anteriormente, si N es un SPMM, basta conocer las probabilidades de transicion en los
atomos, y ademaés se puede suponer que Ny es simple c.s. Asi, por la propiedad multiplicativa se tiene
que Go(¢IN') = ey Gella:), donde N’ = ¥y 6., por lo que

Gi(p|N") = eZier o Gr(eles)
_ e<Nt’,loth(<P|')>
_ / €<N',logGt(‘P|')>PS(dN,|$)
N

= Go(Gi(gl)lz).

Ademas,

Golglr) = [ N5 Py (dN]z)
_ f eN 1525 (AN)

— €<5I’10g ©>

= ().

2.2. Ecuacién de Moyal

Para probar que existen funciones de transicion en N (R?) que cumplan las condiciones de la Deﬁnici(’)n
se utilizara el enfoque de Moyal [44], [45]. Otro enfoque, alternativo al de Moyal, es el de Ikeda, Nagasawa
y Watanabe [31] el cual trata el caso de sistemas de particulas markovianos en espacios compactos.

Sea N = {N;} un SPMM sobre R?. Para llevar a cabo el método de Moyal, en esta seccion se haran los

siguientes supuestos:

1. ]P’[Nt(Rd) < +00] =1Vt > 0, es decir el nimero de particulas del sistema en cualquier momento es
finito c.s.

2. N¢(w) es simple con probabilidad 1, ¥t >0, es decir, para cada punto 2 € RY, P[N;({z}) >2] =0, o

equivalentemente, cada punto en x € R? puede ser ocupado por a lo mas una sola particula.

3. N ={N;} es un proceso de Markov fuerte.

Con base en las hipotesis 1 y 2 de arriba, identificaremos cada medida finita simple, p = 05, +---+0d,,, con
el conjunto {x1,...,2,} de sus dtomos, donde z; € R?, i =1,...,n. Mas precisamente, sea R? el espacio

de estados individual de la poblacién. Cada estado de la poblacién es un conjunto z™ de la forma

"= {2, .. xn),  x; e RY
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y representa una poblacion compuesta por n particulas, con posiciones respectivas x;,i € {1,...,n}.
Obsérvese que x™ € (Rd)("), donde (]Rd)(n) = (Rd)n/ ~ es el producto cartesiano de R¢ consigo mismo n
veces, modulo permutacion de coordenadas, i.e. (21,za,...,2,) ~ (x,r(l),x,r(g), ..+, Tr(n)) Para cualquier
permutacion 7 de {1,...,n}. Se define (R?)(®) := {¢}. Asi se tiene que el espacio de estados de la poblacion
se define como el conjunto

Qp = {x" sae (Rd)(n) ,neNu {O}} = (Rd)(n) .
n=0
Sea N*: Qp - N(R?) el mapeo dado por

w=A{r1,...,ep} — N (w) = 25%,
i=1

es decir

N*(w, A) = iézi(A), AeB(RY). (2.4)

Se sabe que define una relacién biunivoca entre Qx y el subespacio N (R?) c N(R?) de las medidas
simples finitas; ver [45] (demostracion del Teorema 3.1). En virtud de lo anterior, en los siguientes desa-
rrollos se identificara al elemento 2™ = {x1,...,2,} € Qp con la medida Y1, §,, € N3 (R?). Considérese
el espacio medible (Qp,B), donde B = (N*)™" ((VE(RY)) nM(RY)).

Sea (Qp,B) el espacio medible definido arriba y N un SPMM con probabilidades de transicion P, (A|z*);
¥ € Qp, AeB, las cuales satisfacen [43] la ecuacion integral

ey by e [ iNAG) (10 k
PUAI) = PR+ 35 [ Pree(AQO i) (25)

NO)
donde

= P?(A|2z") es una sub-probabilidad de transicion, es decir P(Q2x|2"*) < 1, y representa la probabilidad
de transicion (sin saltos en el tamaiio de la poblaciéon) de z* a algtin estado del conjunto A en un
tiempo t > 0.

Q= Z;io QY es la distribucién conjunta del tiempo del primer salto, s, y del estado al cual se

realiza el salto, y7.

Es importante notar que el segundo término de (2.5) involucra las probabilidades de transicién con saltos
en el tamano de la poblacién, mientras que el primero corresponde a cambios en el estado del SPMM sin
variacion en el tamafno de la poblacién.

La ecuacion integral para las probabilidades de transicion (2.5), puede expresarse en términos del FGPT.
Para ello, basta multiplicarla por eZi°8%¥(#i) ¢ integrar adecuadamente para obtener la expresion

Gwla") =Gl + 3 [ [ Guon(uly )y dsla). (26)

ENG)
La ecuacion (2.6) se conoce como la Ecuacion de Moyal.

Ahora bien, usando la igualdad ([2.2)), se sigue que basta considerar la ecuacion de Moyal para poblaciones
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iniciales del tipo d,. Asi, si en (2.6) se toma el caso especial k = 1, es decir, z¥ = z € R%, entonces se

obtiene la FEcuacion de Skorohod, dada por

Gulele) = Giel)+ 3 [ [ T Gueslel )@V o) (2.7

R4 57

donde ¥’ = (y1,...,y;).

En el siguiente teorema se dan condiciones para la existencia de solucion de la ecuaciéon (2.6]).
Teorema 6 (Moyal). Sea 0 < ¢(z) <1 y supdngase que P y Q; satisfacen las siguientes condiciones:

1. GY(|r) es el funcional generador de probabilidades de una sub probabilidad de transicion PP(A|x),

A c Qp y satisface la propiedad de semigrupo, esto es
0<PP(Aplz) <1,y
Glus(plz) = GL(GY(el)2), 5,620, weR”
2. Qu(Alr) = X7, QI (AD|z) donde AD) = ANRYD), Q,(A]) es B(RY)—medible VA € B y Q,(-|z)
es una subprobabilidad en B, Y e R?.
3. i PY(Qp|r) +Qi(Qp|r) =1, Vt 20, z e RY.
1. Vs,t >0 satisface
Qurs(Al2) = Qu(Alw) + [ | Qu(Aly)PY (dylo)
Entonces

a) La relacion recursiva

G =@y,

© rt J o
G el) = GYel) + 3 [ f o, TTGELU oA (@ i)

R4)G) ;7

determina una sucesion no decreciente {G(")}n de funcionales que converge a una funcion Gy° <1,
donde G§° es la menor solucion no negativa de y satisface la propiedad de semigrupo

Giis(plx) = Go(Gi(o])|),
Go(plz) = p(z)

b) G{° es el FGP de una sub-probabilidad de transicion, P° (es decir, P°(Qp|z) <1).

Demostracion. Ver [45], Teorema 3.1. ]

2.3. Sobre soluciones mild de EDP no-lineales

Sea (B,]|-||) un espacio de Banach, {Tt, t > 0} un semigrupo de operadores lineales en B con generador
infinitesimal Ay F: R* x R - R una funcion Borel medible y acotada. La solucion mild de la ecuacion

diferencial parcial

& Ao Fw(),  w(0)=p peB,

si existe, es la solucion de la ecuacion integral

w(t, ) = Tup(z) + fOthF(t— s,0(t - 5,-))()ds. (2.8)
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Proposicion 7. Si Hy(z, ) := Hi(x) es la solucion de la ecuacion diferencial parcial no lineal

i
ot

donde D(A) es el dominio de A. Entonces Hy satisface la forma integral

=(A-VI)H, +VF(H,), Hy=feD(A), (2.9)

H) = VITf+V /;t e_V(t_s)Tt—sF(H(S))dS' (2.10)

Demostracion. Sea g(s) :=v;_sH(s),0<s<T, T >0y donde v;(x) = e”VT, f(x). Entonces

@ =—(A-VI)v_H(s)+ vt_sa—H(s)
ds Js

=—(A-VI)v_sH(s)+vi_s (A-VI)H(s) + Vs F(H(s))
=—v_s (A-VI)H(s)+vi—-s (A-VI)H(s) + Vv _F(H(s))
=V sF(H(s))

Integrando la ultima igualdad resulta

[ %as = g1) - 9(0)

:Vfotvtst(H(s))ds
= H(t) - v, H(0).

De donde se sigue la forma integral

t
H(t) = e_Vtth+Vf VT, F(H(s))ds
0

Observaciones:

= La ecuacion (2.10)) solo requiere condiciones de medibilidad para f e integrabilidad para la solucion

H. De ahi que, al no requerir que la solucién sea suave, de existir, ésta es una solucién mas general

que la solucion a (2.9). Asi, toda solucion de (2.9)) es solucion de (2.10)).

= Si ([2.10]) posee solucion tnica en un intervalo [0, Tinax) tal solucion se llama solucion mild de ([2.9)).
Si Thax = oo la solucién es una solucion global, de lo contrario se denomina soluciéon no global o

bien, que explota en tiempo finito.

= Se tiene que (2.10) es la ecuacion de Skorohod correspondiente a un SPMM en el que los individuos
viven tiempos exponenciales de pardmetro V >0 y se mueven segtin una dindmica markoviana con
semigrupo {73, t > 0}.

2.4. Procesos de Markov

Siendo de interés garantizar la existencia de sistemas de particulas Markovianos como los descritos en las
secciones anteriores, se concluira el capitulo enunciando algunos resultados sobre procesos de Markov con
espacio de estados M, un espacio métrico general. Se observaré que los espacios Mp(Rd) y M satisfacen
las hipo6tesis de los teoremas de esta seccidon, de modo que la existencia de SPMM, es decir, de procesos

estocasticos en dichos espacios, quedara fundamentada.
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El siguiente teorema establece condiciones bajo las cuales, dada una funcion de transicion, P, es posible

garantizar la existencia de un proceso de Markov que tenga a P como su funcion de transicion.

Teorema 7. . Sea M localmente compacto, con base contable y Py(x,A) una funcion de transicion de
Markov en (M, B(M)), y{T:} el semigrupo de operadores lineales correspondiente. Sea C§° el espacio de
funciones continuas que se desvanecen en +oo. Si T,Cq° c C5° y Tif — f uniformemente en M cuando
t—>0VfeCs, entonces existe un proceso de Markov {X }i50, M-valuado, el cual es fuerte de Markov,

cadlag y tiene a P como funcion de transicion
P(X; €T|X,) = Pry(X, D), c.s.
En términos de semigrupos, se tiene el siguiente resultado (ver [32]).

Teorema 8. Sea M localmente compacto. Si Ty : Co(M) - Co(M) es un semigrupo de Feller tal que
T,(CP(M)) c CF(M) y es fuertemente continuo en t sobre CS° (M), entonces existe un proceso de
Markov M -valuado X, con trayectorias en D(R*, M), tal que E,,,[ f(X:)] =T:f(m), Vf e C(M), me M,
donde D(R*, M) es el espacio de funciones cadlag de R* en M.

Observaciones:

1. Notar que una de las hipotesis en los dos teoremas de existencia es que M sea localmente compac-
to. Mas adelante se vera que estos teoremas pueden aplicarse directamente cuando se consideran
sistemas de particulas ramificadas con valores en Mp(R%) o M,(R?), los cuales son localmente

compactos.
2. Cuando M es localmente compacto, se sabe que

- Cx(M) cCP(M) c C(M). Ademas C°(M) y C(M) son espacios de Banach con la norma

del supremo.

- Cg (M) es denso en C5°(M).

3. Es importante observar que hipétesis del estilo de 7;C5° ¢ C§°, no necesariamente se cumplen para
cualquier semigrupo y cualquier espacio de funciones. Por ejemplo, para $(R?) c L2(R%) c 8'(R?),
donde §(R?) son las funciones infinitamente diferenciables y rapidamente decrecientes y 8'(R?) es

el espacio de las distribuciones de Schwartz, se sabe que A mapea S(R?) en sf mismo, es decir
AS(RY) c §(RY),
y sin embargo, si 0 < a <2y Ay = —(~A)*/2, se tiene que

AL (S(RY)) ¢ S(RY).

Lo observado en 3), motiva introducir los siguientes espacios de funciones, para los cuales se satisface

dicha hipotesis si se considera al semigrupo de procesos a-estables simétricos con generador A,.

Sea ¢, () = (1 + |ac|2)_p7 z eR? y sean

p(x)
‘Pp(x)

Cp(RY) = {p:R? - R, continua y ||¢||, = sup < +oo},

o(z)

Cp(RY) = {¢:R? - R, continuay lim =
op(2)

|| =00

=ceR" y (1) = c}.
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Teorema 9. (Dawson-Gorostiza, 1990) Sea {T;}; el semigrupo de operadores en L*(R?) con generador
infinitesimal A,

(d+a)
2

a) Yt >0 yp>df2 (y adicionalmente p < ,sta<?2)

T(Cp (RN, [+ 1lp) = (Cp (R, - [Ip),

es lineal y acotado

b) Ve Ch(R?) tal que el limite
o P@)
jal=c0 @p(2)

existe, la funcion t — Typ es una curva continua en

Cpo(RY) = {tp comY: £ e Co(Rd)}-

p

Demostracion. Ver [10]. ]

2.4.1. Caracterizacion Martingala

En este apartado se introducen las definiciones y resultados basicos referentes al problema de la martin-

gala para caracterizar procesos de Markov. Para mayores detalles ver [18].

A menos que se establezca la contrario, (M,r) denotard un espacio métrico general.

Definicion 22. Sea X = {X;,t >0} proceso de Markov homogéneo definido en (Q, F, P), con valores en

M, con funcién de transicion P(t,u,T). Sea

TWF () = [ J@)P(tpdv), ] < By(M).
Definase
A= ((F9) € ByM) % BOM) T - 1 = [ T(s)gds, vt 20}
A se llama el generador completo (full generator) de X.
Observacion:

= Notese que A ¢ A donde

A:{(f,g)EBb(M)XBb(M):ltffg%:g;Af}

es el generador infinitesimal de X.

Proposicion 8. Sea X un proceso de Markov progresivamente medible con valores en M y funcion de
transicion P(t,x,T), y sean {T;}i0 ¥ A los correspondientes semigrupo y generador completo de X. Si
(f,9) € A, entonces

H, = f(X,) - fotg(Xs)ds,

es una F;<-martingala, donde FiX = o(X,, s <t).
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Corolario 2. Si X es un proceso de Markov respecto a {F;} con semigrupo {T;} y generador completo
/1, entonces

t
Hy = f(X0) - [ g(X.)ds
es Fy-martingala V(f,g) € A. En particular, ¥ f € By(M) tal que
Lif-f
t

Af:ltllrtr)l

existe, se cumple que {f(Xt) —[Ot Af(XS)ds} o {F:}-martingala.

t>

Demostracion. Sea (f,g) € A. Entonces
Brce) - [ ax)auF]
=B E) - B] [ oxads] - B[ [ (x)au]
ST f(X)) —fOSTug(Xt)du— /Otg(Xu)du
ST =00 - [ Tag(Xdu+ £(X) - [ (X
:f(Xt)—fOtg(Xu)du.

Stroock y Varadhan (ver [50], [51] y [62]) usan la propiedad de martingala establecida en la proposicion
anterior para caracterizar procesos de Markov asociados a un generador A.

Definiciéon 23. Sea A c By(M) x By(M). Se dice que X es una solucion al problema de la martingala
para A, si X es un proceso estocdstico medible M-valuado definido sobre algin espacio de probabilidad
(Q,F,P), tal que para cada (f,g) € A,

Hy = f(X,) - fotg(Xs)ds, (2.11)

es una .7-'tX"* martingala, donde
FXr o X w([ W(Xu)du: s <t he Bb(M)).
0

Si G o .7-'tX’* y (2-11) es martingala respecto a {G;} para cada (f,g) € A, entonces se dice que X es una
solucion al problema de la martingala para A con respecto a {G:}.
Si se especifica una distribucion inicial p, medida de probabilidad en M, entonces se dice que X es

solucion al problema de la martingala para (A, 1) si también se cumple que PX(]1 =U.

Definicion 24. Sea X un proceso con trayectorias en D(R*, M). Se dird que P, una medida de proba-
bilidad sobre D(R*,M)), es una solucion al problema de la martingala para A (o para (A, p)), si
el proceso coordenado sobre (D(R*, M), F, P) definido por

X(t,w) =w(t), weD(R", M), t>0,
es una solucion del problema de la martingala para A (o para (A, p)) segin la definicion anterior.

Observacion. Para el caso en el que X es progresivo, se tiene que .7-'tX’* = FX, ysi X es continuo por la
derecha y adaptado, usando la Proposicion 1.13 de [39], se sigue que X es progresivamente medible, por
lo tanto se tiene la misma igualdad.
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Proposicion 9. Un proceso medible X es una solucion al problema de la martingala para A si, y solo

1,

| (16 - 100 = [ sxas) Flmcr,)| <o (212

n

para todo Ogtl <ty <"'<tn+17 (f>g) €A Y hla"'>hn EBb(M)

De lo anterior, se sigue que un proceso medible que es solucién a un problema de martingala hace referencia
a sus distribuciones finito-dimensionales. En particular, cualquier modificaciéon medible de una solucién

del problema de la martingala para A es también una solucién.

Proposicion 10. Si X es de Markov homogéneo de generador A y trayectorias en D(R*, M), entonces
Fr=FX t20y

FO6) - [ g s, ex0,

es {FX Y-martingala ¥V f € Dom(A) n By(M), es decir X es solucion del problema de la martingala para

A={(f,Af): f € Dom(A) n By(M)}.

2.5. Resumen

El apartado anterior establecié los conceptos y resultados necesarios para los sistemas de particulas

ramificadas, dentro de los més importantes se tienen los siguientes:

1. En un modelo de poblacion, cada estado de la poblacion {z;,i € I}, I ¢ N, puede identificarse con
los 4tomos de una medida simple en A. De modo que un SPM corresponde a un proceso de Markov

con valores en el espacio de medidas puntuales, N.

2. Para el caso de SPMM, las probabilidades de transicion homogéneas satisfacen la ecuacion integral
(2.5) (como la denomina Moyal en [45]).

3. En términos del FGPT, la ecuacion ([2.5) se transforma en la ecuacion de Moyal, y utilizando la
propiedad multiplicativa (2.2)), es suficiente considerar la ecuacion de Skorohod (2.7)).

4. Asi, determinar la existencia de un proceso con funcién de transicion P, implica determinar la
existencia de una solucion a la ecuacion (2.5)). Sin embargo, por lo anterior, esto es equivalente a
determinar la existencia de una solucion para la ecuacién de Skorohod. Las condiciones para que

dicha solucién exista, se establecen en el Teorema [6]

5. Para una dinamica espacial determinada, es posible expresar la ecuacién de Skorohod en términos
de EDP no lineales , cuya solucion queda expresada en términos del semigrupo asociado a
la parte espacial del sistema, y de F, la funciéon generadora de probabilidades de la dindmica de
ramificaciéon. En el capitulo siguiente, se prestard atencién a un caso particular de SPMM, los
denominados procesos de difusion ramificados, en los cuales la dindmica espacial corresponde a un

movimiento a-estable simétrico.

6. La existencia de procesos de Markov con espacio de estados M g(R?), y trayectorias en D(R*, Mp),
queda garantizada con el Teorema

7. Para el caso de procesos de Markov con valores en /\/lp(Rd)7 para poder hacer uso del Teorema

Iscoe (1986) utiliza el espacio M, (R?), el cual es localmente compacto.
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8. Los resultados y definiciones sobre caracterizaciéon martingala seran utilizados en los ultimos ca-
pitulos, con M = D(R*,M,,(Rd)), y para aquellos casos en los que se requiera que el espacio sea
localmente compacto, con M = D(R*, M,,(R%)).

Notas Adicionales

En [43] se encuentran los resultados principales sobre procesos de Markov discontinuos, en este
articulo Moyal establece las condiciones bajo las cuales existe una solucién para la ecuacion .
En [44] se establece la construccion del espacio de probabilidad para procesos de poblacion y se
da la caracterizacién como procesos de Markov con valores en el espacio de medidas de contar y
finalmente, en [45] se establece lo referente a procesos de poblacién multiplicativos.

El espacio de probabilidad definido al inicio de este capitulo para los procesos de poblacién es
llamado proceso puntual en [44], sin embargo no debe confundirse con el concepto de campo aleatorio

enunciado en el capitulo 1.






Capitulo 3
Movimiento a-estable Ramificado

Debido a que interesa obtener el superbrowniano como limite de difusiéon de movimientos Brownianos
ramificados (MBR), este capitulo tiene como objetivo definir y dar algunos resultados relevantes para un
proceso més general, el Movimiento a-estable Ramificado, que sera denotado por M R®, para « € (0,2].
Esté tipo de procesos son SPMM conocidos como procesos de difusion ramificados. La fuente bibliogréafica

corresponde a [17] y [36].

3.1. Descripcion Heuristica

El Movimiento a-estable Ramificado (M R®), para 0 < a < 2, es un proceso con valores en el espacio
de medidas de contar en R%, que inicia con una sola particula, ¢, en el que cada individuo se desplaza
independientemente siguiendo un movimiento a-estable simétrico en R?, y los tiempos de vida de las

particulas son exponenciales. Asi, el M R*, queda determinado por los siguientes elementos:

1. Estado Inicial. El estado inicial del sistema es una tnica particula en la posiciéon x, para x € R?,

es decir, Ny = 0.

2. Tasa de Ramificacion. El Tiempo de vida de las particulas es exponencial de parametro V', por
lo que la probabilidad de que muera en el intervalo [¢,t + At] es Vit + o(At).

3. Movimiento Espacial Al transcurrir el tiempo cada particula se desplaza, independientemente
de las otras, siguiendo un Movimiento a-estable esféricamente simétrico en R?, con familia de

densidades de transicion p(t,z,y) := P,(y — ) cuya funcion caracteristica es
fRd eV Py(x)dx = exp(~tly|*), yeR%L
El semigrupo {T}* : ¢t > 0} asociado a las probabilidades de transicion es
(T9) () = [, Pla-y)e()dy, <R,

para cada ¢ € By(R?). El generador infinitesimal de {T* : t > 0} es la potencia fraccionaria
Ay = —(-A)*? del Laplaciano en R? y D(A,) su dominio. Para a = 2, se denota Ay := IA.

4. Mecanismo de Ramificacion. Cuando la particula muere, da origen a k individuos con proba-

bilidades g, £k =0,1,2,.. B La ramificacion es local, es decir, la descendencia aparece en el lugar

, se denomina ramificaciéon binaria critica

1En el caso en el que qq = g2 = %
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donde muri6 su progenitora, y ellas se desplazan y se reproducen independientemente unas de otras,

con la misma dinamica que sus progenitoras. Su funciéon generadora de probabilidades,
F(s)=Ysq., |s|<1, (3.1)
k=0

es tal que su primer y segundo momentos factoriales, mi y ms, son finitos.

Observaciones:

1. Debido a que la tasa de ramificacién es exponencial y a que el movimiento a-estable es un proceso
de Markov, el M R* hereda la propiedad Markoviana. De hecho, en la definicién anterior podria

considerarse cualquier proceso de Markov para el movimiento espacial de las particulas.

2. Si se considera que la poblacién inicial es una medida de contar u € N (R%), por la independencia,
se sigue que M R® es un SPMM, es decir se cumple (2.1)).

3. Para el movimiento de las particulas, en el caso a = 2, se obtiene el movimiento browniano estandar

en R%, de modo que sus probabilidades de transicion son las densidades gaussianas

1 d/2 z-y 2
277#) eXp(—|2t|| s t>0, Po(y—x):(sy,x.

Pt(y—x):(

y el semigrupo {71} : ¢ > 0} asociado a las probabilidades de transicion {P;(x) : ¢ > 0} tiene como

generador infinitesimal al operador %A, donde A es el Laplaciano en R? y D(A) su dominio.

3.2. Caracterizacion mediante la ecuaciéon de Skorohod

En esta seccion se dara una caracterizacion rigurosa del M R® | mediante su FGPT.

Proposicién 11. El proceso N = {N;}1s0 es un MR® en R%, con Ny = 6, si su FGPT, Gi(p,z), es la
inica solucion de la ecuacion de Skorohod ,

t
Gi(plz) = ™" T p(2) +Vf0 ¢ T (F[Grmu(])]) (@) du, (3-2)
donde {T*,t >0} es el semigrupo asociado al movimiento espacial de las particulas.

Demostracion. Usando la ecuacion (2.5) se tiene que las probabilidades de transicion satisfacen la iden-
tidad

xT) = 0 X 3 ' ‘ G) / S|T
P(Ale) = PP+ 3 [0 [ Pen(ADQU sl (33)

Dadas las caracteristicas del sistema, es posible determinar P?(Alz) y QU (dy’,ds|z). Para la parte

correspondiente a la probabilidad de transicién sin saltos en el tamano de la poblacion, se tiene

P)(dplz) = P (dé,|z) = eV Pi(y ~ 2)dy, .yeR?, (3-4)

donde P;(y - x) es la probabilidad de desplazarse de la posicion x a la posicion y, determinada por el
movimiento a-estable en R, para 0 < a < 2. Asi, PY(dy|x) se interpreta como la probabilidad de que la
particula migre de la posicion z a la posiciéon y con probabilidad Pi(y — z)) en el intervalo (0,¢] y no se
ramifique (para no tener saltos) con probabilidad eVt
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Por otra parte, la distribucion conjunta del primer tiempo de salto, u, y el estado inmediato 3/ =

O(yryy) € (R?)?, dado que la particula se encuentra en la posicion x € R%, es

4 , e V"V qodu, 7=0
Q' (dy’ , dulz) = (3.5)
Ve‘V"quu(y —2)0y,,...y)dydu, j=1,2,...

Es decir, la probabilidad de que ocurran saltos en el tamano de la poblacién es igual a no ramificarse hasta

- Y5

el tiempo u con probabilidad e”V*, y con tasa V ramificarse en el intervalo de tiempo du, ocasionando
a) la extincion del sistema con probabilidad ¢g, o bien

b) con probabilidad ¢; dar origen a j particulas localizadas en la posicion en la cual muere y se ramifica
la particula progenitora, y, la cual se desplazo a dicha posicion con probabilidad P,(y — x). Las

particulas hijas serdn denotada por 5(y1)._'7yj)(dyj), donde cada y; debe ser igual a y.

Asi, sustituyendo (3.4) y (3.5) en la expresion (3.3)), se obtiene

Multiplicando por el factor e{*1°8%) ¢ integrando sobre todo el espacio, con ¢ € By(R?%) y usando el

teorema de Tonelli-Fubini se tiene

Gi(eplz) = (3.6)

et t . .
[ e<H:log ga>e—VtPt(y —x)dy + Z [0 /(]Rd) _ f e<H:log W>Pt75(A|yl)Ve_ququ(y - x)5(y1,...,yj) (dy”)dydu.
=0 ’

Obsérvese que, en el primer sumando, si se inicia con una poblaciéon y = §,, se tiene que elrloge) - o(y)-

Por otra parte, usando que el proceso es multiplicativo se sigue que

[ s P (Al =[Gl

Con lo anterior se tiene que

Gi(ele) = f e(y)e™ Py ~z)dy + ifot fRd VeV [Grulely)] a3 Puly - 2)dydu.

Usando que

i[Gtu(wly>]jqj - P (Cr(ely)).

y que TP f(z) = [ f(y)P:(y — x)dy, se obtienen las igualdades

Gi(plr) = / o(y)e V' Py(y - x)dy + ]: /]Rd Ve P, (y —2) F (Gr-u(ely)) dydu
= V' o(x) +V fot et fRd F(G-u(ely)) Pu(y - =)dydu
-V T+ [T I Gl )] (o)

donde la altima igualdad es la expresion (3.2) que se deseaba encontrar.

Resta garantizar la existencia de una solucién para (3.6). La existencia y unicidad, se establece por

cualesquiera de los dos métodos siguientes:
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1. Usando el Teorema [6] se sigue que (2.6) posee una tnica solucién (llamada por Watanabe la  so-

lucion probabilistica).

2. El segundo método es observando que, en términos de semigrupos, la ecuacion es la forma
integral de una EDP semi-lineal del tipo de la ecuaciéon establecido en el capitulo anterior,
la cual tiene solucion tnica ([46], cap. 6) cuando F' es Lipschitz continua (lo cual es cierto pues F'
es una funcion generadora de probabilidades). Asi, usando , se tiene que el FGPT del M R es

la tnica solucion mild a la EDP siguiente
G (¢lr)

ot
Gol(pl-) =p e D(Ay).

= (Aq = VI) Gi(plr) + VF(Gi(pl2)),

Nota 5. Con lo anterior se ha garantizado la existencia del MR, para Ng = 0,. El caso en el que
Ny = € M(R?), no necesariamente finita, serd comentado al final de esta seccion, haciendo uso del

Teorema[7 y resultados sobre el espacio de medidas p—temperadas.

3.3. Funcional de Laplace

Recuérdese que, del mismo modo en el que la transformada de Laplace permite caracterizar a las variables
aleatorias no negativas, el funcional de Laplace lo hace en el caso de medidas aleatorias no negativas. Es
por ello que en esta seccion se determinaré el funcional de Laplace del M R®. Se muestran los resultados
para los casos en los que la poblacién inicial es una tnica particula o cuando es un campo aleatorio de

Poisson, y se generalizara para una medida aleatoria puntual (no necesariamente de Poisson).

Funcional de Laplace del MR con Ny = d,, = € RY.

Proposicién 12. Sea N = {N;};s0 un MR con 0 < a <2, tal que Ny = 8, para alguna x € R%. Entonces

el funcional de Laplace de N cumple la ecuacion integral no lineal
t
Li(gle) =B[N |No = 0,] = ¥ (TP ?) @)+ V [V T (FILeeu(eb)D(@)du, (3)

es decir, Li(p| - ) es la solucién mild de la EDP no lineal

o
%z(Aa—V)ut+VF(ut), >0,
u=e ¥, @eBf (RY). (3.8)

Demostracion. Usando la relacion (1.5) del FGPT y el FL de N, se tiene que Gi(e ¥|z) = Li(p|z).
Entonces, sustituyendo e™¥ en la ecuaciéon de Skorohod (2.7)), se obtiene el funcional de Laplace de N

dado por la expresion

Llgle) =V (T7e®) @) 4V [ VT (FIL (o) ]) ()

Para demostrar la ultima afirmacion basta observar que la igualdad anterior es de la forma (2.10]) y por

lo tanto satisface (3.8]) con u;(z) = Li(p|z).
|

La ecuacion (3.7) suele denominarse ecuacion log-Laplace del M R® .
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Funcional de Laplace del M R* con Ny ~ Poisson(\)

Proposicion 13. Sea N = {N;}is0 un MR con 0 < a < 2, tal que Ny es un campo de Poisson con

intensidad \, donde \ es la medida de Lebesque en R®. Entonces el funcional de Laplace de Ny es
Li(p) = E[e ™A= e e BI(RY), 20,

donde v¢(-) =1 - Li(¢|) es la dnica solucion de evolucion de la EDP

aUt
n =Agvi(x) =V [F(1-vi(w)) = (1 -ve(x))],
vg=1-¢e"%. (3.9)

Demostracion. Sea N = {N;}4>0 como en el enunciado de la proposiciéon. Sea {K,};>1 una sucesion de

conjuntos compactos en R? tales que K;cKj., Viy R? = U; K. Sea
NI(-) = No(-nKj), Vj>1.
Entonces la poblacion inicial sobre cada compacto es finita casi seguramente, es decir
P[NJ(RY) < +00] =1,  V¥j>1.

La ventaja de considerar la medida restringida a K}, Ng(~), radica en que para este tipo de conjuntos se
tiene una representacion de las medidas puntuales dada en (1.2)).
Sean

0<t;<ta<<tm, @1, 0m€CRLRY),  up,ug, - um e R, m=1,2,....
Considérese lo siguiente

o0
E [67 ity Ui<Nti7<Pi>] _ Z E [67 Yty wi<Ng, 0>
n=0

N3 (R?) = n]P[NJ(R?) = n].

Usando que la suma en la exponencial es invariante respecto a permutaciones de los indices , al condicionar
a que el campo Poisson tenga n particulas en K, se tienen n v.a. uniformes independientes en el compacto
K, las cuales corresponden a la distribucién espacial de dichas particulas. Luego,

n

E[G it ui<Ne,pi> N](Rd i 1U7<Nf 7<p>|]\70 _5xk]dxk
i n
G (ij | d
mientras que
; MK
PN (RY) = n] = e 2T
n!
Asi,
[~ Zr wi<Ne,0i>] = o= AK;) / E[e Tt wi<Neo2i>| N, = 6. ]d
g - 3 (e o=t ds

= e MK exp ([K E [e_ Zit ui<Nti’%>|No = 5;]0] dx)

i
= exp E|e Tt wisNes@i> | No = 5, | = 1) A(da)
[/, (&1 J- 1)

= exp (— <>\|Kj, 1-E [6_ T2y ui<Ne; @i Ng = 5( . )]))

mo NG
= exp (— </\|Kj,1—IE[efzi:1“1<Nn ’“"1>]>)’
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donde Nt(;) denota al M R® al tiempo ¢, iniciando con un individuo é,.. La expresion anterior corresponde
al funcional de Laplace de IV, iniciando con un un campo de Poisson restringido a K ;. Haciendo K 1 R4,

se obtiene
m m . (w) X
E [6—21:1 <Ny, ,w>] = exp (_ ()\7 1-F [e_ ity ui<Ng ’“01>]>) . (3.10)

Tomando m=1yu=1,

E[e ] = exp (- (A L-E [N ])) = exp (- (01 - Lu(el D).
Ahora, denotese vy(x) := 1 —uy(x), donde u;(x) es la solucion mild de (3.8]). Entonces,

Ovy(x) _ Oy ()
ot ot
=—(Aq - V)ug + VF(uy)
=—(As - V)1 -v(x)) + VF(1 - v (x))
=-As(1-v(2))+ V(1 =ve(x)) + VE(1 - v (x))
=An(v(2)) = V(1 =v(2)) + VF(1 - ve(x))

= Aa(ui(@)) + V(F(1-v(@)) - (1-wi(2))).

Por lo tanto, v;(-) =1 — Li(¢p|) es la tnica solucion de evolucion de la EDP (3.9)), es decir

vt(fﬂ)=Tta(1—€7“")(fﬂ)—VfOtT§‘ [F(1-v-s()) = (1 = vs (1) ] () ds.

Para aquellos casos en los que se tenga una expresion explicita para el generador de probabilidades, es
factible encontrar una expresion explicita para la EDP. Por ejemplo, cuando la ramificacién es binaria

critica, la funcion generadora es de la forma
1 1
F(s)= 5t 552, s€[0,1],
y asi, la EDP ({3.9) satisface

Ov
ot

=Aquy(2) =V [F(1-v(2)) - (1-vi(2))]

= Apor(z) -V [% . %(1 (@) - (1- vt(az))]

- Agvi(z) -V [% . %(1 20 () + 02(x)) = (1 - vt(:r))]
= Agur(z) - Vod().

Es decir,

v,
o

Vo = 1-¢e%.

- Baun(@) - 5 12(2)
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Funcional de Laplace de M R® con N, ¢ N(R?).

La siguiente proposicién establece un resultado analogo al caso anterior, para un M R* cuyo estado inicial

es cualquier medida puntual.
Proposicién 14. Sea N = {N;,t >0}, un MR® , donde Ny = € N'(R?). Entonces

F [e_<Nt7W>|NO — H] = <wlog(1-v, (8))>

para ¢ € C1(RY), donde v, es la (inica) solucion global de evolucidn de ,

Demostracion. Por la propiedad de ramificacion, se puede suponer que p es simple y p = 37", 0., en el
compacto A c R%. Entonces, restringiendo p a A resulta

E[€_<Nt7gp>|NO _ /1/] _ ]E[e—<Nt7§D>|N0 — 5$1]

i=1
= exp {log (H Ee <N¢! ’“">)}

i=1

=exp {i log (Ee’<Nfi ’W)}
i1

_ <p,logu,(t)>
=€ 5

~

donde u cumple (3.8)). Luego, haciendo A t R? y poniendo v,(t,x) = 1 —us(x) se sigue el resultado.  m

3.4. Intensidad del M R~

La ecuaciéon de Skorohod y el funcional de Laplace, permiten el calculo de momentos para el proceso N.
A continuacion se derivan las expresiones para la intensidad del M R® para los tres casos de la secciéon

anterior.

Intensidad del M R* con Ny =4,

Teorema 10. Sea N* = {N{}ys0 un MR® tal que Ny = 6,. Entonces ¥ f € By(R?),
E<NZ f>=E, <Ny, fo=eMDITf(2), >0, (3.11)
donde m es el primer momento de la ley de ramificacion F.

Demostracion. De manera similar al caso de variables aleatorias, la intensidad del M R* se obtiene como
la derivada del FGPT, es decir,

= L [evion]

d _
-G (e fla) 0 (3.12)

b

0=0

0=0

donde Gy(p|r) =E [e<N¥$’log “">]. Asi, derivando de la manera usual el lado derecho en 1} se sigue la

primera igualdad:

i]E [€—<Nf,f>a] |

i :E[e‘<Nf,f>9<Nt,f>]| —-E<N?,f>  6>0.

0=0
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Por otra parte, usando la relaciéon entre el FGPT y el funcional de Laplace de N,
E[e NN = Li(0f) = Gule o), (3.13)

y aplicando (3.2)) con ¢ = e/, resulta

t
Gez)=eViTre ™ + v f eV [F (G (e_ef"))] (x)du
0
¢ .
= e ViTee ¥ 4 Vf e Vure [F (E [€7<Nt('3“f)0:|):| (x)du.
0

Derivando la expresion anterior respecto a 6 y usando (3.13)), se siguen las siguientes igualdades

d _ d _ _ d o (N® f)0
— Gy (e 9f|x)| = —eViTee | 4 —V[ eV [F (E [e (v ])] (z)du
de 0=0 df heo de Jo oo
t )
= ertdieTf‘e’ef -, +V /0 e"/“%ﬂjY [F (E [e_(Nf*“’f)e])] (x)du B
Observar que
d, .o - d _
@Tt e 0f = @fe af(y)Pt(y—x)dy
6=0 6=0
) P,(y-x)d
= d9€ t\y —T)ay
6=0
:f—f(y)e‘gf(y) Py(y-x)dy
0=0
= | ~fW)P(y-2)dy = -1} f(z),
fW) Py - z)dy = -T7 f (x)
y también, si — =m < 400,
ds

s=1

el o

_qo| 4 —(NE:L,f)e])
=T deF(E[e
0=0 L 0=0

—1o|F (E [@*(Nfil»f)"]) 4 [em (N1

&=

=T —F (E [e‘<Nf3~f>9]) [—e—(Nf—uvf)e <Ny, f >] ](x)du
6=0

= Te[F(E- < N2, f > | (@).
Por lo tanto, sustituyendo los célculos anteriores,

d t
Ey <Ny f>= @Gt (e"9f|x) |9 - e VIR f(2) + Vm [ e VT (B. < Ny_y, f >) (x)du. (3.14)
- 0

Ahora supongase que f > 0 (si no fuera el caso, se descompone a f en su parte positiva y parte negativa y se
usa linealidad). Aplicando la transformada de Laplace L en (3.14), se tiene que si L(E, < Ny, f >, A) := Fh,
entonces

FA:f e_’\te_VtTtaf(x)dtJerf e MeVITOL(E, < N, f >, \)dt.
0 0



3.4 Intensidad del M R“® 39

Teniendo en cuenta [46] que el resolvente de (A, - VI) en A, es
R(A,-VI ) =[N~ (Aa -V,

y aplicado a ¢ da
R(AL-VI,N)p-= /(; e M (e_VtTto‘) dt,

F)\ se reescribe como
Fy=R(A.-VI,\) f+VmR(A,-VI)F). (3.15)

Aplicando el inverso del resolvente a la identidad anterior se obtiene
[M — (Ao -VI) ]F,\ = f+VmPy,

es decir
[M_ (A +V(m - 1))]F,\ = f.

Utilizando nuevamente el resolvente,
Fr=R(Ag+V(m-1),\) f = fo MV (m=DTa £ (1) gy,
Y por unicidad del funcional de Laplace se sigue que

Ey < Ny, f>= VM Dtre (s,

Observaciones:

1. El término V(m - 1) se conoce como el pardametro de Malthus, y determina el comportamiento

asintético promedio de la poblacion.

2. Si se toma f = 14 entonces E < N, f > da la poblacién promedio al tiempo ¢ en el conjunto A,

procreada por el ancestro 4.

Intensidad del M R* con Ny un campo de Poisson()\)

Teorema 11. Sea N = {N;}1s0 un MR® con Ny un campo de Poisson()\). Entonces Yo € By(R?), la

intensidad de N, satisface
<EN;, 0 >=E < Ny, >= (N, DITeg) - t>0.
Demostracion. Usando con m=1, p; =1y u; =6 constante positiva, se tiene
E [e_<Nt"p9>] = exp {— ()\, 1-E [e_<Nf(‘)’W>]>} , 0> 0.

Entonces

E< Ny, p>= _di@E [e—<N,,,¢a>]

a2 At )

- (e (0]

0=0
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Por lo tanto, usando (3.11]), se sigue que

E<N,p>= (A,E<N§‘>,¢>)
_ (A’GV(m—l)tTtaw) )

Para el caso en el que la intensidad del campo aleatorio Poisson Ny es la medida de Lebesgue A en R?,

se tiene, para ¢ € By(R?), que
<)\,Ttag0>:tha<p(x)dx
=f(fs0(y)Pt(y—x)dy)dw
=f@(y)(fpt(y—x)dﬂc)d%f@(y)dy-

V(m-1)t

Por lo tanto,

E<Ng,p>=e <A p>.

Intensidad del MR® con Ny ¢ N (R?).

Para este caso, usando la Proposicion [14] se establece el siguiente corolario sobre la intensidad del M R*
para Ny € N (R?).

Corolario 3. Sea N = {N;} un MR® , con Ny =p e N(R?). Si m=F'(1) < +o0, entonces
E<Npp>={u,e" "D T0), peBy(RY).
Demostracion. De la Proposicion [14] se tiene que Vr € [0, +00),

E [e—(Nt,w)] -E [E [e’<Nf7”’>|N0]]
-E [6<No’10g(1—vw(t)))] ,

donde vy, es la solucién de evolucion de (3.9), es decir

Pe0) _ (1) - VIFQ g (1)) - (1 g ()]

vg=1-e%.

Luego,

E< Nt7 p>= _%E [e—<N,~,,7"<p>]

r=0

1 0
- _ |:Ee_<N0a10g(1_'UrkP (t)> <N07 ’Um,(t)>:|

- — 3.16
1- Urp(t) or ( )

r=0

9 )
Para encontrar --v,.,(t), nétese que
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%vw(t) = (D= V)0 + V1= F(1-v,5(t)], t>0, (3.17)

Urp(2,0) =1 - e,
Usando un desarrollo de Taylor de segundo orden

1 d?
2! ds?
con &, € (vry,1). Entonces, usando que F'(1) = m, la ecuacion (3.17) cambia a

1= F(1-vpy) = F'(1)vp, - F(&)v2,,

1d
2! ds?

ﬁvw(t) =(Aa = V)vp+V [mvw -

- ren|

=(Aa-V(m—-1))vp, - %F"(f,. v?

TP

de donde se sigue que
t FII
brp(8) = VTR (1R v [V [2@»%@ - s>2] (w)ds.

Derivando con respecto a r y evaluando en r =0

0

—Ur (1)

e _ eV(m—l)tTtawe—mp

/-teV(m—l)sTsa [F;(ET)(UW(t—S))Q] ds)

0

0
- Var(
r=0

r=0 r=0

_ eV(m—l)tTta(p(I)'

Se ha usado que vy = 0 y la dependencia continua de (3.17)) respecto a la condicién inicial [30]. Por lo
tanto, sustituyendo esta ultima expresion en (3.16]), se sigue que

E< N, p>=- Ee—<No,log(1—vr¢(t))> No, _1avr<p(t)):|
1= vrp) or

r=0
-_F [60 (lLL, _eV(m—l)tr_ZwtasO)]
_ <,U,, ev(m_l)tTtagp) )

Caracterizacion via Funcional de Laplace

A continuacion se establece la definicion de Movimiento a-estable Ramificado, N = {Ny,t > 0}, cuyos

valores son medidas z € N'(R?), no necesariamente finitas.

Definicién 25. Un proceso de Markov N = {Ny,t > 0} con valores en N (R?), se dice Movimiento

a-estable (simétrico) ramificado en R?, si su funcional de transicion de Laplace estd dado por
E[eNo#|N, = p] = ellosCre =) - p e F(RY), 0<s<t,  pe M,y(RY), (3.18)

donde vy, (x,s) es la unica solucion (mild) de

ov(t)
ot
v(z,s)=1-e?®), pe C’;(Rd). (3.19)

=8av(t) -V [F(1-v(®)) - (1-v(@®)], t>s,
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Observaciones:

1. Notese que la ecuacion diferencial parcial dada en (3.19) es equivalente a

ag(tt) = (A =V + V1= F(1=0(t))], t>s,
v(z,s) =1-e @), pe C;(Rd). (3.20)

2. Si Ny tiene intensidad finita A (es decir, A(R?) < 00), entonces N; es finito con probabilidad 1, ya
que
E < Ny, 1>= (), eV D7) = V(= DIN(R?) < +oo.

Asi, basta pedir que la intensidad de Nj sea finita, para garantizar que el M R® tome valores en

Mp(R9).

3. Notese que para que la Definicion [25] tenga sentido, es necesario que expresiones del tipo < u, p >,

sean finitas. Ahora, si p ¢ Mp(R?), entonces para ¢ medible y no negativa,
P
<me>= [ o= [ Zopdus [lelbgpdn=llel | eodi=ligly <mep> (321
P

y la tiltima expresion es finita si p € M, (R?), y ¢ € C,,(R?). Esto tltimo permite concluir que (3.18)
tiene sentido.

3.5. Generadores Infinitesimales

Se sabe que los procesos de Markov quedan determinados por su distribuciéon inicial y su funcién de
probabilidades de transicion. Estas tltimas definen un semigrupo de transicion el cual queda especifi-
cado completamente por su generador infinitesimal, 4. En el caso de sistemas de ramificacion espacio-
temporales, como lo es el M R®, resulta de interés encontrar el generador infinitesimal que involucra
ambas dindmicas: ramificacién y migracion. Usando la independencia de ambas dindmicas y el teorema
de Trotter-Kato (ver Apéndice), se sabe que el generador buscado es la suma de los generadores de cada
dindmica. A continuacion se muestra el calculo de tales generadores para ramificacién de un tipo, para
el proceso de migracion, y aunque no seréa requerido posteriormente (excepto en la Seccion , también

para la dinamica de inmigracién.

3.5.1. Generador para la dinamica de Ramificacién

Sea { X, }+s0 un proceso de Markov N (R%)-valuado, definido en un espacio de probabilidad (2, {F; }s0,P),
donde F; = FX = 0(X,,0<r <t), t>0.

Ramificaciéon de un tipo

Supoéngase que para t > 0, X; denota al nimero de particulas al tiempo t. La tasa de ramificaciéon es V,
es decir, cada particula vive un tiempo de vida que tiene una distribucién exponencial de parametro V,
al final del cual se ramifica. La ley de ramificacion es {qx }ken, donde gx denota la probabilidad de que la
particula de origen a k particulas hijas al momento de su muerte.

Proposicion 15. Para el proceso {Xi}s0, definido arriba, el generador infinitesimal, A,., estd dado por

la expresion

AF(X) =V S X F(Xe+ (k—1)6) ~ F(X0)). FNRY) SR, feBy(N(RY)).

k=0
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En particular, para f: N (R?) — R cilindrica, es decir para f de la forma
fim—g(<pe>), geBy(R), peCk(R),

se tiene
Arg(< Xtv@ >) =V Z %(Xh g(< Xt790 > +(k - 1)50()) _g(< Xt7Lp >))
k=0

Demostracion. Sea f: N(R?) - R. Por definicion se tiene que

-y (B[ (X0

) d%E [f(X”S) ft] -E I:f(Xt)‘ft:I). (3.22)

s=0

Af(X0) = ST (X

7]

Para t >0, sea
Tt = l,nf{’U, >0: Xt+u * Xt}

el primer tiempo de salto del proceso, posterior al tiempo ¢. Sea Ag = {1y < s}, § >0, y supoéngase que

P(A,|F) = P[0 <7y < | F] = A(Xe)s+o(s), 510,
donde A es no-negativa y medible. Para el primer término de (3.22)) se tiene que
]:t] =E [f(Xt+s) [1A3 + 1A§] ft]

-E [f(XHS)lAS ft] +E [f(Xt+s)1Az

E [f(Xt+s)

7). (3.23)
y por definicion se sigue que

E[f(Xies)la,

ft]:[/\/(Rd)f(/ff)dP[(XHs:/J')mAS|ft:|a (3.24)

donde por la propiedad de Markov y la ecuacion de Chapman-Kolmogorov se obtiene que VI' € B (N (R?)),

P[(Xirs € D) (A F] = [MX)s +0(5)] /N(Rd)P(t,Xt7t+Tt,du)P(t+Tt,V7s+t,F), (3.25)

donde se ha usado la notacion P(s,z,t,T') := P(X; € T'| X = ). Asi, (3.24]) satisface

E[f(Xees)la,

ft]:/N(Rd)f(m{[A(Xt)s+o(s)][N(Rd)P(t7Xt,t+Tt,d1/)P(t+Tt71/,s+t7l")}

- [A(X)s +o(5)] [,

P(t, X;,t dv)P(t t,I')]. (3.26
N(Rd)f(u)[[\/(Rd) (7 ty U+ Ti, Z/) ( + T, V, S+, )] ( )

Sustituyendo la expresion ([3.26)) en (3.22)) se obtiene

Arf(Xt) =
=l B [7(X0,)I] - B [7(0)| 7]
:131’%1i{[/\(Xt)s+o(s)]fN(Rd)f(u) [[N(Rd)P(t,Xt,t+Tt,du)P(t+Tt,1/,s+t,F)]+IE[f(Xt+S)1A§ ]

“E [f(Xt)‘]-}] }
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Por otro lado,
E[f(X0|Fi] = F(XOE[1a, + La;
= FO) {B[1a,| 7] + B[ 14| 7]}
= 7 (x) {B(4, 7))
= FXD) {INX)s + o()] +E [ Lag

= [\(X0)s +o(s)] F(X0) + B[ Lac

7

ft) +]E|:1Ag

)

ft] F(Xe). (3.27)

Se sigue que

A f(X(1)) =
:151’&)11{[)\(Xt)s+o(5)](/N(Rd)f(,u)[[\/(Rd)P(t,Xt,t+Tt,d1/)P(t+Tt,1/,s+t,,u)]—f(Xt))

]—"t]}.

+E [f()(t+s)1,4g

ft] - [(XE [1A§

Usando el teorema de Tonelli-Fubini,

A f(X (1)) =
:1§%1{[A(Xt)s+o(s)](fN(Rd)P(t,Xt,tw,du) [fN(Rd)f(u)P(t+7-t,1/,s+t,,u)]—f(Xt))

]—'t]}.

FW)P(t Xot+ 70, dv) —f(Xt))

+E [ f(Xees)Lag

Fe] - F(XOE [1a:

Haciendo s | 0,

Acf) =2 ([

SOl N FORSC 0] R AL RIDE

(R)

Por lo tanto

A =M [ [10) = G0 A ), (3.28)

donde
A(Xt, F) =P [Xt+7't € F|Xt:| .

Ahora bien, se sabe que la expresion general

@) [ 1) = 1 @)z, dy),

determina al generador de un proceso de Markov siempre que A(x) > 0 sea una funcién medible y acotada
[18]. Sin embargo, para la dinamica de ramificacion, en la expresion (3.28) no se sabe que A(X;) sea
acotada. Por lo tanto, sera necesario el célculo explicito de A y A, lo cual se hace a continuacion.
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Considerando un sistema en el que Xy = J,, es posible suponer que al tiempo ¢ hay n particulas, es
decir, X} = 05, + -+ 05,. Debido a que el primer salto después de t, ocurre cuando cualesquiera de las
n particulas se ramifica, por la independencia y el hecho de que el tiempo de ramificacién para cada

particula es exp(V), se sigue que 74 ~ exp(nV). Asi
P(A|F) = P[0 <7 < 5[] = (1X[V)s +o(s), 540,

es decir

A(Xt) = |Xt|v7 (3~29)

donde | X;| :=< X¢,1 > es el namero de particulas vivas al tiempo ¢.
Por otra parte, si X; = Y"1 d,,, entonces
A(X;,T) = A(i 55, ) =P [XM c F‘Xt - i 5%] .
i=1 i=1
Definase el evento

Bj :={ la particula 0., se ramifica}, j=1,...,n,

el cual tiene probabilidad P(B;|X; = ¥IL; 0,,) = -5 = L. Entonces

A 6,,,T) =P [Xtm er, ) Bj| X, =Y d,
=1 j=1 =1 |

P [XM el, Bj|Xt - i S
=1 )

™=

Jj=1

M=

P[XM ¢ F‘Xt =3 6., By | P(B| X = 36,
i=1 |

1 i=1

ZP[Xt+Tt € F‘Xt = 25£15B]:| )
j=1 i=1

<.
I

S|

Finalmente, basta observar que condicionado a B5;,

Xt+Tt = Z(sz - 51‘j + ]C(SxJ

i=1
con probabilidad g, es decir, dado que inicialmente habia n particulas y la primera en ramificarse fue la

particula d,,, se cumple que

Xt+r, = las n particulas iniciales — la j-ésima particula ( la cual muere al ramificarse)

+ las particulas hijas de d,; (digamos k copias idénticas de ella para alguna k € N).

Por lo tanto,

n (o)
> A0sr, 5, +(k-1)s,, (T)- (3.30)

A(de”r) = ZP[Xt+Tt € F‘Xt = Z(szaBJ] =
i=1 n 4 < n &5

Sustituyendo (3.29) y (3.30)) en (3.28]) obtenemos, para X; = Y"1 ..,
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AR 8 =M 0 [

N (R4)

=nV f/\/(]Rd) [f( ) - fﬁ: ](iiiqkézyﬁxﬁ(kl)% (du))

[10) = 13 A 8

VIS i [ 10 1330.0] (5525, e0o0s, (@)

V3 S a1+ (-0 - 100 |

Por lo tanto,

A f(X) =V i g (X0, F(X0 + (k= 1)30y) - £(X0)).
=0

3.5.2. Generador para la dinAmica de Migraciéon

Para este caso inicamente se tomara en cuenta la migracion de particulas, es decir, el proceso X = {X; }+»0,
proceso M(R?)-valuado, es tal que las particulas no se ramifican, sélo se mueven a través del tiempo, de

acuerdo a W = {W; };50, un movimiento a-estable simétrico, con « € (0, 2].

Proposicion 16. Sea X = {X;}i»0, un sistema de particulas con dindmica de migracion dada por el
movimiento a-estable W = {W; }4s0, con a € (0,2]. El generador infinitesimal de la dindmica de migracion,

A, para funciones cilindricas, f: M(R?) - R de la forma
frur—g(<me>), ¢eBy(RY), geCi(R), (3.31)
estd dado por la expresion
A f(Xy) = g'( <X 0> ) <Xy, App > +%g"( <Xt 0> ) < X, Aap® = 20A 00 > +G,
donde G es un término de error.

Demostracion. Sea f : M(R?) - R de la forma (3.31) y sea W = {W,};»0 un movimiento a—estable
simétrico en R%. Por definicion,

Anf () =1 2 {B[g(< Xinsrip 2)|Fr] - 9(< X))

Supoéngase que al tiempo ¢ > 0, existe un dnico individuo en la posicion W;, es decir

théwt,tz().

Entonces

lim EE [9(< Oweer 0>) = 9(< Ow, 0 >) | Fi] = 131’151% f (9(2(2)) - 9(2(2))) Ps(x, 2)dz,

donde {Ps, s >0} son las densidades de transicion de {W;} 0.
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Usando un desarrollo de Taylor de tercer orden para g(i(z)), alrededor de (), se tiene
9((2)) = g(p(x)) =(o(2) - w(w))g’(w(w))
+(p(2) - p(x)’ g"(s@(x))
+(p(2) - p(a)’ 59'"(@(%) +0p(2)), 0e[0,1].

Ademas,

sl0 s

lim = [ (96(2)) - 9(p(@)) Pu(a )z = lim - {gw» JACOREEACRLE
+36"(0@) [ [0() - p(@)F Pz, 2)dz
+ 20" (@) [ [9() - o)) Paa: z)dz}

1
= 1;?01;(A+B+C). (3.32)

Por otra parte, sea

App(x) = hm i » (ga(z) - @(m))PS(x, 2)dz.

Para el primer término de , se tiene que

lim %A =g'(p(x))Aap(x) = ¢ ((Xi, 0)) (X1, Aap) -

Para B, usando que
[p(2) = 0(2)]* = 9*(2) = *(2) = 2¢(@) [0(2) — ()],

se tiene que

lim = B—hm—g"(w(m)){ [ [#:) - @] Pl )z - 20(0) [ [0(2) - ol@)) Pl 2)dz)

sl0 s 50 2
= 59"(@(33)) [Aap®(2) = 20(2)Aap(x)]
= %g”(< Xi,0>) [< X, Aa@® = 20A 0 >] .
Para C, como por hipoétesis g € Cg’ (R), se sigue que existe constante positiva J3 tal que

19" (p(x) + 0p(2))] < T,

por lo que
)~ e@)]'s" (0() + 06() £ 55(6(2) = (@) 25up (|

y asi,

lim — C’ G:i=—- sup |<p(z)|J3 (Xt, Ap® — Q@Aago) .
si0 s 3 Lerd

De todo lo anterior resulta

1
Anf=9'(<Xi,0>) <Xy, Agip > +§g"( <X, 0> ) < X, Aup® = 20A 00 > +G.
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3.5.3. Generador de la dinamica de Inmigracién

Se considerara un sistema en el cual s6lo se toma en cuenta la inmigracién. Para ello, supongase que
a) al tiempo ¢ = 0 el espacio R? no cuenta con ninguna particula,

b) se permite inmigracion de particulas al conjunto C' € B((R?xR*)). La inmigracién ocurre de acuerdo
a un campo de Poisson N, en espacio tiempo (R? x R*), con intensidad homogénea Ac € M(C),

donde A¢ es la medida de Lebesgue en R? x R* restringida a C.

El proceso M(C')-valuado X = { X, }150 es el proceso de inmigracién en C, donde X, es la medida aleatoria

puntual en C, determinada por las posiciones de particulas que inmigraron a C' hasta el tiempo ¢.

Proposicién 17. Sea C € B(R? xR*) compacto, y X = {X;}1s0 el proceso de inmigracion en C definido

anteriormente. Entonces el generador infinitesimal de X, A, estd dado por

AF(Xe) = (e, f(Xe +00)) = F(Xe)) . f e By(M(O)),
donde Cy es la t—seccion de C, y A¢, es la medida de Lebesgue en B(Cy).

Demostracion. Sea C € B(R?xR*) y f e By(M(C)). Por definicion,

, 1
AF(X0) = lim —{E [ £(Xer)| 7] - F(XD ]
Definase
Char:={(z,s)eC:s<r}.
Poniendo
N(C A7) := numero de particulas que inmigraron a C, hasta el tiempo r ,

entonces

N(CAt)= (X, 1).
Ademas,

N(CA(t+8))-N(C At):= namero de particulas que inmigraron a C en el intervalo (¢, + s].

Por lo tanto,

Af(Xe) —hm { [f(Xt+s ]:t] f(Xt}
E

= hm
50 S

[f(XHS) F(X2),N(C A (t+35)) = N(C At) = k|7
[f(XHS) ~ F(X)|N(C A (t+5)) = N(CAL) =k, | P[N(C A (t+5)) = N(C at) = k|7
Notese que si k = 0, entonces no hay inmigracion en el intervalo (¢,t+ s], y ello implica que f(X¢+s) = f(X¢). Por

otra parte, por ser N un campo Poisson se tiene que

A (CN®Ix (b t+5]) Ac(CO®Ix(ttrs]) — p _
1! ) -
P[N(CA(t+5)) - N(Cnt) = k|F7] =
O(s)> k>2.
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Utilizando lo observado anteriormente, se sigue que

Af(Xe) =

d
_ hf{}i{E [f(Xt+s) — F(X.), N(C A (t+ ) = N(C A t) = 1‘.7-}] eAc(Cn(]Rdx(t,t+s]))AC(Oﬂ (]Rllx (t,t+ s]))’

+§;E[f(Xt+S) ~FX)|N(C A (E+9)) = N(CAt) =k, Fi] (o (s))}
Haciendo s | 0, se tiene que

Af(X:) =
lim EE [f(Xt+s) — (X)), N(CA(t+5))-N(CAt) = 1]%] A @RI A (O (R x (8,8 + 5])).

Ademaés,

E[f(Xtrs) = f(Xe), N(C A (t+5)) = N(C nt) = 1|7 ] -

1
(AC(C N (REx (¢, t+5])) Jon®ix(t,t+s]) [f(Xt +0:) - f(Xt)]AC(dZ))’

sl0 8§

1 d)( S
Af(X0) = lim( f [F(Xi+6.) —f(Xt)]Ac(dz))eAC(cm(R (teesl))
CN(RIx(t,t+s])
Usando el teorema de Fubini en la integral anterior se tiene que

Ln(Rdx(t,t+s]) I:f(Xt - 62) - f(Xt)]AC(dZ) = l”s dr /CT I:f(Xt * 6(y’r)) - f(Xt):Idy'

Tomando el limite cuando s | 0 se tiene que

AFX) = [ 70X+ 3,) = £ Jdy,
donde C4, es la t-seccion de C. Por lo tanto,
AF(Xe) = (Aens [F(Xe+80) - F(X)]),
donde A¢, es la medida de Lebesgue en B(C}). ]
Observaciones:

1. Si C no fuera acotado, basta usar un argumento de aproximacién por conjuntos compactos y hacer
uso del resultado anterior.

2. En el caso C' = R? x R* también se puede usar el hecho de que R? = U, K, con K; compacto como
en (1.1).
3.5.4. Generador Infinitesimal del M R~

Finalmente, usando el teorema de Trotter—KatcEl, se tiene que para el caso en el que N = {N;}s50, €8
un MR% | el generador de N es la suma de los generadores de las dindmicas que intervienen. De la

Proposicion [T5] se tiene que el generador de la dindmica de ramificacion A,, para funciones cilindricas es

Arg(< X, 0>) = Vki @ (X, 9(< Xy, 0> +(k = 1)p()) = g(< Xt, 0 >))
=0

2Ver Apéndice
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y de la Proposicion [T6] se vi6 que el generador de la dindmica de migracion, A,,, en funciones de la forma

1
Amg(< Xe,0>) =g (< Xt 0> ) < X, Aup > +§g"( <Xp, 0> ) < Xe,Anp® = 20000 > +G
donde

1
G =— [ suple(y) | Js < 1, Aap® = 20000 >
T

y J3 2 sup,eg |f"(2)]-

Por lo tanto, el Generador Infinitesimal del M R® , evaluado en funciones cilindricas, es

Ag(< X1 >) =V ki G (X0 9(< Xeop > +(k - 1)p()) - g(< X1 9 >)) (3.33)
=0

1
+g' (< Xpp>) <Xy, Aap > +§g"( <X, 0> ) < X, Aap® = 2000 > +G. (3.34)

3.6. Sobre la existencia del M R* con valores en M,(R%)

En las secciones anteriores se ha considerado al M R® como un proceso con valores en el espacio de medi-
das de Radon finitas. Como se menciono, la existencia de este proceso queda garantizada por el Teorema
|§| o bien, haciendo uso del Teorema |8 debido a que M F(Rd) es un espacio localmente compacto. No
obstante, para el caso general dado en la Definicion no es posible utilizar directamente el Teorema [§]

ya que M, (R?) no es localmente compacto.

La extension de procesos de ramificacion a procesos con valores en medidas no necesariamente finitas,
se debe a I. Iscoe [32]. La idea basica es descomponer la medida inicial en una serie de medidas finitas
haciendo uso de , y para probar la existencia, introduce un nuevo espacio, el espacio de medidas
p—temperadas, Mp(Rd) que se introdujo en el Capitulo 1. Para ello se establece la siguiente

Definicion 26. Se dice que P(s,u,T') es una funcion de transicion de Markov definida en el
espacio (M,(R?),7,), si

a) Vs> 0,1 e My(RY), P(s,p1,-) es una probabilidad (incompleta) en B(M,(R?)).
b) V520 y T eB(M,(R?)) fijos, n —> P(s,1,T) es B(M,(R))-medible.

¢) Y0<s,typeMy(RY), T eB(M,(RY)),

P(s+t7u,I‘):fM (Rd)P(s,u,du)P(tW,F).
P

d) P(0,u,T) = 5,(T), T € B(M, (R%)).

Si P es una funcion de transicion de Markov, entonces determina un semigrupo {7;}+»0 de operadores
lineales en By (M, (R?)), de modo que si f : M, (R?) - R, entonces

Tf() = |y F V(o).

Se sabe que P puede caracterizarse mediante el funcional de transicién de Laplace

L @)= |, o @ PO Pmdv), o e Bi(RY,

el cual satisface:
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i) VteR, 0<ty ufijos, ¢ —> L;(u,¢) es el funcional de Laplace de una medida aleatoria en R
i) Ve By (RY), p—> Li(u, @) es B(M,(R?))-medible.

iii) Andlogo a la propiedad de semigrupo
L) = [ Pulptsdv) Licu(,9).

Para establecer la existencia del M R® con valores en el espacio de medidas p-temperadas, se utiliza el
Teorema [§] con E := M, (R?), el cual es un espacio localmente compacto (ver Teorema [3|del Capitulo 1).
La hipotesis de que T (C5°(E)) c C5° (M) se prueba en [32]. Por tanto, la existencia de un proceso de
Markov con valores en M, (R?) y semigrupo {T¢};s¢ de generador infinitesimal A dado por la dindmica

de ramificacién y migracion, se sigue directamente del Teorema

3.7. Resumen

En el capitulo anterior se enunciaron los resultados mas importantes sobre un tipo de SPMM, los denomi-
nados procesos de difusion ramificados, para los cuales la dindmica espacial de las particulas sigue una ley
a-estable simétrica en R?. Este tipo de proceso se denomina también movimiento a-estable ramificado, y

de ellos se estableci6 lo siguiente:

1. En la primera seccion se da la caracterizacion clasica o intuitiva del M R® . En esta definicion se toma
como estado inicial una sola particula, J,, sin embargo, pueden considerarse casos més generales
(como se hizo en secciones posteriores). De igual modo, para el mecanismo de ramificacion, es
posible considerar casos méas particulares al dado por , como por ejemplo ramificacién critica,
ramificaciéon binaria, ramificacién con terceros momentos factoriales finitos, etc.

2. Se derivan el funcional de Laplace (FL) y la intensidad del M R® para tres casos particulares del
estado inicial Ny. La importancia del FL radica en que permite establecer otra caracterizacion del

proceso en términos de ecuaciones de evolucion, ver Definicién

3. Para el caso en el que la intensidad del estado inicial del M R® es una medida en Mg, usando la
ecuacion de Skorohod, es posible caracterizar a éste proceso como aquel cuyo FGPT es la soluciéon
a la ecuacion . La existencia de dicha solucién puede ser establecida por el Teorema |§| o bien,
observando su relaciéon con EDP no lineales del tipo establecido en .

4. Usando el Teorema de Trotter-Kato, es posible determinar el generador infinitesimal del M R* como

la suma de los generadores de las dinamicas de migracion y ramificaciéon involucradas, de ese modo
se llega al generador dado en (3.33)).

5. Si la intensidad ENy no es una medida finita, la existencia del M R se sigue por una aplicacion
del Teorema 8] considerando al espacio J\/l,,(Rd)7 el cual cumple con la hipoétesis de ser localmente

compacto.






Capitulo 4

Convergencia Débil en Espacios

Métricos

En este capitulo se enuncian los resultados necesarios para este trabajo sobre convergencia débil en
espacios métricos. Se exponen de manera general y sin demostracion los resultados referentes al espacio
de Skorohod D(R*, E), donde E es un espacio métrico, y en la ultima seccion se trata lo referente al
espacio de interés para esta tesis, el espacio D(R™, M(Rd)) Para las demostraciones y para una revision
més a detalle, se remite al lector a las referencias [I], [I8], [40], mismas que constituyen la base bibliografica

de este capitulo.

4.1. Convergencia de Medidas de Probabilidad

El uso tipico de variables aleatorias o vectores aleatorios, ha hecho natural el concepto de convergencia
débil en R. Sin embargo, cuando se trabaja con elementos aleatorios, es decir, funciones medibles que
toman valores en un espacio métrico diferente (como en el caso de las medidas aleatorias), es necesario
extender la teoria de convergencia débil en R a convergencia débil en espacios métricos generales.

4.1.1. Medidas de probabilidad sobre espacios métricos

A lo largo de esta seccion se considerara un espacio métrico general (S,d), donde d denota la métrica
correspondiente, y como es usual, B(S) denotara la clase de subconjuntos de Borel de S. Definase al

conjunto de medidas de probabilidad sobre S como

P(S) = {n:B(S) - [0,1] : j medida de probabilidad en .

El siguiente teorema tiene relevancia debido a que establece que las medidas de probabilidad en P(S)

quedan determinadas por sus valores en conjuntos cerrados

Teorema 12. Cada medida P € P(S) es regular, es decir para cada A € B(S) y e >0, existen en S
subconjuntos F' y G, cerrado y abierto respectivamente, tales que Fc AcG y P(GNF) <e.

Demostracion. Ver [1], p. 7. ]

Otro modo de determinar a una medida de probabilidad es mediante los valores de las integrales < P, f >,

para funciones f uniformemente continuas y acotadas.
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Teorema 13. Sean P,Q € P(S). Entonces P = Q si, y sdlo si, < P, f >=<Q, f >, para toda funcion f

uniformemente continua y acotada.
Demostracion. Ver [I] p.8 ]

Por lo anterior, es posible establecer resultados para P € P(S), en términos de probabilidades de sub-
conjuntos cerrados, o bien, con los valores integrales < P, f >. Los conceptos de convergencia débil seran

tratados mediante valores integrales, como se vera més adelante.

Definicion 27. Una subclase A de B(S), es una clase separante si dadas P,Q € P(S), tales que
P(A)=Q(A), YVAe A, implica que P = Q.

Ejemplos:
1. De acuerdo al Teorema [I2] la clase de conjuntos cerrados en S constituye una clase separante.

2. Sea (R¥,d), donde d es la métrica Euclideana y (z1,..., ;) € R¥. Si F: R* - [0,1], se define como
F(xq,...,2k) :P[yeRk 2y < T, isk],
Entonces los conjuntos de la forma

{yz (Y1, yx) € RF 1 g Sxi,isk},
son una clase separante para F.
3. Sea (R*°,d), donde R*® =R xR x .-, y d la métrica dada por

b Ty Yi
d(xay):Z(Ti)a xz(m17$27"')7yz(ylayQa"')a

K3

donde b(r,s) = 1 A|r - s|. Se sabe que d es una métrica equivalente a la métrica usual de R y bajo
ésta, R es completo y separable. Puede probarse que (R*,d) también es separable y completo ([I]
p. 10). Ahora, sea 7, : R® — R¥ la proyeccion natural: 7 (x) = (z1,...,2%), € R, entonces la

clase de conjuntos de dimension finita RS, dada por
RE = {W,;lH; HeB(RY), k> 1},

es una clase separante para P(R>). Asi, si P ¢ P(R*™), las medidas Pr;;* en P(R*), k > 1, se deno-
minan sus distribuciones de dimension finita. Por lo anterior, éstas determinan completamente
a P.

4. Sea (C,d) el espacio de funciones continuas en [0,1] con d la métrica uniforme inducida por la

, es decir,

norma ||z|| = sup, |:r(t)

d(,y) =l =yl = sup|a() = y(1)], @y eC.

Se sabe que (C,d) es separable y completo ([I], p. 11). Para este espacio, dados 0 < t; < -+ <t <1,
se define la proyeccion natural m;, (7)) : C[0,1] = R* | como 7, 4 (2) = (z(t1),...,z(tx)),
x =z(-) € C[0,1]. Entonces la clase de conjuntos de dimension finita en C' dados por

Cy:= {ﬂ't_l o H:0<t <<ty <1 HE‘B(Rk)},

Lyeees

es una clase separante para P(C[0,1]).
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Definicion 28. Una medida P € P(S) se dice tensa si para cada €, existe K compacto tal que P(K) >
1-e.

Teorema 14. Si S es separable y completo, entonces cada P € P(S) es tensa.
Demostracion. Ver [I] p. 8 ]

Con el teorema anterior, para cada uno de los ejemplos arriba mencionado, se tiene que las medidas de

probabilidad definidas ahi siempre son tensas.

4.1.2. Convergencia Débil

Definicion 29. Sean P, P, € P(S), n € N. Se dice que la sucesion de medidas {P,} converge débil-

mente a P en S, denotado por P, = P, cuando
P,(A) - P(A4), VAeB(S9), tal que P(dA) =0,
donde los conjuntos A € B(S) tales que P(0A) =0 se denominan conjuntos de P-continuidad.

En el Teorema [13]se establecio que las integrales < P, f >, para f € Cy(.5), determinan completamente a
P eP(S). Lo anterior permite dar una definicién equivalente a la Definicion

Definicién 30. Sean P, P, € P(S), n e N. Se dice que la sucesion de medidas P,, converge débilmente

a P en S, denotado por P, = P si, y sdlo, si
<P, f>><P,f> VfeCy(S).

Uno de los resultados més importantes sobre convergencia débil es el teorema de Portmanteau, el cual
establece condiciones equivalentes para probar convergencia débil. Sea Cp(S) el espacio de funciones

continuas y uniformemente acotadas en S.

Teorema 15 (Teorema de Portmanteau). Sea (S,d) un espacio métrico. Para P,, P € P(S), son equi-

valentes
i) P,=>PensS.
ii) Pof - P, feCHS).
iii) limsup,, P,(F') < P(F'), YF cerrado.
i) liminf, P,(G) > P(G), YG abierto.
v) P,(A) - P(A), YA conjunto de P-continuidad.
Demostracion. Ver [I], p. 16. ]

Otro modo de probar convergencia débil, es mostrando la convergencia P, (A) — P(A), para una cierta
clase de conjuntos A. Para ello, de modo analogo al concepto de clase separante, se tiene un concepto

para la clase de conjuntos que determinan la convergencia débil de una sucesion { Py, }nen.

Definicion 31. La clase A ¢ B(S) se denomina clase determinante de convergencia si para
P,P, € P(S), tales que P,(A) - P(A) YA e A conjunto de P-continuidad, se sigue que P, = P.

Observacion: Una clase determinante de convergencia también es una clase separante, pero el reciproco

no necesariamente es cierto.

Ejemplos:
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1. Sea (R*.d) y a=(ay,...,ax),b=(b1,...,bx) € R¥. Los rectangulos
{y:(yla"'ayk)eRk: ai<yigbi;1§igk}a

forman una clase determinante de convergencia. Mas aun, la clase

{Qz:{yGRk:yisxiaiSk}, x:(l'l?"'axk)ERk},
es una clase determinante de convergencia para las funciones de distribucién inducidas por Py P,
es decir, para F(z) = P(Q.) vy Fn(x) = P (Q2).

2. Sea (R*°,d). La clase separante de conjuntos de dimension finita R,
Fe{mlH: k21, HeBR"
= ﬂ-k‘ : 21, € (R )

es también una clase determinante de convergencia. Asi, si P, P, € P(R*), entonces P, = P si, y
solo si, P,(A) = P(A), para todo A € R, conjunto de P-continuidad.

3. Sea (C,d). La clase separante de conjuntos de dimension finita en C,
Cy = {7‘(’;117__.7tkH2 0<ty < <tp<l, He %(Rk)},
no es una clase determinante de convergencia para P(C).
Teorema 16. P, = P si, y sdlo si, cada subsucesion de { Py, }nen, contine una subsucesion que converge
débilmente a P.

Teorema del Mapeo

Sean (S,d) y (S’,d") espacios métricos y sea h: (S,d) - (5’,d") una funciéon medible. Cada medida de
probabilidad P € P(S) induce una medida de probabilidad, Ph~!, tal que Ph~! e P(S").

Teorema 17. Si h: (S,d) — (S',d") es una funcion continua y P, = P en S, entonces P,h™* = Ph™!

en S'.
Ejemplos:

1. Sea m, : R® — R*, la proyeccién natural. Como 7 es continua para cada k € N, se sigue que si
P, = P en R*, entonces Pnﬂ,gl = Pﬂ',;1 en R”. El reciproco se sigue del hecho de que fR;’f es una

clase determinante de convergencia en R*.

2. Sea (C,d) y w1, : C - RF la proyecciéon natural en C. Si P, = P en C, entonces Pn”z?ll,...,tk =
-1
Pﬂ—thm,tk

dimensi6n finita,

en R*. Pero el reciproco no es cierto, puesto que la clase separante de conjuntos de

Cy:= {ﬂ't_l W H 0ty <<ty <1, HE‘B(Rk)},

Lyeens

no es una clase determinante de convergencia.

Para concluir esta seccién, se enuncia el teorema siguiente en el cual se ha debilitado el supuesto de que

h sea una funcién continua.

Teorema 18. Sea h: (S,d) —» (S',d") una funcién medible y Dy, el conjunto de sus puntos de disconti-
nuidad. Si P, = P en S y P(Dy,) =0, entonces P,h™* = Ph7L.

Demostracion. Ver [I], p. 21. ]
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4.1.3. Compacidad Relativa

En la seccion anterior se vio que en el espacio (C,d), si P, = P en C, entonces se tiene la convergencia de

distribuciones de dimensién finita, es decir, Pnﬂgl{_",tk = P7Tt_117,,.,t en R*. La pregunta natural es saber

k
bajo qué condiciones se tiene el resultado reciproco en espacios generales. Mas adelante se vera que esto
ocurre bajo la hipotesis de compacidad relativa.

Definicion 32. Una familia I c P(S) es relativamente compacta si para cada sucesion { Py }nen €n

I, existe una subsucesion { Py, }ien y una medida Q € P(S) tal que P,, = Q, i — oo.
El concepto anterior tiene relacion con la siguiente
Definiciéon 33. Una familia I1 € P(S) se dice tensa (tight) si Ve >0 existe K c S compacto tal que

}DIEIEP(K) >1-e.
Teorema 19 (Teorema de Prohorov). Sea (S,d) un espacio métrico y IL c P(.9).
a) SiIl es tensa, entonces es relativamente compacta.
b) Si S es separable y completo, y II es relativamente compacta, entonces es tensa.

Demostracion. Ver [1], p. 60. u

El teorema de Prohorov indica que el concepto de compacidad relativa es equivalente al concepto de
tension cuando el espacio (5, d) es separable y completo. Este resultado sera de importancia para probar
convergencia débil para S = D(R*, M,,(R%)). Més adelante se estableceran las condiciones necesarias

para contar con un espacio que satisfaga las condiciones del Teorema

4.1.4. Meétrica de Prohorov

Es posible dotar al espacio P(S) de una topologia adecuada de manera que el concepto de convergencia
débil sea equivalente al concepto de convergencia en dicha topologia. En tal caso, se tomaran como

vecindades basicas a los conjuntos de la forma
{QeP(8):1Qfi-Ph|<e i<k fieCi(S)}, e>0.

Si S es separable y completo, lo anterior se logra con la topologia inducida por la métrica de Prohorov,
que se define a continuacion.

Sean P,Q € P(S), definase

p(P,Q) = inf {5 >0: P(F)<Q(F°)-¢,VFcS cerrado}, (4.1)
donde F*® ={zeS:infd(z,y) <e}.
Para esta métrica se tiene el siguiente resultado ([I], p. 72).

Teorema 20. Sea (S,d) separable y completo. Entonces la convergencia débil es equivalente a la conver-
gencia en la métrica p, P(S) es separable y completo y un conjunto en P(S) es relativamente compacto

si, y solo si, su p-cerradura es p-compacta.
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4.1.5. Convegencia Débil en D(R*, E).
En esta seccion se enunciaran los resultados de convergencia débil sobre el espacio S = D(R*, E), donde

(E,r) sera un espacio métrico con 7 la métrica correspondiente y ¢ :=7r A 1.

Se denotara al espacio de funciones cadlag con valores en E, como

D(R*E) = {f:]R* - E:h’glf(s) =f(t),Vt=0y h'?gf(s) = f(t-) existe Vt > 0}.

Observaciones:
1. Por convencion, limgy z(s) = 2(0-) = 2(0).
2. Size D(R*, E), x tiene a lo mas un conjunto numerable de puntos de discontinuidad.

Se ha visto que el teorema de Prohorov es aplicable inicamente para espacios separables y completos. En

lo que sigue, se establecera una métrica bajo la cual el espacio D(R*, E') cumple dicha hipotesis.

Sean
A = {)\ :RY - R* : \ es estrictamente c1reciente}7
A= {)\ € A" : X es Lipschitz continua y v(\) < +oo}7
donde

Para z,y € D(R*, E) se define

d(z,y) = irél/f\ {’y()\) v Am e d'(x,y, /\,u)du}7 (4.2)
donde
d'(z,y,\u) = stlzlgq(x(t Au),y(A(t) Au)).
Teorema 21. Sea (E,r) espacio métrico y D(R*, E) el espacio de Skorohod correspondiente.
i) Si E es separable, entonces D(R*,E) es separable

it) d es una métrica en D(R*, E) y la topologia que induce se denomina topologia de Skorohod.

iii) Si (E,r) es completo y separable entonces (D(R*, E),d) también es completo y separable.
Demostracion. Ver [I8] p. 117 y Teorema 5.6. ]
La siguiente proposicion da criterios para probar convergencia en el espacio D(R™, E') con la métrica d.
Proposicion 18. Sean x,,z € Dg[0,00). Son equivalentes las siguientes afirmaciones

a) lim, e d(zn,z) =0
b) I{ A} c A tal que
Tim 7(A,) =0, (43)

lim supr(z(A. (), z,(t)) =0, VT >0. (4.4)
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¢) YT >0, I\, € A" tal que

lim sup |\, (t) -t =0, (4.5)
lim supr(x(A,(t)),z,(t)) = 0. (4.6)
n—oo t<T

d) Vsp >ty,, tales que limy, oo =t y im0 Sy, =t s€ cumple

I ([r(@n(tn), 2(8)) v r(zn(sn), 2(€)] Ar(ea(tn), =(1-))) = 0,
I (7(zn(sn), 2(8)) A [r(@n(tn), 2(t=)) vr(za(se), 2(t-))]) = 0.

Demostracion. Ver [18] pp. 119-127. ]

Es relevante observar que en general no existe relaciéon entre convergencia en D(R*, E) y convergencia

puntual. Lo anterior se deduce del siguiente ejemplo. Sean

z(t) =1I1,00) (1),

(1) = I1s 1 oy (8),

yn(t) = H[1,1+71L)u[1+%,oo)(t)-
Entonces

a) yn — x puntualmente en [0, 00) pero y, + x en Dg[0, c0).

b) x, + x puntualmente en [0, c0) pero x,, > z en Dg[0,c0).

Conjuntos Compactos y Tension

Hasta el momento se ha establecido una métrica bajo la cual el espacio D(R*, E') es un espacio separable
y completo. En lo que sigue se daran las condiciones para caracterizar a los conjuntos compactos de
D(R*, E) y posteriormente, los conjuntos compactos en P(D(R*, E)). Para éste altimo caso, se omitiran
los resultados generales, y en su lugar se estableceran los correspondientes para las distribuciones de
probabilidad de procesos con valores en D(R*, E'), las cuales son elementos de P(D(R*, E)).

Sean x € D(R*, E), 6 >0y T > 0. Se define el mddulo de continuidad de x como

w'(z,0,T) == inf médx  sup  r(xs,xs),
{6} 7 ste[ti,ts)

donde el infimo se toma sobre los {t;} tales que

Ozt()<t1<"'<tn,1<Tﬁtn, y m}l’n(ti—ti,l)>57 n€N.
1<isn

Teorema 22. Sea (E,r) completo. Un conjunto A c D(R*, E), es relativamente compacto si, y sdlo si,

se cumplen
i) Para cada t € Q*, existe un conjunto compacto, T'y c E, tal que x(t) € Ty, Va € A.
i1) Para cada T >0, lims_gsup, 4 w'(z,9,T) = 0.

Teorema 23. Sea (E,r) separable y completo. La sucesion {P,} ¢ P(D(R* E)), es relativamente

compacta (o tensa) si, y sdlo si, se satisfacen:
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i) Para cadan>0 yteQ", existe un compacto 'y, ¢ E, tal que

inf P, [z(t) ey ] >1-n.
it) Para cadan >0y T >0, existe § >0, tal que

sup P, [z : w(x,8,T) >n] <n.

Convergencia en Distribucion

Mas adelante se enunciara un resultado que indica que el M R® es un proceso con trayectorias en D(R*, F),
donde F es un cierto espacio de medidas especifico. De manera general, cuando se tienen procesos esto-
césticos con trayectorias en el espacio D(R*, E) y se desea estudiar su convergencia en distribucion, se
hace necesario contar con resultados para este tipo de convergencia en D(R*, E'). Lo anterior es la razon
de ser de este apartado.

Definicion 34. Sea X = {X(¢),t > 0} un proceso estocdstico con valores en un espacio métrico (E,r).
Diremos que X tiene trayectorias en D(R*, E) si

P[X(-) e D(R*,E)] =1.
Observaciones:

1. Se puede probar que
{weQ: X (w, ) e DR, E)},

es medible.

2. Un elemento aleatorio con valores en D(R*, E), es un proceso estocastico con trayectorias en
D(R*,E). Y el reciproco se garantiza solo si E es separable.

3. Si E es separable, y m; : D(R*, E) - F esta dada por m(z) = z(t), entonces B(D(R*, E)) coincide
con la o(m : 0 <t <o0). (Ver [I8], p. 127).

Por lo observado anteriormente, se tiene que si (E,r) es separable, entonces para X con valores en
D(R*,E), al ser una variable aleatoria D(R*, F')-valuada sobre un espacio de probabilidad (Q,F,P),
es posible definir su distribucién, P = PX~!(-), como la medida de probabilidad inducida por X sobre
(D(R*, E),B(D(R*,E))). Es claro que P ¢ P(D(R*, E)).

Definicion 35. Sea {X}, una familia de procesos con trayectorias en D(R*, E). Diremos que {X %},

es tensa (o relativamente compacta) si la correspondiente familia de distribuciones

{Pa() = Pa(X™) ()}

[0

es tensa (o relativamente compacta) en P(D(R*, E)).

Nota: Para la definiciéon anterior, y en adelante, se supondré que para cada «, X estd definida sobre
un espacio de probabilidad (Qq, Fu,Py)-

Teorema 24. Sea (E,r) separable y completo. Sea {X %}, una familia de procesos con trayectorias en

D(R*,E) . Entonces {X}, es relativamente compacta (o tensa), si, y sdlo si,
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i) Para cadan>0 yteQ", existe un compacto I'y, c E, tal que
ifPo [Xo(t) €T} ,] 21 -,
donde
L= {m eE: inf r(z,y)< 77}.

yeln ¢

1) Para cadan>0 y T >0, existe § >0, tal que

sup P, [w'(X®,6,T) 2] <n.

Observaciéon: En un caso mas general, si (E,r) no es separable pero se cumple la condicion ii) y la

condicion de que para cada 1 >0y T > 0 existe un compacto I';, 7 ¢ I tal que
mfP, [Xo(t) el r,0<t<T]>1-7, (4.7
o
entonces existe una modificacion X, para cada «, la cual es una variable aleatoria D(R*, E)-valuada,
tal que {X*} es relativamente compacta (Ver [I8], Teorema 7.6).

Teorema 25. Sean (E,r) separable, X y X™ = {X]',t >0}, n € N, procesos con trayectorias en D(R*, E)
ysea C(X)={t>20:P[X,=X; |=1}.

= S X" = X, entonces (X{},...,X[") = (Xt,,...,X¢,), para todo conjunto finito {ti,...,t,} c
C(X). Ademds, para cada conjunto finito {t1,...,t,} c [0,00), existen sucesiones
{11}k e [t1,00), -, {5} € [ty o]
tales que tf —t; cuando k — oo y
(Xﬁf,..., i) = (Xpy, o Xy
w Si {X"},, es relativamente compacto en P(D(R*,E)) y existe B c R* denso tal que

(ng-wXZfl):)(thw"th )

n

V{ty,...,tn} c B finito, entonces X" = X en D(R* F).

Criterios de Compacidad Relativa

Los criterios establecidos anteriormente, no suelen ser facilmente aplicables, de ahi que resulte necesario
establecer criterios méas convenientes. Para la prueba de convergencia débil del M R®, se utilizaran criterios
relacionados con los teoremas subsecuentes.

Teorema 26. Sea (E,r) completo y separable, y sea {X*} familia de procesos con trayectorias en
D(R*,E). Si se satisface la condicion i) del Teorema[2]] entonces {X*} es relativamente compacto si,
y sdlo si, para cada T > 0, existe B > 0 y familia {2 (5);0 < § < 1} de variables aleatorias no negativas

que cumplen

i) E[¢? (X, X F ] < BE(O)IFST), 0<t<T, 0<u<s
i) limlim,, B[y, ()] =0.

Demostracion. Ver [40], Teorema 2.7. ]

Nota. Para sucesiones { X"} cn, en el Teoremay la desigualdad (4.7)), el sup,, y el inf,, se reemplazan

por lim,, o v lim respectivamente.

n—00"?
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4.1.6. Convergencia Débil en D(R*, M, (R%)

Sean
K,(RY) = CR(RY) u{pp}, KR =CRRY)u{p),
donde cada f e C52(R?) se extiende a R? poniendo f(74) = 0. Para toda ¢ € K,(R?) se definen
e : D(RY, M, (R?)) > D(R*,R),
iy : P(D(RY, M,(RY))) - P(D(R",R)),
(mpX)(t) =< Xy, >= fso(y)X(tydy),
(T P)(A) = (Pom,')(A),

donde t > 0, X € D(R*, M,,(R%)), A € B(D(R*,R)), P e P(D(R*, M,(R%))). Con la notacion anterior,
se establece el siguiente teorema para probar tension en D(R*, M,,(R%)).

Teorema 27. Una sucesion {P,} ¢ P(D(R*, M,(R%))) es tensa si, y solo si, Yo € K,(R?) la familia
{7,Pn} es tensa en P(D(R*,R)). Es decir, si {X"™ = {X"™(t),t > 0}}%, son procesos en D(R*, M, (R?)),
{X™} es tensa si, y sdlo si, Yo € Kp(RY), {< X" (1), >,t >0}, es tensa en D(R*,R).

El teorema anterior es de gran relevancia puesto que permite reducir la tensién de procesos con valores
en M,(R?), a la tension de sus proyecciones, es decir, tension en D(R*,R). La ventaja es que para el
espacio D(R*,R) se tienen criterios mas convenientes. Asi, para probar que la familia de distribuciones

de sucesiones de M R“R es tensa, se utilizara la siguiente proposicion, la cual se obtiene con el Teorema
26] y el Teorema 27

Proposicion 19. Sea d < 2p. Para cada ¢ € Kp(Rd) la familia de procesos reales {< X[, >,t >0}, es
tensa en D(R* R) si, y sdlo s,

a) Vn>0,VteQ*, existe 'y, c R compacto tal que
inf P< X[', ¢ >€ th] >1-n,
p ;
donde T} , es la n-vecindad de Ty ;.

b)) YT >0,38>0 y {1.(9), 0<d <1} variables aleatorias no negativas tales que

El¢® (< X\u0>< X7 >)

ftx"] <E[nm@)|F"], 0<t<T, 0<us<y,

donde Q(‘Tvy) = |‘T _y| A 17

¢) lims_gsup,, E[v,(8)] = 0.
Observaciones:

1. El Teorema tiene una version mas general en el siguiente sentido: Sea M un espacio vectorial
topologico y M’ su dual, en varios casos, una sucesion de procesos { X"}, M'-valuados con trayec-
torias en D(R*, M) es tensa si, y solo si, Vo € M, se tiene que {< X"(t),p >,t > 0},, es tensa.

Como ejemplo se tiene el siguiente teorema
Teorema 28 (Teorema de Mitoma). Si {X™(t),t>0} es un proceso en D(R*,8'(R?)), {X"},, es
tensa en (D(R*,8'(R?))) si, y solo si, Vo e S(RY), {< X™(t), >,t>0}, es tensa en D(R*,R).

2. El espacio 8'(R%) es de importancia porque permite estudiar limites de fluctuaciones ya que éste es
un espacio vectorial, lo cual permite garantizar que N; — EN; es también un elemento de 8'(R?).
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4.2.

Resumen

En el capitulo anterior se dieron definiciones y resultados sobre convergencia débil en espacios métricos.

Para los propoésitos de la tesis, debido a que el M R* es un proceso con trayectorias en el espacio de

Skorohod con valores en las medidas p-temperadas, D(R*,MP(Rd), se consider6 importante tratar la

convergencia débil en el espacio D(R*, E). A modo de sintesis se tiene lo siguiente:

1.

Se dan dos definiciones de convergencia débil de medidas de probabilidad, ver Definicion y
Definicion Esta dltima surge como consecuencia del Teorema en el cual se establece que
las medidas de probabilidad quedan determinadas completamente por las integrales < P, f >, para
f € Cb(S)

. Con el teorema del mapeo, Teorema se tiene que si {P,}, P € P(S) y P, = P entonces se tiene

la convergencia de las distribuciones de dimension finita. El reciproco queda garantizado con la
hipotesis de compacidad relativa para la familia {P,}, ver Teorema

En el teorema de Prohorov, Teorema se establece que la compacidad relativa en espacios métricos
completos y separables es equivalente al concepto de tension. Este resultado sera el que se utilizara

para probar la convergencia al superproceso que nos interesa.

Se define la métrica de Prohorov, ver (4.1)), con la cual se establece que si el espacio es separable y

completo, entonces la convergencia débil es equivalente a la convergencia en dicha métrica.

En la Definicion [33] de tension, se establece la necesidad de caracterizar conjuntos compactos en
espacios de funciones. Asi, los criterios para probar tension en C surgen de la caracterizacion de
conjuntos compactos en el espacio de funciones C' que se establece en el Teorema de Arzela-Ascoli

( ver apéndice, [I]).

Para el caso del espacio de funciones D(R*, F), se requiere establecer una métrica que haga a dicho

espacio separable y completo para poder usar el Teorema de Prohorov.

En el Teorema es de importancia el resultado sobre que si (E,r) es completo y separable, entonces
D(R*, E) también es completo y separable. Dicho teorema sera utilizado para el caso en el que E

es el espacio de medidas p-temperadas.

Finalmente, el Teorema permite reducir el concepto de tension de procesos con valores en
M, (R?), al concepto de tension de sus proyecciones, es decir, tension en D(R*,R).






Capitulo 5
Superproceso de Dawson-Watanabe

En este capitulo se establece la existencia del superproceso de Dawson-Watanabe, asi como su caracteri-
zacion via el problema de la martingala. Como se ha mencionado, éste surge como limite de difusion de
movimientos a-estables ramificados. Se establecen resultados sobre el movimiento a—estable ramificado
reescalado (M R®R) y se concluye con la prueba de la convergencia débil de éstos al superproceso. El
proceso limite se caracteriza tanto por sus distribuciones de dimensién finita como via un problema de
martingala bien planteado. Al final del capitulo se incluyen las demostraciones de algunos resultados

técnicos que se utilizan en las demostraciones principales.

El método para obtener al superproceso de Dawson-Watanabe como limite de sistemas de particulas
ramificadas, el cual se expondra en este capitulo, se basa en la idea, subyacente en el teorema de Donsker,

de aproximar una sucesiéon de procesos por un proceso con tiempo y estado continuos.

Sea N = {N,t >0} un MR*. Se define una sucesion de procesos {N"} ey, donde para cada n € N, el

proceso N™ = {N/",t > 0} se especifica de acuerdo a los siguientes parametros:

a) Configuracion y densidad inicial de particulas. En capitulos anteriores se hizo mencién al
hecho de que la medida de intensidad inicial determina si el proceso M R* toma valores en el espacio
de medidas finitas, o en medidas infinitas de Radon. Asi, para cada n € N, se puede suponer que
Ng' toma valores en N (R?) y ENJ' € Mp(R?), o bien ENJ' € M,,(R?).

Para estudiar la evolucion del sistema cuando la densidad de particulas es alta, se supondré que la
intensidad inicial ENJ es proporcional a n, de modo que el promedio de particulas en un conjunto

acotado tienda a infinito con n, es decir si ENg = A, entonces ENJ' := \,, = nEN{, para cada n € N.

b) Ley de Ramificacion. La funcion generadora de probabilidades de la ley de ramificacion para

cada N, puede ser

i) Constante. En este caso se supone que cada sistema N tiene la misma ley de ramificacion
la cual es critica, con funcién generadora de probabilidades F. En este caso usualmente se
imponen condiciones sobre los momentos, como por ejemplo que F' tenga segundo momento
factorial mq finito.

Una ley de ramificacion cominmente utilizada en limites de difusion corresponde a la ramifi-

cacion binaria critica, donde la funcién generadora de probabilidades es

ey 1 1
F(s)=) sq;= 5+ 552, s€e[0,1].
Jj=0
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c)

Por otro lado, para obtener como limite al llamado (d, «, 8, b)-superproceso, se toma la funcion

generadora
1+8 1+b
F(s)=s+b(s-1)+c(l-5)"", 56[0,1],be(—l,c],0<csm,0<ﬁgl.

la cual, no necesariamente tiene varianza finita. Notese que la ramificacion binaria critica es

un caso particular de ésta ultima para los parametros =1y b=0.

ii) Reescalada. Es decir, dependiente de n, donde la expresion mas general a considerar suele ser

de la forma F"(s) = X372, s qj, tal que los momentos factoriales asociados a F"™ son

m{" =3 jg\",
m{™ = 35 - 1),
m{" =3 i - 1) -2)¢\",

y cumplen

(n) A .
my,  =1+—, con lim a, =a,
n n—oo
mg = lim mg")
n—oo

(n)
supmsg = < +0o.
n

existe y es finito, (5.1)

Tasa de ramificacion. Se acelera el tiempo en el que ocurre la ramificacién de las particulas, de
modo que ocurren mas ramificaciones por unidad de tiempo. El objetivo es que en el limite la vida

media de las particulas sea cero, lo cual se conoce como ramificacién continua.

Por ejemplo, para obtener el superproceso de DW el parametro de la ley del tiempo de vida de las
particulas suele tomarse como V,, = nV, de modo que la vida media de las particulas es ﬁ Por

otra parte, para obtener el (d, a, 8, b)-superproceso, se considera V,, = nPV, para f3 € (0,1].

Masa de las particulas. Las particulas no tienen masa unitaria, a cada una se le asigna masa

pequena. En general, a cada particula en el sistema se le asigna masa 1/n.

Observaciones:

5.1.

. Elreescalamiento anterior, se conoce como limite de alta densidad, vida media corta y masa pequena,

en inglés small mass- short life - high density limit.

. Si en las condiciones (5.1) se toma a,, - a, a # 0, se dice que la ramificacion es asintdticamente

critica. En este caso se obtiene un proceso limite con deriva en el movimiento.

Mas adelante se vera que las hipotesis sobre los momentos factoriales de F' determinan la continuidad

del proceso limite.

Movimiento a-estable Ramificado Reescalado

Definicién 36. Para cada n €N, sea X™ = {1 N'}is0, donde N™ = {N}', t >0} es un MR tal que

i)

Configuracion inicial. La poblacion inicial N es un campo de Poisson con intensidad A, = nA,

donde X\ es la medida de Lebesque en R?.
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ii) Ley de ramificacion. La funcion generadora de probabilidades es F"'(s) = ¥.72 qu;’ para todan € N,
y es tal que se cumplen las condiciones ,

i1t) Tiempos de vida. El tiempo de vida de cada particula es exponencial de pardmetro V,, :=nV.
El proceso X™ serd llamado Movimiento a-estable Ramificado Reescalado (MR“R ).
Observaciones:
1. Notese que en el proceso X", cada particula tiene masa %, n e N.

2. El proceso N™ es un M R%, tal que el tiempo de vida de las particulas es exponencial de parametro

V, :=nV, intensidad inicial A\, :=nA, y funcion generadora de la ramificacién F™.

3. En el inciso i), una consecuencia de considerar a la medida de Lebesgue radica en que ésta es

invariante respecto al semigrupo 7; del M R* | es decir
<ANTip>=<\ o> @eLY(RYN).
Esta propiedad sera requerida en varias pruebas.

En lo que resta del trabajo (salvo que se establezca explicitamente algin cambio en el reescalamiento), el
proceso X" = {X[*, ¢t >0} serd un M R*R como en la Definicion A continuacion se establecen algunas

propiedades relacionados con este proceso.

Proposicién 20. Sea X" = {X}',t >0} un MR*R. Si e M,(R?), el funcional de transicion de
Laplace de X™, dado X§ =, estd dado por la expresion

Le(p|X§ = p) = E[e™X0% X0 = ] = elwnlos(l=5wem®)) ¢ CrH(RY), t>0, (5.2)
donde wyy, (t) es la solucion mild de la ecuacion diferencial parcial no lineal
OWe/n 1
O (A= Vi (1) + Vi [1 iy ( - f%/n(t))]
n
wem(0,2) =n(1- e_“"(I)/”) . (5.3)

Demostracion. Sea p € C;(]Rd) y t > 0. Usando la Definicion 25| con la expresion dada en 1] se tiene
que

E[e—<th,Lp>

X = ] - et

NG = ] =B[N | =]

_ elnmlog(1=ve/n (1))

donde v, es la solucién mild de la ecuacion diferencial parcial

8%/” (1)
ot

Vom(z,8) =1~ e~ e@in,

= (Aq —nV)vgp(t) +nV [1 -FM(1- vwn(t))] , t>s,

Poniendo %ww/n (t) := vy (t) se obtiene (5.2), es decir

El:e—<XZL,Lp>

X3 ] = elrloB e ) _ glomtos= (),
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donde
0w,/ OV,
¢8/t ®) =n %t ® = n((Aa —nV vy (t) +nV [1 -FM (- vq,/n(t))] )
= (Aa = V), (t) +?V 1= FO (1= vy, (1))]
= (B =1V gy 0) + 2V [1= PO = Ly (1)
y

Ww/n(o,l') = nvw/n(ovm) = n(l - e_ip(m)/”) .

Proposicion 21. Sea X" = {X]',t >0} un MR*R . El generador infinitesimal de X", denotado

por A", estd dado por la expresion

A" f(<pyo>) = (< py0>) <, A >

11
- §ﬁf”(< 19 >) <y Aap? = 20000 > (5.4)

+n’V < p, iqj(”) [f(< o> +(j - 1)%) - fl<mp >)] > +G(n);
5=0

para f € CP(RY) U {f1(z) = 2, fa(x) =22}, pe C’;(Rd) y donde J3 > 0 es tal que sup, g |f" ()| < J3 ¥y
1 J3 2 -1
G(n) = = sup|p|— <M,Aaap - QQDAa(p) =o(n"), mn— oo.
lyr N

Demostracion. De (3.33)) se tiene que el generador para N", valuado en funciones de la forma (3.31)), es

B f(<p0>) =nV > g\ < [f(< o> +(G = 1)) = F(< 9 >)] >
3=0
1
(<@ >) <pBap> 5 [ (< >) <, Aap® = 20000 > +G, (5.5)

para f € CH(R) U {f1, 2}, e Np(R?) y ¢ € Cp(R?), donde

1
G =— [ sup o) | Js < 1, Aap® = 20000 >,
31 cpe

Jg > sup|f"(z)|.
xeR

Si X[ = u, debido a que X}* = %Nt” se sigue que para toda ¢ € C’;(Rd),

1 1 1
< X[, p>=< =N, p>=< N*', —p >=<np, —p >,
n n n

por lo que basta notar que se verifican las siguientes identidades:

1
1) <np,—p>=<p,¢p >,
n

2
1
2) <np, A, (f) - 2£Aa£ S= = <, Agp® = 20040 > .
n n n n
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Sustituyendo lo anterior en (5.5)), se tiene que el generador A™ de X™ est4a dado por

A" f(<p, @ >) =B" f(<np, %@ >) =n?V < u,;qj(-”) [f(< p > +(j - 1)%) - fl<me >)] >
+f (< >) <p, Aap>
+ %f”(< 11,0 >) < 11, Dagp® = 20000 > +G(n),
donde G(n) es como se postula. [ ]

Otro resultado importante, que sera requerido para caracterizar, via martingalas, al superproceso de
Dawson-Watanabe es la siguiente

Proposicion 22. FEl limite del generador infinitesimal A", el cual se denotard por A, es

z n ! 1 i
Af(<pp>) = Tim A" f(< 9 >) = (< 0 >) <ty (Ao + V) > +5Vmaf'(< o >) < pp” > (5.6)

Demostracion. En la expresion (5.4) sea
D:=n2V<Nquj")[ (<u p>+(j-1)" )—f(<u7<p>)]>-
§=0

Debido a que por hipotesis f € C’g (R), usando un desarrollo en serie de Taylor de tercer orden para f, en

torno a cero, se tiene que

f(<u7<ﬂ>+(j—1)%)—f(<u,<p>)=

1)

. 3
fi(< u,sa>)(jT D,

Dm0 Ly D

(p-0)+ o (<m0 (0-0)°.

donde &; ¢ [(uw),(u,wﬂ(j—l)%], para j=0,1,2,....

Por lo anterior, usando linealidad de la integral y que la ley de ramificaciéon tiene momentos finitos hasta
de orden 3, se tiene que

Dz:nQV(u,iqﬁn) [f(<u,s0>+(jfl)%)ff(< 1o p >)])

7=0

=n V(w > i [f (< n, <P>)(] Dow Lo >)(‘j;721)¢2 + %f’"(éj)%wsh

& 2!

:nV(Maf’(< H780>)<Pian)(J 1)>+K<u F(< e >)e’ Zq](")(J 1) >+%<u,f”'(€j)<p3iq](”)(j—lf
! &

7=0 7=0

! V 4 n n nr st n .
=V f(< u7s0>)<pan)+5<u,f (< 0 >)¢” (m§ )—%)>+%(u7f (5,7-)303;)@ )(3—1)3),

donde para obtener la tltima igualdad de la expresion anterior se ha usado que las condiciones (5.1

implican

Y Y (57)
2 i (-1 zq<”’[j<j—1)—<j—1>] zq<">3<j—1)—§)q§">(j—1>:mé’”—“,;2 (5.8)
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donde a,, > a cuando n — .

Sustituyendo la dltima expresion de D en la expresion (5.4), se tiene

. 1
AN f(< e >) = (<o >) < Aaip >+ o= (< o >) < g Anp® = 20000 >

Vv n (7%
+ V(s f1(< s 0 >)pan ) + 5 (u, (<, >)e? (mé - g))

V 2 (n) .
g (08 £ G- 1% < 6o
In 20
Haciendo n - oo en la expresion anterior resulta

.
(1, (< o >)*ma)

Jm A" f(< py0>) = f1(< e >) < Bap > +V s f(< o >)pa) + 5

1
= fl< e >) <p(Ba+aV)p >+ Vmaf'(< i >) < [, % >,

donde se ha usado que

3ln

(V <, i MG -1 () > +G(n)) -0, n—oo.
§=0

Observaciones:

1. En caso de que la ley de ramificacion sea critica e independiente de n, el término Va es cero pues

en ese caso se tiene que a,, = 0 para toda n por criticalidad.

2. El uso de funciones cilindricas se justifica por el hecho de que sblo para este tipo de funciones es
factible hacer los calculos y por el hecho de que para ¢ € Kp(Rd), fe C’g, se tiene una familia de
funciones densa en Bj(M,(R?)).

Para finalizar esta seccion, se concluye con el siguiente corolario del Teorema [§] referente al proceso X",

que serd determinante para el resto de las secciones.

Corolario 4. Sea X" = {X[',t >0} un MR*R , entonces X™ tiene una version con trayectorias en el
espacio de Skorohod D(R*, M, (R%)).

La idea de la demostracion es aplicar el Teorema |8 con M := /\/lp(Rd)7 el cual es localmente compacto.

La condicion
T"(t)(Co(M)) c Co(M)

donde {T™(t)} es el semigrupo correspondiente al proceso X" se trata en [32].

5.2. Convergencia al superproceso de DW

Debido a que el objetivo de este trabajo es mostrar la construcciéon del superproceso de Dawson-Watanabe
como limite de difusion de sistemas de particulas, el resultado principal del trabajo corresponde al Teorema
[29] de esta seccion. Dicho teorema establece la convergencia débil del M R*R al superproceso de Dawson-
Watanabe y su demostracién se presenta siguiendo dos métodos. Por un lado, usando las distribuciones
de dimensioén finita del M R*R y por el otro, utilizando un problema de martingala, mismo que sera
enunciado mas adelante en el Lema[6} Es importante sefialar que con la presentacion de ambos métodos

se cubren los primeros dos objetivos planteados para este trabajo.
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Teorema 29. Sea X" ={X}*, t >0}, neN, un MR*R como en la Definicion . Sip>5 (yp< (d;a),

siau< 2), entonces el proceso X™ = {X]',t >0}, es un proceso con valores en medidas (no necesariamente
de contar) tal que

X"= X, en DR, M,(R?)),

donde el proceso X = {X;,t >0} es el limite de difusion o limite de Dawson- Watanabe del M R®

, también conocido como superproceso de Dawson- Watanabe, y satisface lo siguiente:
a) Xy e M,(RY), ¥t >0.
b) X; es un proceso de Markov cddlag temporalmente homogéneo.

¢) Si Ny es un campo de Poisson de intensidad A, donde \ es la medida de Lebesque en R?, entonces
Xo=\ c.s.

d) Para cada t > 0, el funcional de Laplace de X, estd dado por Ee™<Xt:#> = e<hue(D)> ¢ Cp(RY),

donde u,(t) es la unica solucion mild de la ecuacion diferencial parcial no lineal

ou 1
a—tt = (Aq+Va)ug - §Vm2uf,
u(0) = o, (5.9)

donde mo y a son constantes definidas como en .

El primer método de demostracion del teorema anterior se basa en probar la tension de la sucesion {X™}

D D
en D(R*, M,(R)), y en identificar el limite demostrando que X™ = , donde 2 denota convergencia
débil de distribuciones de dimension finita. En el segundo método la unicidad del limite se sigue de de-

mostrar que todo punto limite de {X™} es solucién de un problema de martingala bien planteado.

Con la intencion de hacer una presentacion clara de ambas técnicas, éstas se han desglosado en los
resultados de las siguientes 4 secciones. En la primera se incluyen resultados preliminares que seran
utilizados en las demostraciones principales. En la segunda se prueba la compacidad relativa de { X" },en
(ver la Proposicién. En la tercera seccién se prueba la convergencia del M R® R al superproceso de DW
en el sentido de distribuciones de dimensioén finita (ver Proposicion . Se finaliza con la prueba de que
todo punto limite de {X"} en D(R*, M,(R?)) resuelve el problema de martingala del superproceso de
Dawson-Watanabe dado en el Lema |§| (ver Proposicion [26). Para clarificar como estos cuatro apartados
cubren las dos pruebas mencionadas para el Teorema[29] a continuacion se esboza la idea general de cada
enfoque.

Técnicas de demostraciéon

Para cada n € N, sea X" un MR*R y X el superproceso de DW caracterizado en el Teorema 29} Para
probar que X" = X en D(R*, M,(R%)), se utiliza lo siguiente:

a) Debido a que N§ es un campo aleatorio de Poisson con intensidad nA, por (3.21)) del Capitulo (3] el
d+

BN
X™ es un proceso con trayectorias en D(R*,MP(Rd)) para los valores estipulados de p.

proceso X" toma valores en M, (R?) para p > % (yp< si a < 2). De hecho se demostrara que

b) Usando que D(R*, M, (R%)) es separable (Teorema , se sigue que la distribucion de X™, la cual
se denotara por P,(+), es un elemento del espacio separable P(D(R*, M, (R%))).
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c¢) Asi, probar la convergencia débil de {X"} es equivalente a probar que {P,} converge débilmente
en D(R*, M, (R%)). Lo primero que se requiere es garantizar la existencia de puntos limite de
{X™}, y ello se hace probando que la sucesién {X™} es relativamente compacta en D(R*, M, (R%)).
La compacidad relativa se prueba como sigue:

1. Usando el Corolario 4| se sigue que X" tiene una version con trayectorias en D(R™*, Mp(Rd)).

2. Asi, se probara que { X"} es relativamente compacta (de hecho tensa) en D(R*, M, (R?)). Para

la demostracion se utilizard el Teorema [27] el cual permite reducir la prueba de compacidad
relativa de {X"} en D(R*, M,(R?)) a probar compacidad relativa de las proyecciones {<
X7, o>, t>0} en D(R*,R). Esto tltimo se enunciara en la Proposicion [24] y su demostracion

se hara siguiendo los criterios de la Proposicion

. Usando el Lema [5| de la secciéon de resultados preliminares, se sigue que si X es un punto

limite de {X"} en D(R*, M, (R*)), entonces éste toma sus valores en un espacio mas chico,
M, (R?), es decir, tiene trayectorias en D(R*, M, (R?)).

De esta forma se prueba la existencia de puntos limite de {X"}.

d) Resta probar la wunicidad de puntos limite de {X"}. Para ello se recurre a los dos métodos

siguientes:

1. Convergencia débil de distribuciones de dimension finita Si {X™} es relativamente

compacta, la convergencia se asegura si se muestra que la sucesién tiene a lo mas un pun-
to limite. Usando el Teorema [25] resulta que basta probar la convergencia en el sentido de

distribuciones de dimension finita (DDF). Es decir, X™ = X, si, y solo si,
i) {X™} ey es relativamente compacta en D(R*, M, (R%)).
i) x4 X; ver la Proposicién

. Solucion al problema de la martingala. Nuevamente, dado que {X™} es relativamente

compacta, basta probar la unicidad de puntos limites y para ello se identifican dichos puntos

limite como solucién a un problema de martingala que tiene solucién tnica:

i) En el Lema |§| se establecera un problema de Martingala para el superproceso de Dawson-

Watanabe. En términos generales, se tiene que la martingala es de la forma

t
f(Xt)—/O Af(X,)dr, 0<t<T,

bajo condiciones adecuadas de ¢ y funciones f cilindricas de la forma g — g(< p, p(s) >)
y donde A es el generador infinitesimal limite dado por la expresion ([5.6)).

ii) Se probara que los puntos de acumulacion X de { X ™} satisfacen el problema de martingala
dado en el Lema @ Para ello, se vera que si X° es una versién de X con trayectorias en
D(R*, M,(R?)), entonces X resuelve el problema de la martingala del lema mencionado,
ver Proposicion [26]

iii) Del inciso a) y b) del Lema @, se sigue que la solucion al problema de martingala ahi

planteado, es tnica.

iv) Finalmente, también del inciso b), se tiene la expresion para el funcional de Laplace de las
DDF del punto limite X°, la cual corresponde al funcional de Laplace del superproceso
de Dawson-Watanabe dado en el Teorema [29] con lo cual se concluye la prueba.
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5.2.1. Resultados Preliminares

Con el objetivo de dar claridad en las pruebas de la Proposicion , Proposicion y Proposicion
cuya importancia ya fue mencionada en la secciéon anterior, en esta secciéon se incluyen algunos resultados

previos necesarios.

Lema 1. Sea ¢ € C’;(Rd) Y Wen la solucion mild de la EDP . Entonces VT > 0 existe Cp > 0 tal
que
wpsn -, Ollp < Cre”ligllp,  0<t<T,

donde b > sup,, ay,.

Demostracion. Sea T' > 0 y t € [0,T]. Usando un desarrollo de Taylor de segundo orden para F),

alrededor de uno, se sigue que

-1 0] = () @ (2 wwn@)) 75O

1 (n) 9
= Eml wcp/’n(t) - ﬁw@/n(t)RQ,na

donde Ry, > 0 es un término residual. Luego

Qe

ot

~ (A, Vn)%,n(t)wn[ " wppa(8) - 5 w/n(t)Rgn]
1 1
:Aa%,n(t)—Vn%/n(t)wn?(ui) pgn(0) = VPP R (O Ra
n

= Apwyn (t) + Vapwem(t) - (t)Ra p-

9 w/n
Entonces, la ecuacion diferencial parcial (5.3 se transforma en
&u@/n

ot
‘%/n(O,JC) =n (1 - e—%a(ff)/n) .

= (A +Van)we/m(t) - (t)Ra.n

9 w/n

La soluciéon mild de esta ecuaciéon estd dada por

_ vV ort
Wopn(tia) = T, (n (1= 7)) (@) - fo €V T, Ryt (= 7,)) () dr
Debido a que el semigrupo T; es un operador positivo, la integral en la expresion anterior es un término

no negativo, por lo cual
Van,
ww/n(t,x) =e"? tTt( ( —e “"/")) (x).
Por otra parte, por hipotesis {an} es convergente y entonces existe constante b positiva tal que sup,, an, < b

y se cumple
0 <wyyn(t,r) = eV, [n(1-e ”/")] () <" Typ(x), t<T.

Ademés

Tipta)ls [ Ply=a)| 20

“pp(y)dy

< lellpTrpp (),

de donde
(wen (t,2)] < eVl Trpp(x), t<T.
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Asi,
b
om0l < € llelly sup [ Teppllp-
0<t<T
Por lo tanto

[wen (- Ollp < Cre™l¢llp,  donde  Cr:= sup ||Tpyll,-
0<t<T

Proposicion 23. Sea X" un MR*R . Existen G1,Gs : [0,00) — [0,00) continuas tales que ¥n > 1,
V>0, Vo e K, (R?),

n 1
E<xp, e {2610+ G0 Il
Demostracion. Sea ¢ € K,(R%). Como X" = %N", resulta que
1
E[<X},0>%] == [Var <N o> +(E<Nt",ga>)2].
n

Sea {U",t > 0} el semigrupo generado por A, + Va,, y {T;,t > 0} el semigrupo de generador A,,. Del
Corolario [3| se sigue que

th(mgn)—l) tnV &n

E <N p>=<n\e Typ >=<n\, ™V = Typ >=<n), eV " Ty >=<n)\, Ul'p >,

t
Var < N[, p >=< n)\,Ut"LpQJrang")f U;(Uﬁs(ap))2d8>.
0

Por lo tanto

U () Vda
)o@

el

<n\ UM% > < nf
Rd

ne\Van|t

IA

donde r; > 0 es una constante independiente de n y de ¢t. También se tiene que
(E <N} @) <n?eVenl g2,
Ademas
<n/\, angn) [Ot U (Ut"_5<p)2 ds> < nszén)eW”“”'lt fot e‘va"'lsdngpHirl.
Poniendo
Fr(n) =V,
B0 = [ R
de lo anterior se sigue que
B<Xp,g5% < LB+ nVmd B OR 0+ (B (0) 4l
donde {a,} y {m§n)} son convergentes y acotadas por ¢; y ¢y respectivamente. Asi, las funciones
G (t) = re”™,
Gott) =raVesGi(0) ([ Grr)ar) + 12 (G () gl

cumplen lo deseado. ™
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Lema 2. Vo e K,(R?) los procesos

L
t
Mt”::<Xt”,<p>—[ <X (Ag+Vay)p>ds, t20,
0

11
Mtn = (Mtn)2_vtnv t20,

son martingalas respecto a la filtracion {]-"tX}, donde
k 1
Vit = [0 <X VmiMe? + = {(Aa +Van)p? = 20(A + Vay)p} > ds.
n

Demostracion. Se usara el siguiente resultado [I1]:

Si {X;} es proceso de Markov con generador L y si F' € D(L), entonces
¢
MF = F(X}) - F(Xo) - [ LF(X,)ds, t>0,
0

es martingala y su proceso creciente {< M¥ M¥ >, ¢ >0,} cumple que
d<M¥ MF >,

dt
donde I'(F,G) = L(FG) - FL(G) - GL(F), F,Ge D(L). Méas aun,

=D(F, F)(Xy),

{(MF)?-<MP, FF >, t>0},

es martingala.

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

Demostracion de I. Sea A™ f(< p, ¢ >) el generador dado en (5.4). Tomese f(x) = z, entonces A™ < X7 ¢ >

tiene la expresion
A" <o >=<p, (Aq +Vap)p>.
Sean L:=A"y F(u) =< pu,p>en . Entonces de resulta que
FXT) - [OtLF(X;‘)ds < X" o> - fot < X" (Ao +Vay)p>ds, t20,

es martingala.

Demostracion de II. Sea f(z) = 22, entonces
A <o >2=2< o> A" < o> +%A” <, 02> —% <, p(Ag +Vay)p >
Por otra parte, nétese que
[(F,F)=A"F*(X]') - 2F(X]")A"F(X]")
=AM <X o> 2< X o> AT < X o>
= % {< X1 (Ag +Vay)e? > -2< X" o(Ag + Vay) e >} +< X}, Vmé")af >,

Integrando resulta

t
< M",M" 4= fo D(F,F)(X")ds = V",

Por lo tanto, de (5.12)) y (5.13)) se sigue el resultado.

(5.14)

(5.15)
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Lema 3. Eriste una funcidn continua y positiva h(t), t >0, tal que ¥n>1, VT >0 y Yy € K,(R?),

E[ sup < X', 0> ] <h(T)|lellp-
0<t<T

Demostracion. ¥n>1, T >0y ¢ € Ky(R?), sean Z =< X', (Ap +Va,)p >y M =< X[', 0 > —fot Zlds.
Por el Lema [2] se tiene que {M]'} es martingala. Usando la desigualdad (a +b)? < 2(a® +b?) se tiene que

E[ sup < X', p >2] [ sup {M;" + f Z"ds}g]
0<t<T 0<t<T

¢ 2
<2E| sup (Mt")2]+2E[sup ([ Z;’ds) :|
0

| 0<t<T 0<t<T

C.Schwartz n2 t _
< 2F| sup pgM;*"|+2E| sup {t/ (48] ds}
0<t<T 0<t<T 0

<2E| sup (MZL)2]+2TE[fOT(Z§)2ds].

| 0<t<T

Usando la desigualdad de Doob para submartingalas en el primer término de la dltima desigualdad se

sigue que

(E [sup (Mt")Q])l/2 <2 [E (M7 2]1/2

Minkowsky
<

(7))

n 2\1/2 1/2 T n\2 2
2(B < Xi,p0>2) P ear2( [T Bz as)
0

2 ([E <X >2]1/2 +

C.Schwartz
<

y por la Proposicion [Z3] se tiene
(el ) <2 ({Larm v aam) i)
+ 2T/ (/0 {%Gl(s) + Gg(s)} A + Van||f,ds)1/2
<2{G(T) + Go(T)} " [lel,y
e [T G G is] 1BVl

donde ||Aqpp|| < +00 (Ver [?] nota al Lema 2.8). Como {a,} es acotada, existe ko tal que

1/2
{E |:(]S<ltl<pT (M?)Q]} <2{G\(T) + G=o(T)} Il

. 1/2
+9T1/2 {fo (G1(5)+G2(8))d8} koll¢llp

De modo similar se obtiene una cota para la expresion 2T FE fOT (ZS")2 ds y con ello se obtiene el resultado.
]

Lema 4. Sean f, o como en el Lema[fl Entonces

lim E[lE[f(<XZii,s0(t+S) )= J X 02) - [ g (e X ) 2 duf 7] ]:o (5.16)

donde g = Af.
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Demostracion. Sea
t+s
R f(< X[hp(t+5) ) = [(< X o(0)) = [ g (< Xik o) >) du

Entonces
. t+s .
E[RF™ |- Elf(< Xiloplt+5)>) = F(< X[ ) 2) = [ A F(< X0 o) >)da FX™

t+s ny
+E [f A (< X o) >) - g(< XI% () >)du| 7S ] = 5k + Sk,
t

Se sabe que
t
{FeXt0)>) - [ A f(< XD 0(5)>)ds, t20)

es martingala. Asi, para el primer término S} resulta
) t+s
SE=E| f(< X[t +s) ) = [ A F(< X0 p(w) >)du
0

t e
- {f(< X o(t) >) - / A" f(< X7 p(u) >)du} ‘ftX k] =0, cs.
0
Por otro lado, usando que g = Af y la expresion explicita de A™* resulta que

s= (B[ [ A s e ) - Af(e X0 o) 2ol X

Jensen t+s
< B f
t

1 N
+§f”(< nga@(u) >) < X:k7902(u) > V(mgk - afk _m2)
Nk

Flle Xk o(u) >) < X o(u) > V(an, - a)

1
o P XD () >) < XTI, Aap® (1) - 20(u) Aap(u) > +0,(1)|du
Nk

ftxl.

Dado que f es de clase C?, sea J >0 tal que

sup {[F ()], |/ ()],

f’"(m)|} <J

Entonces podemos continuar la expresiéon anterior por

t+s
<E f JV < X,
t

1
+ —J| <X A0 (u) Agip(u) > +On(1)‘)du
2nk

1 n
cp(u)‘ > |an, —al + §JV < X" p?(u) > ‘mg W) _ % —mg

u

fX"’“]
t )
donde Vn >0,

J n
On(D] < 5t sup ()] < X3, |Aag? (u) - 20(u) Aasp(w)] >
Yk yE

J3V = ()] -
F 2 I X G ) Y - 1P >, (5.17)
3.nk =0
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siendo J3 > sup,g |f"(2)].

Tomando el limite y usando teorema de Fubini resulta

t+s 1
lim S§ < lim E (JV < Xk, @(u)‘ > |an, —al+ =JV < X" o*(u) > |m§n’“) — I —m2|
k—oo k—oo Jt 2 Nk
1
+ Q—J <X A g0 (u)Agp(u) > +On(1)|)ldu. (5.18)
i

Notese que, debido a que V) € Cp(Rd) con d < 2p, se cumple

w 1 n 1 o,
E <X >= —E(Ng) <~V (m{" = Dy <m0y >

<e™Pllpllp < A p >, (5.19)

donde b > sup,, {a,}. Sea C >0, tal que ¥; qj("k)|j - 1]* < C independientemente de ny. Usando lj y
(5.19) en la expresion (5.18)), resulta

t+s
. k uV'b ;
i 55 < V([ eV p(u)ldu) < Ay > (1im [, ~ )

JV t+s Wb , @
+7([t etV ||¢2(u)||pdu)<)\’Spp>]}£,n;lolménk)_n/’:_mQ
SV s v 1
S (IRl <> (Jin ) <0

5.2.2. Compacidad Relativa
Para probar que {X™} es tensa en D(R+7Mp(Rd)), debido al Teorema [27| basta probar lo siguiente:

Proposicién 24. Sea d < 2p. Para cada ¢ € K,(R?) la familia de procesos reales {< X[*, >,t >0}, es
tensa en D(R*,R).

Se probaran las condiciones a), b’) y ¢) dadas en la Proposicion Sea p € K (Rd). Notese que para
n €N, debido a que X7*({74}) = 0 c.s., se tiene

< tha 14 >= f @ledX?|Rd + QD(TP)th({TP}) = /]R;d (detn|Rd? t 2 Oa
y por lo tanto, en lo que sigue bastara suponer que ¢ € Kp(Rd).
Demostracion. a) P.D. Vi >0, Vt € QF, existe I ; ¢ R compacto tal que
inf P[< X", o>l ] >1-n,
donde I} , es la n-vecindad de T', ;.

Sean t >0y ¢> 0. Por la desigualdad de Chebychev,
E< X7l >

Pll<X"¢>|>c]<
C
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donde, de (5.19)), se sigue que
E< X[ |l ><e™lgllp < A, pp >< +o0.

Aqui, se ha usado la hipotesis de que d < 2p. Luego

el <X op >
c

Pl|<XP,p>|<c]>1-
Sin >0y c es suficientemente grande, se obtiene
ian[|<Xf,gp>|<c+77] >1-n.
n

b) P.D V¢ >0, 38 >0 y una familia {,(d), 0 < d < 1} variables aleatorias no negativas tales que

E qﬁ (< X\, o> < X p>)

]:tX"] SE[%((S)‘]-}X"], 0<t<T,0<u<d,

donde ¢®(z,y) = |z -yl A1y FX = a(XI, s<t).

Primero nétese que se tienen las siguientes igualdades. Yo € By(R?) y 0< s < t,
E [< N, »> ‘NS:I =< N, eV(t_S)(ml_l)thisgp >, (520)
E[< X7 o> |X2] =< X7, eV U0t o5 (5.21)
En efecto, usando la propiedad de ramificacion de N se tiene que

E[<Ny,¢>|N= > E<N o>
z;eSopXs

= Z ev(t‘s)(ml‘l)Tﬁsw(azi)
z;€SopNg

=< N, ev(t_s)(ml_l)Tta_sgp >,
de donde se sigue ([5.20). De manera analoga se obtiene (5.21]). Asi, si s < ¢, entonces
t n
A= E[< X[ o>— / <X (An+Vay)e> dr‘fsx ]
0

= B[<Xp.0>|FX] - fo < X" (Dot Van)p>dr - ftE[< X (Do + Van)p > |[FX | dr

t ° s
—c X1 V(a1 f < X7, VDTS (AL + VALY > dr - fo < X", (Ao +Vay)p > dr,
(5.22)
donde se ha usado que para 0 < s <t,

E[< X}, 0> |FX'1=E[<X]",¢>|X"] (propiedad de Markov de X™),

t
Tip—p= fo T.(Ap)dr, t>0.

Ademas, se tiene que

t t
[ < X7, eV(T’S)“"TTo‘,S(Aa +Vay)p>dr=<X_, f ev(r’s)a”TTo‘,s(Aa + Vay)edr >

S S

=< X, ev(t_s)a"TtoisSO —p>
=< X7 eV tmane s < X o> (5.23)
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Sustituyendo (5.23) en (5.22)), se obtiene que

A:<X;’,<p>—[ <X (An+Vay)e>dr, t>0.
0
Ahora, por el Lema 2] se sigue que

t
Mt"=<Xt",<p>—f X" (Aa+Van)p>dr, t20,
0

es martingala respecto a la filtracién ftX ". Ademas, por el mismo Lema [2| para h funcién cilindrica de
la forma h(X}') =< X', ¢ > se tiene que

Mtn = (Mtn)2 - th7 t>0,
es martingala, donde {V}"}+5¢ es el proceso de variacion cuadratica en la descomposicion de Doob-Meyer

de {M]};50 y esta dado por
t
v = f T(h, h)(X™)dr,
0

D(h,h)(X") = (A"h? - 2R A"R)(X™)
=AM <X o> 2< XM o> AV < X o> (5.24)

Finalmente, VT >0, >0 y n > 1 se define

&(n,T,0,p) = 2{62 sup (A" <X, 0>)*+8 sup I'(h, h)(Xf")}
0<t<T+6 0<t<T+6
b’) Se demostrara que
2 n
E iz

| < XFoop> - < XP 0> <E[6(n.T.6.9)|F"],

lo cual coincide con lo establecido en el inciso b) haciendo 7, () := £(n, T, d, v) y usando la definicion
de ¢°.

Asi, sean T'> 0y 6 > 0. Entonces
EI:‘<X%+5a¢>_<X¥7<p>‘2‘fT“]

T+6

:E{‘(<X§3+57</9>— A”<X§‘,gp>ds)—(<X§3,<p>—fOTA”<X§,<p>ds)

T+6 2 n
+[T .A”<Xs",g0>ds| |.7:1)~(
T+0 2
:E[|M§3+5—M§3+fT A" < X7, 0> ds| ]
Usando la desigualdad (a +b)? < 2(a? +b?), se contintia con las desigualdades

T+6 2
<2F (M;L+5—MTPn)2+(f A”<X§,<p>ds) )
T

T+6 2
28| (. 208705 + i [ A" < X2 as)

}"7)5"]

2 2 T+8 T+6 2
= 2B | {(M5)? - Vs ) - {(M) —VT}+fT r(h,h)(Xf)dH(fT A"<Xg,<p>ds)

f;f”].



5.2 Convergencia al superproceso de DW 81

Usando ahora que Mt" es martingala se sigue que

T+6 T+6 2 n
- 2F [ T (h, h)(X™)ds + (f A" < X7 o> ds) FX
T T
2
<2FE l(é sup A" <XS”,90>) +90 sup T'(h,h)(XD) .7-'7)5”/‘|
T<s<T+5 T<s<T+5

= E[¢(n,T,0,0)| 7]

que es lo deseado.
¢) P.D lims_qsup,, E[vn(5)] = 0.

Usando la mismas definiciones que en la prueba anterior, se demostrara que

%’m limsup E[¢(n, T, d,¢)] = 0.

10 nooo

Asi, sea
E[g(’nﬂT’ 9, 410)] = E[Al] + E[AQ]a

donde
E[A]=26°E[ sup <X, (Aa+Vay)p>?]
T<s<T+d

<282 H(T +90)||(Aa + Van)gllp

La desigualdad se sigue de usar el Lema[6] Por otro lado,

E[Ag]:26E|: sup <X,

. 1
Vmg )<p2 + =< (A + Van)<p2 -2p(Aq+Vay)p> ‘ >]
T<s<T+6 n

<20FE[sup < X, U, >],
donde )
U, = |Vm§")<p2 + - <(Ag +Van)e? = 2p(Ag +Vay)p > |
Ahora bien,

91 1/2
E| sup <XI' W, >|=E{(B[swp <X, ¥, >])°}
0<t<T+6

971/2
E( sup <X:,Wn>)]

D.Jensen
<

0<t<T+6

Lemal3]
<UTH(T +6)(|,1,]

Vg o (2) + L {(Aa + Van) (@) - 20(2) (Ao + Van)p(s) }
‘Pp(x)

=H(T +6)sup
zeR

b

donde H(T +6):[0,00) = [0,00) es una funcion continua. Ademés, notese que

Vg o (@) + 3 {(Aa+ Van)e?(2) - 20(2) (Ao + Van)o(s)}
sup < +00
zeR QOP(CE)

)

ya que A, (Cp(RY)) c Cp(R?) si g < p (y adicionalmente p < ‘“TO‘ si @ < 2). De esta manera se obtiene

c). ]
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Con la proposicién anterior se ha establecido que {X,} es una sucesion relativamente compacta en
D(R*,Mp(Rd)). Resta mostrar que tal sucesiéon también es relativamente compacta pero en el espacio
D(R*, M,(R%)). Dicho resultado se sigue del siguiente

Lema 5. Sea X° un punto limite de {X™} en D(R*, M,(R?)), y sea d > 2p. Para cada t >0,
XP(14) =0, c.s.

Demostracion. Supongase que X" = X9 en D(R*, M,(R?)). Sea

Cp(RY) =1 ¢ :RY > R, ¢ continua y 1fm #(z) =ceR" p(ry)=c
|z]—>o00 gpp(s)
Entonces
E<X) p>=<\eVTPp> peCy(RY), t>0. (5.25)

En efecto, como X™ = X° por hipotesis, entonces
<X p>=>< X2 o>, VoeCy(RY)
por el teorema del mapeo continuo y el Lema [3] sabemos que sup E (X}, ¢) < oo. Por lo tanto
E<X? p>= lim B < X} g >=< A eViTo g >

La primera igualdad se sigue del Teorema 4.5.2 de [4]. Ademas
E<X]' p>=FE< %Nt”,go >= % < eV >
Sea @, € Cp(Rd). Es posible extender ¢, a R4 poniendo ¢, (74) =0. Sea ¥ =1 - ¢,,, Vn. Entonces para
Op(x) = pp(x) + Iy (), € R,
se cumple lo siguiente

P $p (z)

()9 (1) 46 () (e y (2)
ep(z) B

7n (@) L

a) h'm|w|_,<x, = 11’H1|w|_,°°

b) |[Ynpl <@p, n=1,2,...
¢) 1y soo P (@) = Moo (@ = 9 (2)9p(2)) = Lryy ().
Asi, por a) se tiene que 9,¢, € C,(R?). Aplicando lema de Fatou se sigue que
E[XP({ra})] < lim E[< X} Yy >]
= liminf < \, ™" Tyah, ), >
=0.

por el teorema de convergencia dominada, ya que 9¥,¢, = 0 en R 1,0, < ¢, v < A, >< +00 pues
d < 2p. Entonces

<X e VAT, 0, > = eV <N Ty >

—e vVt < )\, Ynpp > 0.
Por lo tanto, X?({74}) =0 c.s. V¢ > 0. [

Notese que, debido a que X,? le da masa cero al punto {74} c.s., entonces es posible usar el espacio
M, (R?) en lugar de M,(R?).
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5.2.3. Convergencia débil de las distribuciones de dimensién finita del M R*R

Proposicion 25. Para cada n €N sea X™ = {X}',t >0} el MR*R . Entonces
Df
X" =X cuando n - +oo,

donde X es el superproceso de Dawson-Watanabe.

Demostracion. Se desea probar que las distribuciones de dimension finita de X™ convergen a las de X,

es decir, que

(X7, X,

2L X )= (X X, Xy, ), 0<ty<tp<o<tp,, meN.
La prueba se hara por induccion sobre m y usando el funcional de Laplace de X™ dado en (5.2)).

Caso Base. Para m =1, se probara que

E [e—<X?7¢>] “F [e—<Xt,<P>] . - oo. (5.26)

Para ello, seat >0y pe€ C’;(Rd). Entonces

B =] - E{E [ | x7])
B2AR [B(XS,(nlog(lf%wwnu»))]
=K [e_(NUnv%[_nlOg(l_%ww/n (t))-ue (t)“'“w(t)])]
donde u,(t) es la solucion de la ecuacion diferencial parcial no lineal (5.9)). Usando que Ng' es un

campo de Poisson con intensidad n\ cuyo funcional de Laplace esta dado por (1.8]), resulta que el

funcional de Laplace de X' es

E [ X9 = exp {_ (A’ n (1 _ ef%Pnlog(lf%ww/n(t)ﬁug;(t)*“v(t)]))} , (5.27)

Por otro lado, utilizando que Xy = A c.s., se sigue que el funcional de Laplace de X; es

E [e—<Xt,ap>:| _ E[E [e—<Xt,<p>|X0:| ] -E [e—<X0,u¢ (t)>] _ e—<)\,u¢ (t)>7 (528)
donde u,, es la solucion a la ecuacion diferencial parcial (5.9). Asi, de (5.27) y (5.28) se tiene que
basta probar la convergencia

exp {_ <A, n (1 _ e—%[—n log(l—%w¢/n(t))+u¢(t)—u¢ (t)]))} N €_<>‘v“w (i&)>7 n — oo, (529)

Notese que si {¢,} ¢ Cp (RY) es tal que 1, — 1 en C,(R?), entonces usando Teorema del Valor
Medio, se tiene que

‘e—<)\,¢n> _ 6—<)\,¢>

< </\’ |¢n_w|) < ||wn_w”p (A’WP% (530)

donde ||¢||, = sup,cpa (‘Z(far))l. Es decir, si ¥, > 9 en C,(R?), entonces e”<M¥n> —» ¢=<}%>_ Asi, para

probar 1' basta ver que si ¢ € C;(Rd), entonces

lim n [1 - e’%(”log(l’%“’w/"(t))*“*’(t)fu“’(t))] =uy,(t), en C;(]Rd). (5.31)

n—oo
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Para lo anterior, se probara que

lim nlog (1 - l(,us(,/n(t)) = —uy(t), en C;(Rd). (5.32)
n

n—00

Para ello, obsérvese que

nlog(l - %an(t)) + U (1) + Wy pn (1) = Wi/ (1)

nlog (1 - lw¢/n(t)) +uy(t)|| =
" P P

+ [t (1) = Wy (1)

n [log (1 - %wwn(t)) + %w@/n(t)]

P

Asi, basta probar las siguientes convergencias en C (R%):

n—oo

b) lim wy/, (1) = uy(t).

a) lim n [log(l - Tllwso/n(t)) + %‘%/n(t)] =

Para el inciso a), usando las desigualdades

1-y<e™, yel0,1], (5.33)

1

e <r ref0,1], (5.34)
con y = %wgp/n(t) en yr=1- wwn(t) en , v luego tomando logaritmo resulta
] (1 1 (t)) <o
o - ~Wy/n < ——wy/m(t),
g n / n »/

1
_7Wgo/n( ) (
————— <log 1—70.) 2],
L= WLWW/” (t) i
y estas dltimas desigualdades juntas dan
n w/n(t)

1T, T m(D) . (5.35)

1 1
0<-n|log(1-— )+ Zwumt)] <
<onflog (1= o) + a0

Asi, por el Lemall] se tiene que existe Cr tal que

1
(p/n(t) <= (CTeVbt) ||<)0||;2)’

1
1-—wym21- Lere gl
Wy ~Cre llollp

Con las desigualdades anteriores y haciendo n — oo en (5.35) se obtiene a).

Para probar b), debido a que por hipotesis F (") tiene terceros momentos factoriales finitos, usando
un desarrollo de Taylor de tercer orden en una vecindad de uno, la ecuacion para w,,/, (t) se expresa
como

O (1) m(”’ (fn

T = (Ao + Va)wg(t) -V (%,n(t)f )( wWom(1))?

wom(0,2) =n(1-e?"), ge c;(Rd). (5.36)
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De acuerdo al Teorema 3.4.1 de [30], la ecuacion diferencial parcial (5.36]) depende continuamente de
su condicion inicial wy,y, (0). Asi, como wy/,(0,7) =n (1- e’“"(m)/”) - @(z) en C’;(Rd). Se obtiene

que Wy (t) = uy,(t) en C’;(Rd) que es lo que se deseaba probar.

Finalmente, resta probar (5.31). Aplicando el Teorema del Valor Medio a f(y) = n( —e Y ) existe

K (independiente de n), tal que
Hn[ —en(n log(l_f%/"(t))+"¢(t)_“*°(t))] -n (1 -e n“W(")) Hp < KHnlOg (1 - %wwn(t)) + Uw(t)”p-

Asi, de (5.32) se sigue que

n—oo

lim n (1 — e (nloa(lgwem (1)) +ue (8) _ u¢(t)) = lim n (1 - e’%““’(t)) = uy,(1).

Por lo tanto se ha probado que V¢ >0, E [e’<X{L"p>] - E [e’<Xf"'°>].

Hipdtesis de induccion. Supéngase que para m tiempos, tg,t1,...,t,_1 € R, se tiene la conver-
gencia buscada, es decir

m—1 n ) m
E [e*Zj:o <th790]>:| ) [e =7 01<Xt P> ] . M= 00, POy, Pmot € C;(Rd) (537)

Para demostrar que es valida la convergencia para m + 1 tiempos, sean 0 < tg < t; < - <ty ¥
0,15+, Pm €Cp (R%). Usando propiedades de esperanza condicional y la propiedad de Markov,
resulta

E[e—Z;n;o<X?j7‘Pj ] E{E[ ZJ O<Xt P> |f~X” ]}
—EIS<XT e <X om
E{ 0 t; J]E[ <X e >| tml]}

_ E{B—Z;":Bl<xfj#ﬁj>]}z[ —<Xp apm>|Xt ]}
m-—1

Desarrollando y utilizando la expresion (5.2]) del funcional de Laplace de X}, resulta

m n -1 . n
E[e Zho<Xi e = E {e— T X (X0 ,nlog(l—%wwmmtm—tm_l)))}
— ]E {6_ Zﬁ61<X?j ’ij>e(XzL7n_1 T 1Og(17%w¢m/n(tmftm,1 ))+u¢m (tm*tmfl)’uwm (tm’tmfl)) }

donde u,,, es la solucion mild de la ecuacion diferencial parcial (5.9)), con condicién inicial ¢yy,.
Usando ([5.32) y la hipotesis de induccion (5.37) se sigue que

E [6_ z;n:0<X:7 7<Pj>] E {6_ Z;n;61<th >¢j>_<Xtm,1 yUpm (t'm_t'm—l))}

n—oo

Ademé&
E { ;Z?)1<‘ tj’tpj>6_(‘ tm—l’u(pm(tm_tm_l) } 6 J 0 < ty iz [ ( ' 7S0m>| t 1]}
m-—

{IE[ Tito<Xe; 05> Xtm,l]}

- [6 0<th7¢j>:|
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Se obtiene la convergencia deseada:

E [e— 2;-10<X?,wj>] . [e— z;’;o<xt].,goj>].

n—oo
Con lo anterior se termina la prueba de la convergencia de distribuciones de dimension finita del

MR*R a las del superproceso X.

El siguiente resultado permite generalizar el caso anterior al caso en el que el proceso X" = {X}*, ¢t > 0}

sea un M RYR en el que N§ no necesariamente es un campo de Poisson.

Corolario 5. Sea X" = {X]' = %Nt", t >0} un MR*R donde N} no necesariamente es un campo de
Poisson. Si

d
X = Xo, n—oo

D
entonces X" :gc X, donde X es el estado inicial del limite de DW.

Demostracion. Denodtese
1
- () :==nlog (1 - Ewwn(r - s)) , 0<s<r, e C;(]Rd).

Sean m € N, 0 <to,t1,. .., tm, ¥ P0, P15+, Pm €Cp (R%). Usando el funcional de Laplace, condicionando
con respecto a fffn : y usando la propiedad de Markov como en la prueba anterior, se tiene que para
cada n € Z* se cumple

=S <X ] o> Ml XT o> <X
E[e Eito<Xe, # ]:E{e Tito <X¢) %0 E[e <Xtm,<,0m>|th ]}

m-1

E [e- i (X, »w>+<xz1n_1mlogu—%ww<tm—tm>>>]

E [e— z;za%Xz;w)—()ffm,wrm-w,lw))]
_ E I:e_ ZT:BQ(XZ; ><pj>_<Xt71n_17‘mel+'¢'tnm—tm_1 (‘Pm)):l = A

.o, . . . . n .
Repitiendo el proceso anterior, pero ahora condicionando con respecto a fffn _,» se tiene que

A=F {E [67 Z;ZBZ(XZ #Pj)*(XZLm_l v@m—l+w;LnL—f,nl_1 (@m))‘fX" ]}

tm-2

-E {e- SRR X ) [ef(X?m_l et it E) ]}
m-2
“E {e* B3 (X0 03) X st (a0 (W)»}
= E {6_ zym:?(anj ] >_<X:,n72 7<Pm—2¢:’:,n71_t7ﬂ*2 (‘Pm—l"'w;lm—twrl (¢m))) } ’

Utilizando el mismo procedimiento, inductivamente se llega a que

Haciendo n — oo, usando la hipotesis, asi como la propiedad de Markov de X y que -, () = u, (1),

se obtiene lo deseado, a saber,

lim E [e‘ Zjro<Xi *"V] -E I:e*(Xo,tpo+u(t1*to)+¥’1+u¢>2(t2*t1)):|

E [e_ ZﬁO(th ’*of)] .
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5.2.4. Caracterizacion via el problema de la martingala

Como fue mencionado anteriormente, el superproceso de Dawson-Watanabe se puede caracterizar como
soluciéon a un problema de martingala bien planteado, tal problema de martingala esta relacionado con
lo siguiente:

Sea € M,(R?). Se tiene que el generador infinitesimal A" de X", valuado en la funcion cilindrica

pr— f(<pp(s)>), s20,
se expresa de la forma

A (< p() 2) = 7' (<o) 2) < g P8 5 o) < o) >

+ n_léf”(< 1, 0(8) >) < 1, Da?(5) = 20(5) Aap(s) >

0 2V (< pp(s) >) < pnle(s) gl (G- 1) >
=0
1 ) ) 2 (ny, .
otV (< pp(s) >) < pn”29% (s) > aM(-1)%>+0(1)
=0

y por lo tanto
t
J< X ) >) = [ AT (< XL p(s) )ds, 20, (5.38)

bajo condiciones adecuadas para ¢ y f (las cuales se estableceran formalmente en el Lema@)7 es {FX ! }-
martingala (local). Lo anterior lleva a establecer que el generador infinitesimal A de X, valuado en f

(funcion cilindrica dependiente del tiempo) esta dado por

AF(< 1 0(5) 2) = £/(< 10(5) ) < s 52 > 47 (< () 2) < 1 Do (5) >

VS (< i p(s) ) < 10(8) > 43 Vima (< () 2) < s 6(5) >

La expresion anterior lleva a establecer el problema de martingala del superproceso de Dawson-Watanabe
que se enuncia a continuacion.

Lema 6. Sea {X{} un proceso con trayectorias en D(R*, M,(R?)) tal que es solucion al siguiente
problema de martingala: ¥V f € C3(R) y ¢(x,s) € CL(R? x [0,00)) tal que

0(-0) = () € Kp(RY),
o(+,8) e D(A,), s >0,

dp
Bs € Cp(Rd),

el proceso

M= (< X0 e >) - [ [f'<< X0 () >) < x0, 22

1
+(Aq +Va)p(s) > +§Vm2f"(< X0 0(s)>) < X0, 0%(s) > |ds, t>0, (5.39)
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es martingala con respecto a la filtracion {F{° }iso con valor inicial Mo = f(< A\, >). Si Hi(1)) denota
a la unica solucion cldsica de la ecuacion diferencial parcial
Aul(t)
ot
uz,s) =(s),  weCy(RY,

1
= (Aq +Va)u(t) - §Vmgu2(t), t>s,

con valor inicial Ho(v) = € D(AL), entonces
a) VI >0, RT = e~<X0Hr—«(0)> 0 <t <T es martingala local con respecto a la filtracion {F X0y,
b) Para cualesquiera 0 =tg <ty <. <tm y ;€ D(Ay),i=0,...,m, m=1,2,...,
Ly xp (V0,0 i) i= B e SR ] - gmdi,

donde W =1pg + Hy, (V1 + Hyyey (Y2 + (... + Hy, ¢, (¥m))). En particular, tiene no mds de

una solucion.

Demostracion.  a) Sustituyase en (5.39) las funciones f(xz) = €™ y ¢(t) = Hr_4(¢)), 0 <t < T. Se
obtiene de (5.39) la martingala

e—<XS,HT,t(ga)> _ [t { _€—<X3,HT,S(1/;)> < )(g)7 aI—IT—s(w) + (Aa + Va)HT—s(w) >
0

0s
1
+ 5Ver-<X3 oWl « X0 (Hp-o (1)) > }ds, t>0,
donde

{ — e <X Hr-a (> X0, LHT@‘;W + (Ao +Va)Hr () > %Vmge*x-? Hre Wl X0 (Hr-o(¥)) > }

= e XDHT- () ¢ X0, L1 () (A 4 Va) Hyoy (8) = 2Vma(Hrey (1)) 5= 0,
(T - s) 2

lo cual prueba a).

b) Sean 0 =tg <ty <...<tp y ¥; € D(A,), j=0,...,m. Por a), se tiene que

-1 0
Fo ] I <X, ,w1>}
m—1

(&

0 m-—1 0
XD Hep-tyoy (Ym)>= £ <XE, ,wp}
X

Ele > <X) 4;>]=E {E [N Hriot (o)
J

E {e_<
B { o <Xt Hemty 3 (0m)>= E257<X], ,wj>}

- B {e—<Xg,\Il>} ’
donde

U =P+ Hy, (1 + Hyyty (o + Hy, ot (V) ) € D(Ag).

Asi, se ha probado el resultado para ¥ € D(A,). Usando que D(A,) es denso en C’;(]Rd) se sigue
el resultado.
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Proposicion 26. Si X es un proceso en D(R+,Mp(Rd)) que es punto de acumulacion de {X"} 51,
entonces X tiene una version X° en D(R*, M,(R%)), la cual es la tinica solucion del problema de
martingala y X" = X% en D(R*, M, (R?)).

Demostracion. Por el Lema [5[se sigue que X tiene una versién en D(R*, M,,(R)?) que se denotara por

X°. Por el teorema de convergencia dominada, Vo € Cy (R?) se obtiene que

_ 0 , _ n
E [e <X°’“’>] = lim F [e <Xo ’99>]
n—oo
= lim e<’r7)\,eﬂp/"—1> :e—<)\,g0>

n—oo

)

por lo tanto X =y c.s. lo cual cumple con la condicién de que My = f(< X0,0(0) >) = f(< A, >).
Resta ver que M, dada por (5.39)) es martingala, pues por el Lema@, inciso b), se sigue que X es el unico
punto de acumulaciéon de {X"} ya que X = X° en distribucién.

Sea T >0y C(X)={t>0:P[X; =X,.]=1}. Sin <ng<- es tal que X = X en D(R*,R?),
entonces VO < t) <tg <<ty <t<t+s<T,t; e C(X), t,t+seC(X),
(ng,...,XZk7XZLk7XZ_L:;):>(th,...,th,Xt,Xt+s)
(X0, X0 XD, X)), (5.40)

Para probar que el proceso

9¢(s)
0s

M; = f(< XP, (1) >) - fot lf'(< XJrp(s) >) < X7, (Aa +Va)p(s) >

1
+ §Vm2f"(< X2 0(s) >) < X2, 0%(s) > ]ds
es martingala, por la Proposicion [0} es suficiente ver que
t+s [
B (6 Xt 2) - 1 X002 - [ ot X8t ) TThxi | =0 G
t i=1

para cualequiera 0 <ty <+ <t;<t<t+sy hi,...,h, € C,(R?), donde g = Af esta dada por

Af(<mp(s)>) = 1 (< ppls) ») <, 220

+ (< p(8) >) <, Dap(s) >
+Vaf'(<p,e(s)>) <p,p(s) >

1
5 Vmaf"(<pp(s) >) < p, ©*(s) >

Para probar que se cumple (5.41)), sean h; € C,(M,(R?)), i = 1,2, ... Por el Lema d resulta

t+s l
Jm B (f(< Xt +s)>) = f(< X[, 0(t) >) - f g(< X%, o(u) >)du) I1 hz—(Xt".’“)] =0,
— 00 t i=1 '
y por (5.40) se sigue que

t+s l
E[(f(<Xt°+sv<P(t+S)>)—f(<Xt°,90(t)>)— A g<<X27so<t>>>du)nhi<xg>]:o. (5.42)

i=1

Debido a la continuidad por la derecha de las trayectorias de X y al teorema de convergencia dominada,

(5.42) se cumple YO <t <tg<...<t; <t<t+s, lo cual prueba (5.41)). [
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En resumen, se ha probado lo siguiente:

1. Si X es punto de acumulacion débil de {X"} en D(R*, M,(R%)) y si d < 2p entonces X tiene una
version X° en D(R*, M, (R%)).

2. X0 resuelve el problema de la martingala (5.39).
3. Por el Lema EI, inciso b), X g XP©, es decir, X° es tnico.
4. X £ X0 es el superproceso de Dawson-Watanabe con Xg =\, ya que por el Lema EI, inciso a),

0
Ri = 67<Xs’Ht75(‘P)>’ 0<s< t,

es martingala y entonces

E [e—<X,,°7go>] -E [6—<X?,Ht_t(¢)>]

_ E[€_<X8’Ht’(<p)>:| _ 6<A,Ht(<p)>

donde

aHt(@)
ot

Ho(p) = .

1
= (Aa +Va)Hi(p) - §Vm2Ht2(<P)’ t>0,

5.3. (d,a,,b)-Superproceso

El (d, a, 8, b)-superproceso se obtiene como un limite de difusion de M R® R tales que la ley de ramificacion
y reescalamiento difieren a los utilizados para el proceso de Dawson-Watanabe. Los pardmetros de este
superproceso indican lo siguiente: d, la dimension del espacio euclideano sobre el cual se desplazan las
particulas, « es el exponente del movimiento estable simétrico de cada particula, b determina si el proceso
es critico, subcritico o supercritico, y 3 es el parametro de la funcion generadora de probabilidades

asociada a la dinamica de ramificacién, y cuya expresion es

F(s)= isqu =s+b(s—1)+c(1-35)P, (5.43)
k=0

donde s € [0,1], be (-1,¢c], ce (o, %] v Be(0,1].

Observaciones:

1. El valor medio de ésta dindmica de ramificacién es m = 1 + b, y tiene segundo momento finito si, y

solo si, 8 =1, en cuyo caso, el segundo momento factorial es mqy = 2¢.
2. Por lo anterior, si b= 0 se tiene una ley de ramificaciéon critica.
3. El parametro de Malthus para esta ley es Vb.
4. Las condiciones sobre b y ¢ permiten garantizar que F' es una funcién generadora.

5. F asi definida esta en el dominio de atraccion normal de una ley estable de exponente 1+ 3, por lo

que para ( < 1, solamente se tienen momento finitos de orden menor que 1 + 5.

6. Si =2y =1 se obtiene un movimiento browniano ramificado con ramificaciéon binaria critica.
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Si N = {Ny,t > 0} es el movimiento a-estable ramificado con ley de ramificacion (5.43]), entonces el

funcional de transicion de Laplace esta dado por
E [6—<Nt,ap>|N0 _ ,LL] _ e<,u,log(1—vq,(t))>, pe C;(Rd)7 pe Mp(Rd)

donde v, es la solucién de evolucién de

% = (Ay + VD)o - Ve,

v(2,0) =1 - %@, @EC’;(RCI).
En este caso, el limite de difusién que lleva al superproceso X, utiliza el proceso reescalado N™ donde
Vo, =VnP,

b, =bn""?.

De manera similar al superproceso de Dawson-Watanbabe, se prueba que X" = {X noLnn g O} con-
n

verge débilmente a X, el (d, a, 3, b)-superproceso.

Definicién 37. Sea X = {X;, t > 0} un proceso de Markov homogéneo con trayectorias en D(R*, M,,(R?)).

Entonces X es un (d,«, B,b)-superproceso si su funcional de Laplace estd dado por
E[em X2 X(0) = p] = e > e CHRY), pe My(RY),

donde u, resuelve

% = (A + Vb)u - Veu'?
u(z,0) = p(z).

Para este superproceso se tienen resultados similares a los establecidos para el superproceso de Dawson-
Watanabe.

5.4. Movimiento a-estable Ramificado con Inmigracién

Una variante del superproceso de Dawson-Watanabe, es el superproceso en el cual se considera el efecto
de inmigracién. En esta secciéon se introduce, a grosso modo, el movimiento a-estable ramificado con
inmigracion. Se enuncia un resultado analogo al Lema [6] y otros tres resultados contrapartes de los es-
tablecidos para el caso sin inmigracién. Debido a que la técnica de las demostraciones es similar, no se

incluyen en esta seccion.

El movimiento a-estable ramificado con inmigracion es un M R® en el que inmigran particulas
en el sistema segin un campo aleatorio de Poisson en espacio tiempo, con medida de intensidad

BAc = BloAgayg+,

donde 3> 0y C e B(R?xR*). Una vez en el sistema, cada particula inmigrante evoluciona independien-

temente siguiendo la dindmica del movimiento a-estable ramificado.
El caso mas simple de inmigraciéon corresponde a C = R x R*, y més generalmente, a

C =D xR", DeB(R?).
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En este caso se obtiene un proceso de Markov homogéneo en el tiempo, es decir tanto N como X" = %N "

son procesos homogéneos de Markov.

Para un C € B(R¥xR*) general, sea I; la medida aleatoria determinada por las posiciones de las particulas
que han inmigrado hasta el tiempo t; se consideran las posiciones de las particulas al inmigrar, antes de
los efectos de migracion y ramificacion. Entonces {I;} es proceso de Markov en M,,(R?) cuyo generador
infinitesimal esta dado por

Gf(It) =< Ac,, f(Ly +6.— f(I1)) >,
donde ¢, es la medida de Lebesgue en R? restringida a B(C}), y

Cr={yeR’: (y,t) e C},
es decir C; es la t-secciéon de C.

Observacién: Notese que G depende de ¢. En particular {I;} no es temporalmente homogéneo, ni tam-

poco los procesos N y X" (correspondientes al M R“ con inmigracion).

No obstante, todo proceso markoviano que no es temporalmente homogéneo puede hacerse markoviano
homogéneo agrandando su espacio fase. Lo que se haré aqui es incluir a ¢ como una variable de estado para
hacer de {I;} un proceso homogéneo de Markov. Entonces en lugar del movimiento a-estable ramificado
X™ se consideraré el proceso
Y*={(X{,1),t 20},
que si es homogéneo de Markov, con generador infinitesimal L™ dado por
9 d
L7(p,t) = 5o 9(pt) + Alg(pst),  pe Mp(RT), 20,

para g € D(L™), donde A}, valuado en una funcion cilindrica H de la forma

H:pr— f(<p>), @eCp(RY), feC¥(R?),

esta dado por

AL f(<pyo>) = f(<pyo>) <p, A >

11
oo f(< e >) < Aae® - 2p0ap >
02V <, 3 [F(< o> 07T (G- 1)) = f(< 0 >)]
=0

+nf <Ay, f(<po>+n7 () > = f(< pp>) >+0(n7"), n—> oo,

donde A, es la medida de Lebesgue en R? restringida a la t-seccion Cy de C.
Notese que al hacer el reescalamiento tenemos alta densidad también en el termino de inmigracién, es

decir reescalamos también Ac.

Usando un desarrollo en serie de Taylor para la funcién f, tenemos que
Acf (< p>) = lim AL f(< p0>)
= f(<p0>) <p, Do > +Vaf' (< p,0>) <p,p>

1
F5Vmaf" (< >) <’ > +B < Aoy > f1(< e >).
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Teorema 30. Si X es punto de acumulacion débil de {X™} en D(R*, M,(R?)), entonces ¥ f € C3(R),
¢ e CL(RYxR*) tal que ¢(-,s) € D(Ag) V520 y 22 € Cp(RY),

t
M= f(< X(t),p>) - /0 [f’(< Xs,0(8) >) < X, %gp(s) >+ A5 f(< Xs, 0(8) >)] ds, t>0
es martingala respecto a FX.

De manera analoga al caso sin inmigracion, se tiene el siguiente

Corolario 6. V¢ € K,(R?),

t
<Xt7<p>—f [< X5, (Ag +Va)p>+ < BAc,,p>]ds, t>0,
0

es martingala local. Mds ain, si H(t) es la inica solucion al problema con valor inicial

OH(t)
ot
H(0) = g e D(A)

(A + Va)H (1) - %Vmg(H(t))27 £>0 (5.44)

y st T >0, entonces
RI =exp{-< X, H(T -t) > +B <Acnt, H(T --) >}, 0<t<T,
es martingala local respecto a la filtracion FX, donde C At ={(z,s) e C;s<t} y

AC/\t = ]IC/\t ARd xR+

Nétese que Vo e K,(RY) y ¢ >0,
E [e—<Xt7Lp>] - 6—7<A,H(t)>—B<AcM,H(t—~)>

Proposicion 27. {X"},s1 es relativamente compacto en D(R*, M, (R?)) y ademds Yt > 0, X;({74}) =0

C.S.

Nota: Usando lar martingala R} se puede probar que cualquier proceso que satisface el problema de la
martingala del teorema anterior tiene las mismas distribuciones de dimension finita y por tanto es tnico
(en distribucion).

Teorema 31. X es un proceso de Markov con valores en Mp(Rd), el cual posee una version continua

que resuelve el siguiente problema de martingala: Y € Kp(Rd),
<Xt,<p>—fot[<Xs,(Aa+Va)<p>+<BACS,¢>]ds, t>0
es martingala con valor inicial < Xo,p >=< X\, > y proceso creciente
(X), = Vims fot <X, 0>ds, t30.

En particular, debido a la continuidad del proceso creciente, se sigue que X; tiene una versién continua. El
caso de {X,} correspondiente a ramificacion con variacion finita es el tnico para el cual (X), es continuo.
Si a < 2, entonces A, es un proceso de saltos puros sin embargo la continuidad del proceso X depende
de la ramificacion.






Capitulo 6
Comportamiento Asintético

El propésito de éste capitulo es enunciar el teorema basico sobre persistencia de superprocesos. En
términos generales, la persistencia esta relacionada a la existencia de una distribucién de equilibrio no
trivial de X3, cuando ¢t - oo. Para el (d,«, 8,b)-superproceso (caracterizado en el capitulo anterior) se
probara que para dimensiones d > %, el proceso persiste, y para dimensiones menores, se extingue. La
prueba aqui expuesta corresponde a la de Yong-Jin Wang [54]. La ventaja de tal prueba radica en que
no hace uso de las herramientas probabilisticas usuales en este tipo de resultados (especificamente las
distribuciones de Palm, ver [28]) y en su lugar utiliza métodos analiticos (incluso méas simples a los usados
en [§]).

6.1. Extincion Local

De [8] se sabe que para procesos de difusion multiplicativos con ramificacion de varianza finita, si el mo-
vimiento espacial es un movimiento a-estable simétrico en R? y el estado inicial es la medida de Lebesgue
en R?, entonces la existencia o no existencia de una distribucion limite no degenerada para el M R* es
equivalente a la recurrencia o transitoriedad del movimiento a-estable. Resultados andlogos se tienen para
sistemas de particulas en los cuales el mecanismo de migracién es méas general, por ejemplo un proceso

Markoviano regular, ver [16].

Debido a que el superbrowniano es un limite reescalado de sistemas de particulas, no resulta extrano que
dicho criterio sobre existencia o no existencia de una distribucién limite para el superproceso se traslade
a la recurrencia o transitoriedad del mecanismo de migraciéon del sistema de particulas sobre el cual se

construye. Asi, el concepto de persistencia esta relacionado con el concepto de extincion local siguiente.

Definicion 38. Sea X un proceso con valores en ./\/lp(]Rd). Se dice que X sufre extincion local si para

cada subconjunto compacto K c R, existe tiempo aleatorio Tk finito c.s., tal que
Xt(K) =< Xt,].K >= 0, Vt>7‘[{.

En adelante, {< Y;,1 >t > 0} denotaré al proceso de masa de las particulas. Por tanto, que Y presente
extincion local indica que la masa total contenida en subconjuntos compactos de R? converge a cero en

probabilidad. Se sigue que la extincion local dependera de tres aspectos béasicos:
1. De la transitoriedad del movimiento espacial.

2. Que tan grande es el pardmetro de la ley de los tiempos de vida de las particulas.
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3. De la tasa de ramificacion asociada, es decir el ntimero de particulas generadas en cada ramificacion.

Por lo anterior, no es de sorprenderse que los métodos para probar extinciéon local de superprocesos estén
directamente relacionados a la ley de ramificaciéon considerada. Para este capitulo se considerara el me-
canismo de ramificacion (critico) utilizado para la construccion del (d, a, 8, b)-superproceso del capitulo
anterior. Intuitivamente se tiene que el proceso persistira cuando la movilidad del sistema sea suficiente-
mente grande como para cubrir los regiones vacias producidas por la tendencia a la extincion debida a

la ramificacion critica.

Para la siguiente seccién sera necesario tener en cuenta lo siguiente:

1. Se sabe que el proceso a-estable simétrico en R? es transitorio si, y solo si, d > a. Por tanto, los

procesos a-estables simétricos recurrentes en R son los siguientes:

a) d=2y a=2, es decir el movimiento browniano en R2.

b) d=1lyl<ac<2.

2. Lo anterior indica que en dimensiones grandes se tiene una nocién de movilidad de particulas

expresada por la relacién
Pi(z)~Ct™ ¥ t>1, zeR? BeB(RY),

donde B es un conjunto acotado y C' = C(B) es una constante que puede depender de B. Aqui

{P;, t >0} denota la familia de densidades de transicién del movimiento a-estable simétrico en R

3. La medida de Lebesgue es invariante para el semigrupo {T;} con generador infinitesimal A,, 0 <
a < 2, es decir
<SMNTf>=< X\, f> VfeL'(R?). (6.1)

6.2. Persistencia en dimensiones grandes

Sea X = {X;,t >0} el (d,«,B,b)-superproceso construido como limite de difusion de M R*R , para
los cuales la ley de ramificacion tiene funcion generadora dada por (5.43), donde § € (0,1], b =0y
ce(0,1/(1+ )], es decir

F(s)=>. sfqp=s+c(1-5)"" se[0,1].
k=0
El funcional de Laplace de X esta dado por

E I:e—<Xt,f>

Xo = :u:I = 67<#7vtf>7 fe C;(Rd)a He Mp(Rd)a

y vef = Hi(f) es la tnica solucion mild de la ecuacion diferencial parcial

o
ot

es decir, la solucién de la ecuaciéon integral

:Aavt_vv751+ﬂ7 Uozfa

v,gf(:zc):th(ac)—VfotT,g_s(st)”*g(ac)ds7 t>0, xeR? (6.2)

con T; = eBat,

Observacion:
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= Si 8 =1, se obtiene el proceso de Dawson-Watanabe con a =0y con V en lugar de %Vmg.

Bajo el supuesto de que Ny es un campo aleatorio de Poisson con intensidad A, la medida de Lebesgue, se

sigue que X = A c.s. Méas aun, debido a la invarianza de X y la criticalidad del mecanismo de ramificacion,

N; y X; tienen intensidad A, es decir
EN;=EX; =)\, Vt>0.

Ademas, el Funcional de Laplace es

E I:e—<Xt,f>

XO _ A:I _ e—<)\,vtf>
= NV [ Teea(Vaf) P ds>
N 4 JE<NToos (vs )P >ds

S 4 JE<x(vs )P >ds

Haciendo t 1 +o0, se sigue que

E [6—<Xt,f>

donde X, es medida aleatoria de Radon en R? v
D
<Xy, f>2< Xoo, [ >, t— o0.
Ademas,
E<X°°,f>:Eth’m <Xy f>

< li{ninfE <Xy f>

= h’ininf< ANTf >=< X\, f>.
Por otro lado, usando la desigualdad de Jensen,

e—E<XW,f> < Ee_<X°°’f>

_ e—</\,f>+V I <N (vs )P >ds
- b

y por lo tanto,
</\,f>—Vf <A (0 ) s ds < E<Xao f>.
0

Poniendo €f en lugar de f en (6.3), con € > 0, resulta

<A,f>—Kf°°<A,(vs(ef))1+ﬂ>ds < E<Xe,f><<\f>
€ JO

Notese que si
V oo
7f <\ (vs(ef NP >ds -0, €—0
€ Jo

X, = )\] N e—<>\,f>+Vf0°°<)\,(v5f)“6>ds . E6—<X°°,f>,

(6.4)

Entonces <)\,f) < IE(XOO, f) < ()\,f), Vfe C’;(Rd). Lo cual implicaria que X es no trivial, es decir que

la intensidad de X, serfa la misma que el estado inicial A.

Definicion 39. Se dice que X persiste (o que X es persistente) si existe una medida aleatoria Xo, en

d
R?, no trivial, tal que X; = Xoo y EXoo = \.
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Teorema 32 ( Dicotomia de persistencia-extincion). Sea X el (d,«, 8)-superproceso. Entonces el

proceso persiste, o bien, sufre extincion local c.s. cuando t - oo.

Dado d, resulta natural preguntarse para que valores de los parametros « y 3, el superproceso X tiene

un limite no degenerado.

Teorema 33. Si d > %, entonces X es persistente, es decir si Xo = X, la medida de Lebesque en R?,

. . . D
entonces existe una medida aleatoria Xo, tal que Xy > Xoo Yy EXoo = A,

Para probar este teorema, debido a (6.4]) basta mostrar

Lema 7. Sid> %, entonces

1 (o)
lim - <\ (vs 85 ds=0.
im — | (vs(ef)) s

Demostracion. Sin perder generalidad, supongase que ||f|| = 1. Entonces
1 (6.2)) 1
[ enten>as 2 [ @en) > ds
0 0

1
<e [T > ds
0
<P f >, (6.5)

mientras que

f1°° <A, (US(Ef))Hﬁ >ds /1‘00 <, (Ts(ef))uﬁ > ds
« . 1+8
:€1+/3f1 ds/}l;ddsr:(/ﬂ;dPs(y—x)f(y)mf(y)%dy)

BN 8 1+
Dregetier e flwds fRd dxl(fRd Ps(y—x)“ﬁf(y)dy)w (f f(y)dy) HB] ,

donde {Ps,s > 0} son las densidades de transicion a-estables simétricas. Recordar que Vs > 0, Py(-) es
unimodal, radialmente simétrica (es decir, vale lo mismo en todos los puntos que tengan la misma norma)

y tiene la propiedad de escala

z
C1/e

Po,(2) :c—d/apr( ) VC>0,zeRY 7>0. (6.6)

Luego,

flw <\ (vs(ef NP > ds < 24P .[Rd dx/;mds[fw Ps(y—m)1+5f(y)dy] <A f>P

_ 148 8 * _oN\1+8
g [ dedyt@)| [T RG-0)  ye 67)

+ /;oo Py(y - I)1+ﬁﬂ||yz||>1]~ (6.8)

Poniendo

I = Py(y - 2) P Taeycrs

Ir:= Py(y—) " Py

/1‘00
J
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tenemos que

oo 1+8
(GHS) _d y-—x
1, & f s 2(B+1) (Pl ( T )) ]I||y—:z:||g1d5

had d(1+B)
S/; s (Pl(O))l H”y z||<1d8

= 7}1 _ <1
‘@ d(l +,8) -« ly—=zll<1

donde ¢; := (P;(0))**#. Para estimar I hacemos el cambio de variable s = ||y — x|t > 1, resultando

y—-x s dja\1+B
I2:Ay—m\| ly — || dS( (((y:r)oz)l/a)) ((||y—x||a) ) Ly oot
= Ay_x‘|—a dSPs(f)WHHy_IH>h

Y-
((y - z)a)t/e

donde

g:= el = 1.

Luego

oo 1 oo
A | P,(e)*Pds = A | Py(e) " Pds + f P,(e) " Pds
x| y—x|[~« 1

y—

1
< lim P,(e)"*Pds < C
510 Js +(e) >

donde Cy > 0 y se ha usado que Ps(¢) es acotada para € € (0,1) y que ||¢|| = 1. Por otra parte,

1+8
ﬂ ( )1+ﬂd -f —d(1+5)/a( X Sl/a) ds
SC’lf 57+ e g
1

Q
Ci———.
=t d(1+8) -«

Por lo tanto,

T P MPds<o—Y L0y,
Ay—zuw © Yd(1+ B)—a  ?

y sustituyendo esto dltimo en I obtenemos

°° 148 148 B o
J e s s x5 Ot [ dudyf @)y

1
( d(1+ﬁ)a )f f yf(y)xnd(mmﬂy—m]

SR DW P

Vol(B1(0)) < A\, f >

«
Cld(1+ﬂ)—a

@ dx
(eastrmar @) Lol mafiirs) 10

Ay d—x:zKQ(d)<OO

~alpp1 [y - ][ 4C+8)-e

Observando que

debido a que d > %7 v haciendo € | 0 obtenemos la prueba del lema y por lo tanto que d > % implica

persistencia.
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Observaciones:

1.

6.3.

Para este caso, d. = «/f es llamada la dimension critica, de modo que para d > d.., el proceso

X converge en distribucién a un limite no trivial y en caso contrario, sufre extincién local.

Como se explica en [26], la interpretacion para el resultado anterior estd relacionada con contra-
rrestar la extincion para lograr la persistencia de acuerdo a lo siguiente: el parametro « representa
la mowilidad de las particulas, de modo que si éste disminuye, entonces aumenta la movilidad de las
particulas. El parametro 8 representa la fertilidad de las particulas. Si § disminuye, entonces au-
menta el nimero de particulas producidas, pero por criticalidad, también aumenta la posibilidad de
muerte. Por lo tanto, para una dimension d especifica, si 5 disminuye, la extincion local del proceso
deja regiones vacias, pero si « disminuye lo suficiente y mantiene la relacion d > £, la probabilidad

de que las particulas lleguen a las regiones vacias desde otras regiones antes de morir aumenta.

Resumen

En este capitulo se ha probado el resultado de persistencia en dimensiones grandes para el (d,«, 3,b)-

superproceso, para el caso en el que b = 0. Este resultado se estableci6 en el Teorema La prueba
corresponde a la dada en [54] y por la expresion (6.4)), se reduce a la prueba del Lema

Notas Adicionales

Resultados de persistencia para modelos de ramificacién con masa total finita fueron considerados

por Jirina, y el caso de masa total infinito se debe a Dawson (1977).

Los resultados sobre persistencia no s6lo han sido estudiados para el caso de superprocesos. En
los primeros estudios al respecto, Kallenberg introdujo el uso de distribuciones Palm para probar
persistencia en procesos de ramificaciéon en tiempo discreto. Dicha metodologia fue extendida al

caso continuo en [27], y al caso multitipo en [29].

Como fue mencionado, los métodos para probar resultados de persistencia dependen de la dinamica
de ramificacion considerada, por ejemplo, en [27], la dinamica considerada fue tal que su funcion

generadora es de la forma
1
F(s):s+§(1—s)1+6, 0<p<l.

Con este dinamica de ramificacion, en [27], se extienden los resultados de persistencia al caso de
procesos de ramificaciéon con valores medidas continuos, y se prueba por dos técnicas: el uso de

distribuciones de Palm y utilizando la féormula de Feynman-Kac.
En [55], se establecen criterios sobre el comportamiento asintotico de superprocesos construidos con
mecanismos de ramificacion generales (Teorema 3.1), a saber
F(s)=bs+cs>+ / (e7°" =1+ su) p(du), (6.9)
0

donde ¢ > 0, b € R y p una medida en R* tal que f0°° u A u?p(du) < co. Para el caso de medidas
iniciales finitas, el Teorema 2.1 de [55], establece los criterios para determinar extincion o no del

superproceso en consideracion. Los resultados sobre existencia de distribuciones limites o estados
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de equilibrio de superprocesos sobre espacios de medidas infinitas, con medida inicial la medida
de Lebesgue en R?, son dados en el Teorema 3.1 del mismo articulo. En resumen, este resultado

establece que

i) Sib >0, 0biensi b=0y d< 3, el superproceso tiene un estado de equilibrio cero, es decir
X; =0, cuando t - oo.

ii) Sib< 0, 0bien, b=0y d >3, el superproceso tiene un estado de equilibrio distinto de cero.
Mas atin, si b=0y d > 3, existe una medida aleatoria no trivial X, tal que X; = X, cuando
t—>o00yEXe = A

La dimension critica para sistemas de particulas y sus correspondientes limites de difusién, como por
ejemplo para el M R® y para el superproceso de Dawson-Watanabe, coinciden debido a que se sabe
que ambos estan relacionados mediante una representacion de Cox. Asi, si N es un movimiento
browniano ramificado y X su limite de difusiéon, entonces NV; es una medida aleatoria de Cox
dirigida por X;, es decir N; es una medida aleatoria de Poisson doblemente estocéstica, con medida
de intensidad X;:

Ly, (p) = Lx,(1-¢7%), @eCk(RY).
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Apéndice

.1. Semigrupos de Markov

Definicién 40. Sea (L,||-||) un espacio de Banach. Una familia de operadores lineales y acotados Ty :

L—L ,t>0, sellama semigrupo de operadores en L si
a) Tt+s = TtTS7 Sat 2 07
b) To = I,
El semigrupo {Ti,t > 0} se dice fuertemente continuo ( o semigrupo Cy) si Vf e L,
lim||T,f - fI| = 0.

Definicion 41. El generador fuerte A de {T;(:=T(t)),t>0} es

T(H) f -
A:{(ﬁg)eLxL:ltif(r)l(t){f:g};
es decir Af _HIHM vf ED(A)
w0t
donde

tl0

T)f -
D(A) = {f eL: h’mw ea:iste} .
Para [a,b] c (—00, 00) denotamos
C([a,b]) ={f:[a,b] = L: f es continua}
Siw:[a,b] - L, se dice que u es R-integrable en [a,b] si
n

lim Z ’U,(Sk)(tk - tk—l)

6—-0 ]
existe, donde a <tg <ty <+ <t, <b, y méxy [tg — tr-1| = Ok, tk—1 < Sk < t. En este caso definimos

b n
| u(s)ds =1m IRICSICEE

Si u es R-integrable en [a,b], V0> 0 y limp_ o [ab u(s)ds existe, la integral impropia se define como

o0 b
f u(s)ds = bh’m f u(s)ds.
0 —o0 Ja

Definicion 42. Un semigrupo de Feller es una familia {T;,t > 0} de operadores lineales positivos en
Cy tal que
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a) Ty f € Cy
b) Si feCoy0< f< entonces0<Tyf <1
c) To=1y Tis = TyTs, para toda s,t >0

d) Para cada f € Co, limyo+ || Tof — f]| =0

Propiedades de Semigrupos
Sea {T'(t),t >0} un semigrupo fuertemente continuo en (L,||-||) con generador A. Entonces
a) Si feLyt>0,secumple [Ot T(s)fds e Dom(A) y T(t)f - f= A[OtT(s)fds.

b) Si feDom(A) y ¢t >0, entonces T'(¢)f € Dom(A4) y
ST(W)f = AT()f = T(W)AT, (10)

T(t)f - f = fOtAT(s)fds: fOtT(s)Afds.

Cuando {T'(t),t >0} es el semigrupo de un proceso de Markov, las identidades en (10]) se conocen
como las ecuaciones de Kolmogorov hacia atras y adelante, respectivamente.

c¢) Sean {T'(t),t >0} y {S(t),t >0} semigrupos en (L,||-||) fuertemente continuos con generadores A
y B respectivamente. Si A = B entonces T'(s) = S(s), Vs > 0. Es decir, los generadores determinan

al semigrupo.

d) (Teorema de Trotter-Kato) Sean {T'(t),t >0}, {S(¢),t 20} y {U(t),t > 0} semigrupos fuertemente
continuos en (L,||-]|), con generadores respectivos A, By A+ B, entonces

(s v et

Vt uniformemente en compactos. En el caso del MBR, este teorema permite determinar el generador
de la dinamica del proceso como la suma de los generadores de difusion (desplazamiento) y el de

ramificacion.

e) (Teorema de la Formula Exponencial) Si A: L — L acotado, entonces T(t) = et = Y52, %. En

general si {T'(t),t > 0} es fuertemente continuo y A su generador, entonces V f € L,

(s s 0

V¢ > 0 uniformemente en intervalos acotados.

Sea (Q, F,P) espacio de probabilidad y {X(¢),¢ >0} un proceso E-valuado de Markov respecto a {F;},
(donde (F,d) es métrico con o-algebra de Borel B(FE)). Entonces Vf : E - R medible y acotada se tiene
que

B[S (X)) = EL (X0 X0]

Definicion 43. Sea {T'(t),t > 0} un semigrupo en L c By(E), donde By(E) es el espacio de funciones
f+E = R) medibles y acotadas. Entonces {T(t),t >0} es el semigrupo asociado al proceso {X(t),t > 0}
St

ELf(Xes)|Fe] =T (s) f(Xe), c.s. 120, feL.
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