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Introducción

Un superproceso puede concebirse como un proceso de Markov que toma valores en un espacio de medidas,
y que emerge como límite de difusión de poblaciones infinitas sujetas a ramificación y difusión espacial
aleatorias. Varios de los ingredientes fundamentales para la construcción de un superproceso, entre ellos
la ramificación con estado continuo, aparecieron en algunos trabajos tempranos debidos a Feller [21] y
Jirina [35]. Los contribuciones pioneras de Watanabe [53] y de Dawson [7] quienes, respectivamente, pro-
porcionaron una construcción rigurosa del superbrowniano y un estudio de su comportamiento asintótico
en el contexto de ecuaciones diferenciales parciales, sentaron las bases para un desarrollo sostenido de
esta teoría.

El superbrowniano, y más generalmente, el superproceso de Dawson-Watanabe, es un proceso de Markov
cuyos valores son las medidas de Radon no negativas sobre Rd, y cuyo estado inicial es la medida de
Lebesgue en dicho espacio. El superbrowniano y sus variantes se obtienen como límites “de alta densidad,
vida media corta y masa pequeña” de modelos clásicos de poblaciones ramificadas [9], en particular, de
caminatas aleatorias con ramificación crítica, o bien de movimientos brownianos ramificados críticos, y
aun más generalmente, de movimientos α-estables simétricos ramificados, 0 < α ≤ 2, donde el caso α = 2

corresponde al superbrowniano. Uno de los primeros resultados sobre este tipo de modelos es que su
distribución queda determinada por una ecuación diferencial parcial no lineal, la cual gobierna al com-
portamiento de sus —así llamados— funcionales log-Laplace. Además de caracterizar la distribución de
un superproceso, el funcional log-Laplace es una herramienta muy útil para investigar el comportamiento
límite, cuando t→∞, del correspondiente superproceso.

Un método alternativo para definir y determinar un superproceso es el de caracterizarlo como solución a
un problema de martingala, de manera similar a como lo hicieron Strock y Varadahn [50] en el caso de
difusiones clásicas. Estudios recientes han mostrado que el superbrowniano y variantes de éste, emergen
como límite de una gran cantidad de modelos de sistemas de partículas (reescalados apropiadamente),
tales como procesos de contacto, el modelo de votantes y cierto tipo de difusiones [5], [12], [13], [6]. De
igual modo, es posible obtener una construcción explícita mediante serpientes brownianas [41].

Tomando en consideración lo anterior, un primer acercamiento a esta teoría exige el conocimiento de una
amplia variedad de herramientas probabilísticas y analíticas, entre ellas teoría de semigrupos de Markov,
convergencia débil en espacios métricos, algunos resultados analíticos de la teoría de ecuaciones diferen-
ciales parciales, así como cálculo estocástico. Estos tópicos no suelen ser parte de cursos de probabilidad
y procesos estocásticos estándar, y aún cuando existe una vasta cantidad de material para el estudio de
cada disciplina, en general no se encuentra concentrado de modo que se pueda dar una lectura sin tener
que recurrir a la búsqueda de otras fuentes. Es por ello que el propósito primordial de este trabajo, es el
de proveer al lector interesado en una primera aproximación a esta teoría, de un documento en el cual se
presente de manera clara y precisa los resultados relevantes para la construcción de uno de los modelos



xvi Introducción

más ricos y representativos de la teoría de superprocesos: el superbrowniano.

Debido a que el superbrowniano es un caso particular del super proceso de Dawson-Watanabe, el propósito
y objetivos particulares de esta tesis son los siguientes:

1. Presentar la construcción de un superproceso de Dawson-Watanabe como límite de movimientos
α-estables simétricos ramificados.

2. Exhibir la caracterización de dicho proceso como solución a un problema de martingala bien plan-
teado.

3. Enunciar el resultado básico sobre persistencia de dicho proceso, cuando t→∞.

Debido a la amplia variedad de resultados previos requeridos para dar la prueba de convergencia al su-
perproceso de interés, únicamente la prueba de dicha convergencia se hace de manera detallada. Para el
resto de temas tratados, que escencialmente corresponden a medidas de Radon en espacios localmente
compactos, convergencia débil en espacios métricos y problemas de martingala, en general no se darán
demostraciones, pero se remitirá al lector a las fuentes en las cuales se puede profundizar en detalles y
en las demostraciones sobre los diferentes tópicos tratados.

Se considera que el aporte de esta tesis, no es más que el de constituir una recopilación de los resultados
más importantes para comprender la construcción y caracterización de superprocesos clásicos. Así, para
cubrir los objetivos mencionados, el trabajo ha sido estructurado en seis capítulos.

El capítulo 1 introduce conceptos preliminares sobre el espacio de medidas de Radon y sus subespacios
de interés, como lo son las medidas de Radon finitas, las medidas de contar y las medidas temperadas.
También se definen los conceptos de medida aleatoria y de procesos estocásticos con valores medidas. La
bibliografía básica de este apartado corresponde a [34], [38] y [32].

El capítulo 2 contiene teoría referente a sistemas de partículas Markovianos ramificados, mismos que son
procesos estocásticos de Markov con valores en el espacio de medidas de contar. También se establece la
caracterización de tales procesos vía su funcional de probabilidades de transición, la cual, en términos
del funcional generador de probabilidades (FGP), se transforma en la denominada ecuación de Moyal. Se
finaliza con algunos resultados básicos sobre procesos de Markov y problema de la martingala. Otro tema
importante que se introduce en este capítulo es la ecuación de Skorohod, la cual es un caso particular
de la ecuacion de Moyal. El desarrollo de este material corresponde principalmente a las referencias [44],
[45] y [18].

El capítulo 3 se centra en presentar aquellos aspectos del movimiento α-estable simétrico ramificado
(MRα) que son relevantes para los propósitos planteados. En particular, se dan tanto la definición heu-
rística clásica del MRα, así como su caracterización vía la ecuación de Skorohod, introducida en el
Capítulo 1. Se determina su funcional log-Laplace, y se hace uso de éste para obtener la medida primer
momento, es decir, la medida de intensidad del proceso. Debido a que los procesos de ramificación usados
son procesos de Markov, se presentan los resultados y los cálculos necesarios para obtener el generador
infinitesimal de las dinámicas de ramificación y migración de éstos. Tales resultados serán requeridos para
la caracterización del superproceso vía problemas de martingala. La bibliografía corresponde a [17] y [49].

Un paso crucial es demostrar la compacidad relativa de los procesos aproximantes en el espacio de Sko-
rokhod de funciones càdlàg , con valores en las medidas temperadas. Con este fin, el capítulo 4 se ha
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centrado en proporcionar los resultados generales sobre convergencia débil en espacios métricos, haciendo
énfasis en lo referente a convergencia débil cuando tales espacios son espacios de funciones. La bibliografía
utilizada principalmente corresponde a [1], [18] y [40].

Con la herramienta teórica introducida en éstos primeros capítulos, en el Capítulo 5 se presenta a detalle
la demostración de que el superproceso en cuestión surge como límite de difusión de movimientos α-
estables ramificados. De igual modo, se presenta la caracterización vía problema de la martingala de
éste superproceso. La fuente bibliográfica corresponde a [49]. Se finaliza con el Capítulo 6, en el cual
se incluye el resultado básico sobre persistencia en grandes dimensiones del superproceso de Dawson-
Watanabe, donde se siguió la prueba dada en [54].







xx Notación

Notación

Símbolo Significado
N {1,2,3, ...}

Z+ {0,1,2, . . .}

Q+ Número racionales no-negativos.
Rd espacio euclideano d−dimensional, d ∈ N
C(G) funciones continuas de G en R
CK(G) {f ∈ C(G), con soporte compacto}
Cb(G) {f ∈ C(G), acotadas } con la norma del supremo
M(G) {f ∶ G→ R ∶ f medible}
Cub (G) funciones continuas y uniformemente acotadas, definidas en

G

Bb(G) {f ∈M(G), acotada }

C∞
0 (G) {f ∈ C(G) ∶ ĺım∣x∣→∞ f(x) = 0}, es decir es el espacio de

funciones continuas que se anulan en infinito.
ϕp

1
(1+∣x∣2)p

CK,p(G) CK(G)⋃{ϕp}

Mp ≡Mp(G) {µ ∈ M(G) ∶ µϕp < +∞}

Ṙd ∶= Rd ∪ {τp}, p > 0 compactificación de Watanabe de Rd, donde τp es un punto
aislado.

ϕ̇p(x) ϕp(x)IRd(x) + I{τp}(x), x ∈ Rd.
Kp(Rd) C0(Ṙd) ∪ {ϕp}

Kp(Ṙd) C0(Ṙd) ∪ {ϕ̇p}

C0(Ṙd) extensión de C0(Rd), resultante de hacer f(τp) = 0, ∀f ∈

C0(Rd).
B(G) σ−álgebra de Borel de subconjuntos de G.
B {B ∈B(G)∣B es relativamente compacto}
CE {f ∶ [0,∞) → E, f continua} espacio polaco de funciones

continuas con la topología de convergencia uniforme en
compactos.

M≡M(G) espacio de medidas de Radon sobre G.
MF ≡MF (G) espacio de medidas finitas de Radon sobre G.
M1 ≡M1(G) espacio de medidas de probabilidad de Radon sobre G.
M≤1 ≡M≤1(G) espacio de medidas de sub-probabilidad de Radon sobre G.
Mp(Rd) {µ ∈ M(Rd) ∶ ⟨µ,ϕp⟩ < +∞}

Mp(Ṙd) {µ ∈ M(Ṙd) ∶ ⟨µ,ϕp⟩ + µ(τp) < +∞}

MT ≡MT (G) espacio de medidas temperadas sobre G, p > 0.
N ≡ N(G) espacio de medidas de Radon con valores en Z+ (medidas

puntuales).
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M σ−álgebra de Borel deM.
N σ−álgebra de Borel de N .
< µ, f > ∫ f(s)dµ(x), ∀f ∈M+.
Pf ∫ fdP =< P, f >, para P medida de probabilidad.
(fµ)(A) ∫A fdµ, ∀f ∈M+.
ψX(⋅) función generadora de momentos de X.
Lξ(⋅) transformada de Laplace de la medida aleatoria ξ.
Gξ(⋅) funcional generador de probabilidades de la medida aleato-

ria ξ.
Gt(⋅∣µ) funcional generador de probabilidades del proceso {Nt},

con estado inicial µ .
S(Rd) conjunto de funciones infinitamente diferenciables y rapi-

damente decrecientes en Rd

S′(Rd) distribuciones de Shwartz (dual de S(Rd)).
P(S) {µ ∶ (S,B(S)) → [0,1] ∶ µ medida de probabilidad}.
FXt σ(Xr,0 ≤ r ≤ t).
C {f ∶ [0,1] → R, f continua}
C(R+,E) {f ∶ R+ → E,f continua}
D {f ∶ [0,1] → R, f es càdlàg}
D(R+,E) {f ∶ R+ → E, f es càdlàg}, es decir, es el espacio de Sko-

rohod de trayectorias con valores en E, con la topología
J1− de Skorohod

D∞ D(R+,R)

P (s, x, t,Γ) P(Xt ∈ Γ∣Xs = x).
∆ ∑

d
i=1

∂2

∂x2
i
, el Laplaciano

∆α −(−∆)α/2, potencia fraccionaria del Laplaciano. Generador
infinitesimal de un proceso α-estable esféricamente simétri-
co en Rd.

I es la función identidad en Rd.
f(t) ∼ g(t), t→∞ significa que ĺımt→∞

f(t)
g(t) = 1.

an = ○(bn) ĺımn→∞
an
bn

= 0

an = ◯(bn) ∣an∣ <M ∣bn∣, para algún M > 0.
c.s casi seguramente
∶= igual por definición
a ∧ b mı́n(a, b)

∎ fin de demostración.
⇒ convergencia débil.
c.s casi seguramente
MBR Movimiento Browniano Ramificado
MRα Movimiento α-estable Ramificado, 0 < α ≤ 2.
MRαR Movimiento α-estable Ramificado Reescalado
SPM Sistema de Partículas Markoviano
SPMM Sistema de Partículas Markoviano Multiplicativo
DDF Distribuciones de Dimensión Finita

Para los espacios de funciones, cuando los elementos son no-negativos, se indicará por el superíndice +,
por ejemplo C+

K(G).





Capítulo 1

Preliminares

Típicamente los superprocesos surgen como límites de difusión de sistemas de partículas ramificadas, los
cuales son procesos con valores en espacios de medidas. El propósito de este capítulo es el de brindar la
herramienta teórica necesaria referente al espacio de medidas sobre el cual tomarán valores los procesos
en cuestión. Este apartado tiene como base bibliográfica el material contenido en [34], [38] y [32].

1.1. Espacio de Medidas de Radon

En adelante G denotará un espacio topológico, Hausdorff y localmente compacto. Además, se supondrá
que G tiene base numerable. Puede demostrarse que lo anterior implica que G es un espacio polaco (es
decir, G es un espacio métrico, separable y completo) y σ-compacto, es decir, existe una familia {Ki}i≥1

tal que

G =
∞
⋃
i=1

Ki, Ki es compacto y Ki ⊂ IntKi+1,∀i. (1.1)

Definición 1. Un conjunto A ⊂ G, se dice acotado o relativamente compacto si su cerradura, Ā,
es un conjunto compacto.

Notación. Si M es un espacio topológico, B(M) denotará la σ−álgebra de Borel de M , es decir, la
mínima σ−álgebra que contiene a los abiertos de M , y B a la familia de subconjuntos de B(M) que son
relativamente compactos.

Definición 2. Una medida µ en el espacio medible (G,B(G)) es de Borel-Radon (o localmente finita)
si µ(B) < +∞, ∀B ∈ B.

El espacio de medidas de Radon sobre (G,B(G)) se denotará porM oM(G).

Definición 3. Una medida µ ∈ M(G) se dice difusa si µ({x}) = 0, ∀x ∈ G.

El espacio de medidas de Radon da lugar a los subespacios siguientes:

a) MF ≡MF (G) ∶= {µ ∶ µ ∈ M y µ finita}.

b) M1 ≡M1(G) ∶= {µ ∶ µ ∈ M y µ es una medida de probabilidad}.

c) M≤1 ≡M≤1(G) ∶= {µ ∶ µ ∈ M y µ es una medida de sub-probabilidad}.

d) N ≡ N(G) ∶= {µ ∈ M ∶ µ es Z+ -valuada}.
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e) MT ≡MT (G) ∶= {µ ∈ M ∶ ∃p ≥ 0 tal que ∫ (1 + ∣x∣2)−pµ(dx) < ∞}.

Si un resultado se establece para el caso particular G = Rd se indicará explícitamente por M(Rd),
MF (Rd), etc. En caso contrario, se usará la notación anterior (M,MF , etc.), para la cual se asume la
existencia de un espacio G que satisface las condiciones establecidas al inicio de esta sección.

Nota 1. Más adelante se verá que las propiedades de separabilidad y completez del espacio G, son
necesarias para garantizar existencia de procesos, por lo que para los fines de este trabajo bastará pedir
éstas propiedades a G.

1.1.1. Topología Vaga

Sea M(G) el espacio de funciones medibles real valuadas definidas en G. Para f ∈M(G), integrable con
respecto a µ ∈ M, se define

< µ, f >≡ µf ∶= ∫
G
f(x)µ(dx).

Es nuestro interés definir elementos aleatorios con valores en el espacio de medidasM. Para ello se requie-
re definir un espacio medible (M,B(M)), lo cual hace necesario dotar aM de una topología adecuada.

Sea Cb(G) el espacio de funciones f ∶ G → R continuas y acotadas, y sea CK(G) ⊂ Cb(G) el subespacio
de funciones de soporte compacto. EnM se definen las dos topologías siguientes:

i. Topología vaga . Es la topología que hace continuos a los mapeos

µz→< µ, f >, f ∈ CK(G);

y será denotada por τv.

ii. Topología Débil. Es la topología que hace continuos a los mapeos

µz→< µ, f >, f ∈ Cb(G);

y será denotada por τd.

Como se verá, la topología vaga desempeñará un papel importante en la teoría subsecuente, por lo que la
mayor parte de los resultados considerarán al espacio (M, τv). Defínase M ∶= B(M) como la σ-álgebra
de Borel generada por la topología τv. De manera análoga se define la topología vaga en N y la σ-álgebra
N ∶=B(N).

Entre las propiedades fundamentales de la topología vaga se tienen las siguientes:

1. Una sub-base de esta topología está dada por la clase de subconjuntos deM de la forma

{µ ∈ M ∶ s < µf < t}, f ∈ CK(G), s, t ∈ R.

2. Las vecindades básicas de µ ∈ M bajo está topología son conjuntos de la forma

{ν ∈ M ∶ si < µfi − νfi < ti}, fi ∈ CK(G), si, ti ∈ R, i = 1, . . . ,m m = 1,2, ....

3. Una base local de vecindades de µ ∈ M se obtiene del inciso anterior haciendo si = −ε = −ti , con
ε > 0:

{ν ∈ M ∶ ∣µfi − νfi∣ < ε, i = 1, . . . ,m}, f1, . . . , fm ∈ CK(G), m = 1,2, ....
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4. Sean N y M las σ−álgebras de Borel en N yM, respectivamente. Defínase

SB(G) ∶= σ ({µ ∈ M(G) ∶ µ(A1) ∈ B1, . . . , µ(Ak) ∈ Bk} ∶ Aj ∈ B(G), Bj ∈ B(R+), j = 1, ..., k, k ∈ N.) ,

Entonces M = SB(G) y N = S∗B(G), donde

S∗B(G) ∶= σ ({µ ∈ N(G) ∶ µ(A1) ∈ B1, . . . , µ(Ak) ∈ Bk}) .

Es decir, M coincide con la σ-álgebra generada por los cilindros

{µ ∈ M(G) ∶ µ(A1) ∈ B1, . . . , µ(Ak) ∈ Bk}, k ∈ N, j = 1, . . . , k.

(Véase [34], Proposición 1.1).

5. El conjunto H ⊂M es vagamente acotado si ∀f ∈ CK(G) se cumple que sup{∣µf ∣ ∶ µ ∈H} < +∞.

6. El conjunto H ⊂M es vagamente relativamente compacto si, y sólo si, H es vagamente acotado.

Nótese que si µn
v
→ µ, entonces dadas f ∈ CK(G) y ε > 0, existe n0 ∈ N, tal que

µn ∈ {ν ∈ M ∶ ∣µf − νf ∣ < ε} ∀n ≥ n0,

de ahí que µnf → µf . Por lo consiguiente, la convergencia de sucesiones caracteriza a la topología vaga.
Concretamente se tiene lo siguiente.

Teorema 1. Si µn, µ ∈ M, entonces µn
v
→ µ sí, y sólo si µnf → µf , ∀f ∈ CK(G).

El siguiente teorema establece dos propiedades topológicas de los espaciosM y N que se usarán en este
trabajo.

Teorema 2. SeaM el espacio de medidas de Radon en (G,B(G)), dotado de la topología vaga.

a) N es un subespacio vagamente cerrado deM, (ver [34], Proposición 2.2).

b) (N , τv) y (M, τv) son espacios polacos.

1.2. Subespacios de Medidas de Radon

En esta sección se introducen resultados relevantes para el espacio de medidas finitas, medidas puntuales
y medidas temperadas. Éstas últimas son de importancia para establecer resultados sobre procesos de
ramificación que toman valores en medidas de Radon no necesariamente finitas.

1.2.1. Espacio de Medidas Finitas

El espacio de medidas finitasMF se denota por

MF ∶= {µ ∈ M ∶ µ(G) < +∞}.

Para este subespacio es necesario considerar a f ∈ Cb(G) para establecer definiciones y resultados equi-
valentes a las del espacioM, en particular

i) µn
τd
→ µ si, y sólo si, µnf → µf , para toda f ∈ Cb(G).
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ii) (MF , τd) es un espacio Polaco.

iii) Para G = Rd, el espacio (MF , τd) es localmente compacto.

Si G es compacto entoncesMF (G) puede compactificarse, obteniendo el espacio topológico

ṀF (G) =MF (G) ∪ {τW },

donde {τW } es un punto de compactificación y la topología τ se define por

µn ⇒ µ ∈ MF (G) si, y sólo sí, < µn, f >→< µ, f >, ∀f ∈ C(G),

µn ⇒ τW si, y sólo sí, < µn,1 >→ ∞.

Entonces (ṀF (G), τ) es también un espacio métrizable compacto.

Nota 2. Al igual queM, el subespacioMF no es un espacio vectorial, sólo es un cono, es decir es un
subespacio deM cerrado bajo combinaciones lineales positivas. Sin embargo, suele identificarse al espacio
Cb(G) como su dual.

1.2.2. Espacio de Medidas Temperadas

Este subespacio fue introducido por Iscoe (1986) [32] para G = Rd, con el propósito de estudiar resultados
sobre procesos con valores en espacios de medidas de Radon no finitas, como por ejemplo la medida de
Lebesgue. Por lo tanto, las siguientes definiciones y resultados se restringen al caso en el que G = Rd. Así,
dado el espacio medible (Rd,B(Rd)) y p ≥ 0, se define al espacio de medidas p−temperadas como

Mp ≡Mp(Rd) ∶= {µ ∈ M(Rd) ∶ ⟨µ,ϕp⟩ < +∞},

donde
ϕp(x) =

1

(1 + ∣x∣2)p
, x ∈ Rd,

y ∣ ⋅ ∣ denota a la norma euclideana. Defínase el espacio medible (Mp,Mp), donde Mp ∶=B(Mp(Rd)) es
la σ-álgebra de Borel generada por la topología p-vaga, es decir, la topología generada por los mapeos

µz→< µ, f >, f ∈ CK,p(Rd), µ ∈ Mp,

donde CK,p(Rd) = CK(Rd)⋃{ϕp}. Así, el espacio de medidas temperadas se define como

MT (Rd) ∶= {µ ∈ M(Rd) ∶ ∃p > 0 con µ ∈ Mp(Rd)} = ⋃
p≥0

Mp(Rd).

Denotando por τp.v a la topología p − vaga enMp, se tienen los siguientes resultados

i) (Mp(Rd), τp.v) es métrico, separable y completo.

ii ) Para {µn}, µ ∈ Mp(Rd), se tiene que µn
p.v
→ µ si, y sólo si, µnf → µf, ∀f ∈ CK,p(Rd).

Observaciones:

1. Si p = 0, entoncesMF (Rd) =Mp(Rd), por lo tantoMF (Rd) ⊂MT (Rd).

2. El espacioMp(Rd), p > 0, NO es localmente compacto [32].

3. Para p > d
2
, se puede probar que la medida de Lebesgue en Rd está enMp(Rd).

4. Se sabe que MT (Rd) = M(Rd)⋂S ′(Rd), donde S ′(Rd) es el espacio de las distribuciones de
Schwartz.
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Como se verá más adelante, algunos resultados fundamentales sobre existencia de procesos de Markov con
valores en un espacio topológico M , requieren que éste sea localmente compacto. Debido a la observación
2), se hace necesaria la siguiente modificación del espacioMp(Rd), ver [32].

Sea Ṙd = Rd ∪ {τp} donde τp es un punto aislado. Entonces ϕp (definida en Rd) se extiende a Ṙd como
sigue

ϕ̇p(x) = ϕp(x)1Rd(x) + 1{τp}(x), x ∈ Ṙd.

Entonces (Mp(Ṙd), τṗ.v) es un espacio topológico, donde

Mp(Ṙd) = {µ ∈ M(Rd) ∶ ∫
Rd
ϕpdµ + µ({τp}) < +∞} ,

y τṗ.v es la menor topología que hace continuos a los mapeos

µz→< µ, f >, f ∈ Kp(Ṙd) ∶= C∞
0 (Ṙd) ∪ {ϕ̇p},

donde cada f ∈ C∞
0 (Rd) se extiende a Ṙd poniendo f(τp) = 0.

Así, el espacio medible en consideración será (Mp(Ṙd),Mṗ), donde Mṗ es la σ-álgebra de Borel generada
por la topología τṗ.v.

Teorema 3. Mp(Ṙd) es un espacio polaco localmente compacto. Los subconjuntos K ⊂Mp(Ṙd) cerrados
para los cuales existe k > 0 tal que K ⊂ {µ ∈ Mp(Ṙd) ∶< µ, ϕ̇p >≤ k} son compactos en la topología p−vaga.

Demostración. Ver [32], pp. 89-91. ∎

El teorema anterior establece la compacidad local del espacio de medidas p-temperadas sobre Ṙd, pro-
piedad que es requerida en varios teoremas de existencia.

1.2.3. Espacio de Medidas Puntuales

Las medidas puntuales (también llamadas medidas de contar o medidas puramente atómicas ) son de
interés en el contexto de procesos de ramificación espacio-temporales debido a que, en éstos, la localiza-
ción de las partículas se identifica con los átomos de este tipo de medidas. Por ello, la presente sección
proporciona resultados relevantes respecto a la descripción de estas medidas.

Proposición 1. Sea K ⊂ G compacto y µ ∈ N(G). Entonces µ(K) = 0 o bien, ∃k ∈ N, y nj ∈ N, xj ∈ K,
j ∈ {1, . . . , k} tales que

µ(⋅⋂K) =
k

∑
j=1

njδxj(⋅) (1.2)

Recíprocamente, si ψ ∶ G→ Z+ es tal que #{x ∈K ∣ψ(x) ≠ 0} < +∞, ∀K ⊂ G compacto , entonces

µ(⋅) ∶= sup
K⊂G

compacto

∑
x∈K

ψ(x)δx(⋅) ∈ N(G).

Demostración. Sea µ ∈ N(G) y K ⊂ G compacto. Si x ∈ K, entonces {x} es cerrado. Por regularidad de
µ, dada ε > 0, ∃Vx ∋ x abierto tal que µ(Vx/{x}) < ε. Además,

µ(Vx) = µ(Vx/{x}) + µ({x}).

Tomando ε < 1, al ser µ una medida Z+-valuada, se sigue que µ(Vx/{x}) = 0, así
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µ(Vx) = µ({x}).

Por otra parte, por hipótesis µ ∈ N , entonces ∃n ∈ N, tal que µ(K) = n. Sea

E ∶= {x ∈K ∶ µ({x}) ≥ 1}.

Entonces existe k ∈ {1, . . . , n} y puntos x1, x2, . . . , xk tales que E = {x1, . . . , xk}. Ahora, sea F ⊂ K

cerrado. Se sigue que

F ⊂ ⋃
x∈F

Vx = ( ⋃
x∈E⋂F

Vx)⋃( ⋃
x∈Ec⋂F

Vx) .

Luego, como F es compacto, existe S subconjunto finito tal que S⋂E = φ y

F ⊂ ( ⋃
x∈E⋂F

Vx)⋃(⋃
x∈S

Vx) ,

de donde se obtiene que

µ(F ) ≤
k

∑
i=1

µ({xi})δxi(F ) + ∑
x∈S

µ(Vx) =
k

∑
i=1

µ({xi})δxi(F ).

Por otro lado,

µ(F ) ≥ µ({x ∈ F ∶ µ({x} ≥ 1)}) =
k

∑
i=1

µ({xi})δxi(F ).

Así,

µ(F ) =
k

∑
i=0

µ({xi})δxi(F ), ∀F ⊂K cerrado.

Por lo anterior, se tiene que la igualdad se cumple para todo B ∈B(K).

Para el recíproco, sea {Kj}j∈N como en (1.1). Entonces

µKj(⋅) = ∑
x∈Kj

ψ(x)δx(⋅) ∈ N(G) ∀j ∈ N.

Debido a que Kj ⊂ Kj+1, se sigue la desigualdad µKj(⋅) ≤ µKj+1(⋅). Sea f ∈ C+
K(G) y F ∶= Sopf , donde

Sopf ≡ {x ∶ f(x) ≠ 0}. Entonces

< µKj , f >= ∫
F
fdµKj = ∑

x∈Kj
ψ(x)1F (x)f(x) = ∑

x∈Kj ⋂F
ψ(x)f(x).

Puesto que G = ⋃∞j=1Kj , se tiene que

ĺım
j→∞

< µKj , f >= sup
K⊂G

compacto

∑
x∈K⋂F

ψ(x)f(x) = sup
K⊂G

compacto

∑
x∈K

ψ(x)1F (x)f(x) =< µ, f > .

Por lo tanto,

µKj(⋅) → µ(⋅) = sup
K⊂G

compacto

∑
x∈K

ψ(x)δx(⋅). (1.3)

Finalmente, como N es vagamente cerrado, resulta que µ ∈ N(G).
∎
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El teorema anterior garantiza que si K ⊂ G es un compacto y µ una medida puntual en G, entonces
µ asigna el valor cero a dicho compacto o bien, µ se puede caracterizar como la combinación lineal de
medidas de Dirac en un subconjunto finito de dicho compacto.

Dada µ ∈ N(G), considérese ϕ ∶ G→ {0,1} definida como

ϕ(x) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

0 si µ({x}) = 0,

1 si µ({x}) ≠ 0.

Entonces
µ̂(⋅) = sup

K⊂G
compacto

∑
x∈K

ϕ(x)δx(⋅) (1.4)

es tal que
µ̂({x}) = µ({x}) ∧ 1, µ̂ ∈ N .

Así, la medida µ̂ tiene los mismos átomos que µ pero a todos ellos les asigna peso 1. Es decir, si µ es tal
que para K ⊂ G compacto,

µ(⋅ ∩K) =
k

∑
i=1

niδxi(⋅), ni ∈ N, xi ∈ G,

entonces µ̂ es una medida simple es decir, una medida de la forma

µ̂(⋅ ∩K) =
k

∑
i=1

δxi(⋅).

En particular, si en µ los pesos ni son iguales a 1, i ∈ {1, . . . , k}, entonces µ y µ̂ coinciden.

1.3. Medidas Aleatorias

En esta sección se introduce el concepto de medida aleatoria, y otras nociones relacionadas, las cuales
pueden verse como análogas al caso de variables aleatorias.

Definición 4. Sea (Ω,F ,P) espacio de probabilidad y (G,B(G)) un espacio medible como se estableció
al principio del capítulo. Una medida aleatoria en G es una función medible,

ξ ∶ (Ω,F ,P) → (M,M).

De la definición se tiene que dada la medida aleatoria ξ, para cada ω ∈ Ω, se obtiene una medida local-
mente finita en G. Tal medida será denotada por ξ(ω, ⋅) y su valor en A ∈ B(G), por ξ(ω,A) (si no se
presta a confusión se utilizará la notación ξ(⋅) y ξ(A), respectivamente). Además puede probarse que
para cada A ∈B(G) fijo, ξ(⋅,A) es una variable aleatoria.

De manera análoga a las variables aleatorias, una medida aleatoria ξ induce una medida de probabilidad
sobre el espacio (M,M).

Definición 5. Si ξ es una medida aleatoria, P (⋅) = Pξ−1(⋅) es la distribución o ley de ξ sobre (M,M),
y es tal que

(Pξ−1)(M) = P(ξ−1M) = P(ξ ∈M), ∀M ∈M.

Observaciones:
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1. La medida de probabilidad P es una medida definida sobre un espacio abstracto Ω, mientras que P
se encuentra definida sobre un espacio topológico,M.

2. Toda medida de probabilidad sobre un espacio topológico, E, es distribución de una variable alea-
toria en algún espacio de probabilidad, pues basta considerar (Ω,F ,P) = (E,B(E), P ) y definir
X(ω) = ω, ∀ω ∈ E = Ω.

3. Dado que P = Pξ−1 es una medida de probabilidad sobre (M,M), probar la existencia de medidas
aleatorias no triviales es equivalente a definir medidas de probabilidad en (M,M).

Definición 6. La intensidad de la medida aleatoria ξ es la medida Eξ(⋅), dada por

(Eξ)(M) = E[ξ(M)] = ∫
Ω
ξ(ω,M)dP, ∀M ∈B(G).

Observación: Puede ocurrir que la medida Eξ ∉ M aún cuando ξ ∈ M c.s.

Definición 7. Sea ξ una medida aleatoria y f ∈ M+(G). El Funcional de Laplace (FL) de ξ, se
define como

Lξ(f) ∶= Ee−<ξ,f>, ∀f ∈M+(G).

Definición 8. Sea ξ una medida aleatoria en G. El funcional

Gξ(f) = E [e<ξ,log f>] ,

definido ∀f ∶ G→ [0,1] tal que 1−f ∈ CK(G), es el Funcional Generador de Probabilidades (FGP)
de ξ.

Observaciones:

1. Si ϕ ∈ C+
K(G) entonces 1 − e−ϕ ∈ CK(G), 0 ≤ 1 − e−ϕ ≤ 1 y se tiene la siguiente relación entre el

funcional de Laplace y el funcional generador de probabilidades de cualquier medida aleatoria ξ:

Gξ(e
ϕ) = Lξ(ϕ),

Gξ(f) = Lξ(− log f). (1.5)

Los conceptos de función característica y transformada de Laplace de una medida aleatoria corresponden
a los respectivos funcionales de su distribución o ley, los cuales se definen a continuación.

Definición 9. Sea P una medida de probabilidad en (M,M), entonces

χ(P ) ∶ f z→ ∫
M(G)

ei<µ,f>P (dµ), f ∈ CK(G),

es el funcional característico de P , mientras que

L(P ) ∶ f ↦ ∫
M(G)

e−<µ,f>P (dµ), f ∈ CK(G),

es el funcional de Laplace de P .

Teorema 4. Las medidas de probabilidad en (M,M) quedan determinadas unívocamente por su funcional
característico o por su funcional de Laplace.

Demostración. Sean P y Qmedidas de probabilidad sobreM. Supóngase que χ(P ) = χ(Q). Si f1, . . . , fn ∈

CK(G) y t1, . . . , tn ∈ R, entonces
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χ(Q)
⎛

⎝

n

∑
j=1

tjfj
⎞

⎠
= χ(P )

⎛

⎝

n

∑
j=1

tjfj
⎞

⎠

= ∫
M(G)

exp
⎛

⎝
i
n

∑
j=1

tjµ(fj)
⎞

⎠
P (dµ)

= ∫
Rn

exp
⎛

⎝
i
n

∑
j=1

tjuj
⎞

⎠
Pf1,...,fn(du1, . . . , dun)

donde Pf1,...,fn(U1, . . . , Un) = P [µ ∶ µ(f1) ∈ U1, . . . , µ(fn) ∈ Un], Ui ∈ B(R), i = 1, . . . , n. Así, por el
teorema de unicidad en Rn se sigue que

Pf1,...,fn = Qf1,...,fn .

Así, P y Q coinciden en los cilíndros

{µ ∶ (µ(f1), µ(f2), . . . , µ(fn)) ∈ E}, E ∈ B(Rn).

Usando el lema de clases monótonas se sigue que P = Q en M. El caso de las transformadas de Laplace
se trabaja de manera similar. ∎

Nota 3. Puede demostrarse que las medidas de probabilidad sobre (M(G),M) son regulares y tensas,
(ver [34], Proposición 1.4).

1.3.1. Campos Aleatorios

Definición 10. Sea (Ω,F ,P) espacio de probabilidad y (G,B(G)) un espacio medible. Un campo alea-
torio (o proceso puntual) es una función medible

ξ ∶ (Ω,F ,P) → (N ,N).

Por lo anterior, para cada ω ∈ Ω, se obtiene la medida puntual ξ(ω, ⋅). Mientras que para cada A ∈ B, al
ser A acotado, ξ(⋅,A) es una variable aleatoria finita que indica el número de átomos de ξ(⋅) que están
localizados en A. De aquí que, si G es acotado o bien, si ξ(⋅,G) es finito c.s., entonces ξ es un campo
aleatorio finito.

Nota 4. Un campo aleatorio también puede verse como una medida aleatoria con rango restringido a
N ⊂ M. Por tal razón, se tienen definiciones análogas para la distribución de un campo aleatorio, el
funcional de Laplace, etc., las cuales simplemente se restringen al espacio N .

Definición 11. Sea ξ un campo aleatorio. Se dice que ξ tiene un punto o átomo en x ∈ G si

P[{ω ∈ Ω ∶ ξ(ω,{x}) > 0}] = P[ξ({x}) > 0] > 0.

Y se dirá que x ∈ G es un punto múltiple si

P[{ω ∈ Ω ∶ ξ(ω,{x}) ≥ 2}] = P[ξ({x}) ≥ 2] > 0.

Definición 12. El campo aleatorio ξ es simple, o bien, no tiene puntos múltiples, si

P[{ω ∈ Ω ∶ ξ(ω,{x}) ≥ 2}] = P[ξ({x}) ≥ 2] = 0 ∀x ∈ G.

Tomando el mapeo ψ ∶ µ→ µ̂, donde µ̂ es como en (1.4), se establece el siguiente
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Corolario 1. ξ no tiene puntos múltiples c.s. si, y sólo si,

P[{ω ∈ Ω ∶ ξ(ω) = ξ̂(ω)}] = 1.

Observaciones:

1. El mapeo ψ ∶ µz→ µ̂ es medible.

2. Si ξ es un campo aleatorio simple y A ⊂ B(G) es un álgebra que contiene una base numerable de
G, entonces la distribucion de ξ queda determinada por los números

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

P[ξ(A) = 0] = (Pξ−1)[η ∈ N(G) ∶ η(A) = 0], A ∈ A

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

es decir, si Q es una medida de probabilidad en (N ,N), tal que

Q{µ ∈ N ∶ µ(A) = 0} = P[ξ(A) = 0], ∀A ∈ A

entonces Q es la distribución de ξ (ver [34], Proposición 2.3).

Por lo anterior, puede notarse que ξ y ξ̂ tienen los mismos puntos de salto, sin embargo, los pesos son
diferentes. Es de interés saber cuando un campo aleatorio es simple, ya que en ese caso, ξ y ξ̂ coinciden
completamente, para ello se tiene el siguiente resultado.

Proposición 2. Sea ξ un campo aleatorio. Si existe una medida difusa λ ∈ M, tal que

P[ξ(A) ≥ 2] = ○(λ(A)), cuando λ(A) ↓ 0, A ∈ B(G), (1.6)

entonces ξ es un campo aleatorio simple, es decir, no tiene puntos múltiples.

Demostración. Sea K ⊂ G compacto y ε > 0. Por regularidad de λ, ∀x ∈ K y δ > 0 existe un abierto
Vx ∋ x, tal que λ(Vx) < δ. Luego, por hipótesis, ∀x ∈K,

P[ξ(Vx) ≥ 2] ≤ ελ(Vx).

Por otra parte, por compacidad de K, existen Vx1 , . . . , Vxn abiertos, tales que K ⊂ ⋃ni=1 Vxi . Sea {Bi}
n
i=1,

una partición construida a partir de {Vxi}
n
i=1, se tiene que K = ⋃nj=1Bj , con Bi⋂Bj = φ, si i ≠ j y

P[ξ(Bj) ≥ 2] ≤ ελ(Bi).

Entonces
P[∃x ∈K ∶ ξ({x}) ≥ 2] ≤ ∑

i=1

nP[ξ(Bi) ≥ 2] ≤ ε
n

∑
i=1

λ(Bi) = ελ(K),

Haciendo ε ↓ 0, resulta que ξ es simple en K. Por ser G σ−compacto, se sigue que ξ no posee puntos
múltiples en G. ∎

Observación:

Puede probarse que la proposición anterior se cumple si (1.6) se restringe para A ∈ A ⊂ B(G), donde
A es un álgebra que contiene una base numerable de G (ver [34], Proposición 2.4).

Definición 13. Sea ξ un campo aleatorio. Se dice infinitamente divisible (ID) si ∀r ∈ N, existe una
colección {ξr,k}

r
k=1 de campos aleatorios, independientes e idénticamente distribuidos tales que

ξ
d
=

r

∑
k=1

ξk,r.
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El siguiente resultado establece las condiciones para determinar cuando un campo aleatorio es ID.

Proposición 3. Un campo aleatorio ξ es ID si, y sólo si, su FGP, Gξ cumple

Gξ(f) = exp [∫
N

(e<µ,log f> − 1)Θ(dµ)]

donde

Θ(⋅) es medida no-negativa en N

Θ({φ}) = 0, Θ({µ ∶ µ(A) > 0}) < +∞,∀A ∈B(G).

Θ se llama Medida de Kerstan-Lee-Matthes (KLM) de ξ

La proposición anterior, es el equivalente de la fórmula de Lévy-Khintchine para medidas de probabilidad
ID en R.

Ejemplos de Campos Aleatorios

A continuación se dan algunos ejemplos importantes de medidas aleatorias, en particular para el caso
de campos aleatorios. Para estos ejemplos, se muestra el cálculo de su intensidad y su transformada de
Laplace.

1. Sea (G,B(G)) espacio medible. La medida de Dirac sobre G, se define como

∀s ∈ G, δs(A) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1 s ∈ A,

∀A ∈B(G).

0 s ∉ A

(1.7)

De la definición anterior se sigue que δs ∈ N , ∀s ∈ G. Es decir, δs es una medida de Radon Z+-valuada.
Más aún, para cada s ∈ G la medida de Dirac δs es una medida de probabilidad con un átomo en s.

Considérese el mapeo ∆ ∶ G→N dado por

∆ ∶ sz→ δs.

No es difícil probar que ∆ es N-medible, y por tanto, si X ∶ (Ω,F ,P) → (G,B(G)) es v.a. G−valuada,
entonces δX = ∆ ○X es un campo aleatorio.

Usando la notación µX(⋅) = PX−1(⋅), la intensidad EδX y el funcional de Laplace de δX se obtienen
como sigue:

a) Intensidad. Sea A ∈B(G). Entonces

(EδX)(A) = E[∆ ○X(A)] = ∫
G
δs(A)µX(ds)

= ∫
G

1A(s)µX(ds) = µX(A).

b) Funcional de Laplace. Sea f ∈M+(G). Entonces

LδX (f) = E[e−<δX ,f>] = ∫
G
e−<δs,f>µX(ds) =< µX , e

−f > .
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2. Sean X1, . . . ,Xn v.a.’s G−valuadas i.i.d con distribución µX como en el ejemplo anterior, n ∈ N. Sea

ξn ≡ δX1 +⋯ + δXn , n ∈ N.

Entonces ξn es un campo aleatorio cuya intensidad y funcional de Laplace están dados por

a) Intensidad. Sea A ∈B(G). Entonces

(Eξn)(A) = E[δX1(A) +⋯ + δXn(A)]

= n(EδX1)(A) = nµX(A).

b) Funcional de Laplace. Sea f ∈M+(G). Entonces

Lξn(f) = E [e−⟨ξn,f⟩] = E [e−<∑
n
i=1 δXi ,f>]

= E [
n

∏
i=1

e−⟨δXi ,f⟩] =
n

∏
i=1

E [e−⟨δXi ,f⟩]

= (< µX , e
−f >)

n
.

3. Generalizando el ejemplo anterior, sean {Xi, i ∈ N} v.a’s i.i.d. con distribución µX . Si ν(ω) ∈ Z+, es
una variable aleatoria independiente de {Xi, i ∈ N}, entonces

ξν = δX1 +⋯ + δXν

es campo aleatorio.

a) Intensidad. Por la independencia de ν y {Xi, i ∈ N}, para A ∈B(G),

(Eξν)(A) =
∞
∑
n=1

E [ξn(A)]P [ν = n] =
∞
∑
n=1

nµX(A)P[ν = n]

= µX(A)
∞
∑
n=1

nP[ν = n] = µX(A)E[ν].

b) Funcional de Laplace. Sea f ∈M+(G),

Lξν = Ee−<ξν ,f> =
∞
∑
n=1

E [e−⟨ξn,f⟩]P[ν = n]

=
∞
∑
n=1

( ⟨µX , e
−f ⟩ )

n

P[ν = n] = ψν(< µX , e−f >),

donde ψν es la función generadora de ν.

4. (Campo Aleatorio o Medida Aleatoria de Poisson). Como caso particular del ejemplo anterior,
tómese ν con distribución de Poisson de parámetro a > 0. Entonces

ξ ∶=
ν

∑
i=1

δXi

es llamado campo aleatorio (o medida aleatoria) de Poisson con medida de intensidad λ(⋅) ∶= aµX(⋅), o
bien con tasa de intensidad a.

a) Intensidad. Usando que Eν = a, para A ∈B(G),

Eξ(A) = (Eν)µX(A) = aµX(A) =∶ λ(A).
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b) Funcional de Laplace. Usando la función generadora de ν,

ψν(s) = e
−a

∞
∑
n=0

ansn

n!
= e−a(1−s), s ∈ [0,1],

para f ∈M+(G),

Lξ(f) = Ee−<ξ,f> = ψ (⟨µX , e
−f ⟩)

= e−a(1−<µX ,e
−f>) = e−a(<µX ,1−e

−f>) = e−<λ,1−e
−f>. (1.8)

Algunos propiedades del campo aleatorio de Poisson

Usando la Proposición 2, se deduce que si ξ es campo de Poisson con medida de intensidad λ(⋅), entonces
∀B ∈ B(G) se cumple que P[ξ(B) = 0] = e−λ(B). De hecho la variable aleatoria ξ(B) tiene distribución
Poisson con parámetro λ(B). En efecto,

Lξ(B)(t) = Ee−tξ(B) = Ee−ξ(t1B) = e−<λ,1−e
−t1B> = e−(1−e

−t)λ(B).

Por lo que
Lξ(B)(t) → e−λ(B), t→∞.

Más aún, nótese que si ξ es un campo de Poisson con medida de intensidad λ, entonces para cualesquiera
B1, . . . ,Bk ∈ B(G) relativamente compactos, disjuntos por parejas y ∀t1, t2, . . . , tk ∈ R+, se tiene que la
transformada de Laplace de (ξ(B1), ξ(B2), . . . , ξ(Bk)) es

L(t1, . . . , tk) = E[e−∑
k
i=0 tiξ(Bi)] = Lξ(

k

∑
i=0

ti1Bi)

= exp (− < λ,1 − e−∑
k
i=0 ti1Bi >)

= exp(− < λ,
k

∑
i=0

1Bi(1 − e
−ti) >)

=∏
i

exp (− < λ,1Bi(1 − e
−ti) >)

=
k

∏
i=1

Lξ(ti1Bi)

=
k

∏
i=1

Lξ(Bi)(ti)

Lo anterior permite establecer que cualquier campo aleatorio de Poisson tiene incrementos independientes,
en el sentido de que para {Bi}

n
i=1, n ∈ N, disjuntos y medibles, las variables aleatorias ξ(B1), . . . , ξ(Bn)

son independientes.

Si ξ es un campo de Poisson con medida de intensidad λ, entonces usando que Lξ(ϕ) = e−<λ,(1−e
−ϕ)>, se

sigue que su FGP es

Gξ(f) = exp{∫
Rd

(f(x) − 1)λ(dx)} . (1.9)

Proposición 4. Sea ξ campo de Poisson con medida de intensidad λ, con λ medida de Radon difusa.
Entonces ξ no tiene átomos ni puntos múltiples.

Demostración. Por ser ξ un campo de Poisson con medida de intensidad λ, con λ medida difusa, se tiene
que P[ξ{x} = 0] = e−λ{x} = 1. Por otra parte, ∀A ∈ G se tiene que

P[ξ(A) ≥ 2] =
∞
∑
n=2

e−λ(A) (λ(A))n

n!
= ○(λ(A)),

así, utilizando la Proposición 2 se sigue que ξ no tiene puntos múltiples. ∎
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Observación: Si λ no es difusa, es decir si ∃x ∈ G tal que λ({x}) > 0, entonces no solo λ tiene átomos
en x, sino que x será múltiple. De hecho,

P[ξ({x}) ≤ 1] = e−λ{x}(1 + λ({x})) < 1 si λ({x}) > 0.

Proposición 5 (Teorema de Rènyi). Sea ξ campo aleatorio tal que

P[ξ(A) = 0] = e−λ(A) (1.10)

P[ξ(A) ≥ 2] = ○(λ(A)), λ(A) ↓ 0 (1.11)

donde λ es difusa y A ∈ A, siendo A un álgebra que contiene una base para G. Entonces ξ es de Poisson
con intensidad λ.

Demostración. Ver [34], Proposición 4.2. ∎

Teorema 5. Si πλ(⋅) es la distribución de un campo aleatorio de Poisson con medida de intensidad
difusa λ(⋅), tal que λ(G) < ∞, entonces ∀B ∈N se tiene que

πλ(B) =
∞
∑
n=0

e−λ(G)
∫
Gn

1B(δx1 +⋯ + δxn)
λ(dx1)⋯λ(dxn)

n!
. (1.12)

Demostración. Usando el Teorema de Rènyi basta probar que se satisfacen las identidades (1.10) y (1.11).
Sea ξ un campo aleatorio con distribución Q dada por el lado derecho de (1.12), es decir

Q(B) =
∞
∑
n=0

e−λ(G)
∫
Gn

1B(δx1 +⋯ + δxn)
λ(dx1)⋯λ(dxn)

n!
, ∀B ∈N.

Sea A ∈ B(G). Entonces

P[ξ(A) = 0] = Pξ−1{µ ∈ N ∶ µ(A) = 0} = Q ({µ ∈ N ∶ µ(A) = 0})

=
∞
∑
n=0

e−λ(G)
∫
Gn

1{µ∶µ(A)=0}(δx1 +⋯ + δxn)
λ(dx1)⋯λ(dxn)

n!

=
∞
∑
n=0

e−λ(G)
∫
(Ac)n

λ(dx1)⋯λ(dxn)

n!

=
∞
∑
n=0

e−λ(G) (λ(G) − λ(A))n

n
= e−λ(A).

Análogamente se verifica que P[ξ(A) ≥ 2] = ○(λ(A)). El resultado se sigue del teorema de Renyi. ∎

Otra propiedad importante es que el campo aleatorio de Poisson es un ejemplo de campo infinitamente
divisible. Si ξ es un campo de Poisson de intensidad λ, ξ es ID y su medida KLM es

M(⋅) = ∫
Rd
δδx(⋅)λ(dx).

En efecto, nótese que ∀F ∶ N (Rd) → R medible,

∫
N
F (µ)M(dµ) = ∫

N
F (µ)∫

Rd
δδx(dµ)λ(dx)

= ∫
Rd
λ(dx)∫

N(Rd)
F (µ)δδx(dµ)

= ∫
Rd
λ(dx)F (δx). (1.13)

Si f ∈ C+
K(G), usando (1.9) se tiene que
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Gξ(f) = exp∫
Rd

(f(y) − 1)λ(dx) = exp∫
Rd

( exp log f(y) − 1)λ(dx)

= exp∫
Rd

[ exp∫
Rd

log f(y)δx(dy) − 1]λ(dx) = exp∫
Rd
F (δx)λ(dx), (1.14)

donde F (δx) ∶= exp ∫Rd log f(y)δx(dy) − 1. Entonces usando (1.13) en (1.14), se tiene que

Gξ(f) = exp{∫
N(Rd)

[exp∫
Rd

log f(y)µ(dy) − 1]M(dµ)} .

Por lo tanto de la Proposición 3 se sigue que ξ es ID con medida KLM dada por M.

Se concluirá esta sección con la definición usual de un campo aleatorio de Poisson homogéneo en Rd,
la cual corresponde a un campo aleatorio de Poisson ξ en G = Rd, cuya medida de intensidad Eξ es la
medida de Lebesgue.

Definición 14. Sea λ(⋅) la medida de Lebesgue en Rd. Una función medible ξ ∶ (Ω,F ,P) → M(Rd) es
un campo aleatorio de Poisson homogéneo con tasa a > 0, si

a) ∀A ∈B(Rd), la v.a. ξ(A) tiene una distribución de Poisson con parámetro de intensidad aλ(A), es
decir,

P[ξ(A) = n] =
(aλ(A))

n
e−aλ(A)

n!
, n = 0,1, . . . .

b) ∀A,B ∈B(Rd) tales que λ(A), λ(B) < ∞ y A ∩B = φ, las variables aleatorias ξ(A) y ξ(B) son de
Poisson independientes, con parámetros aλ(A) y aλ(B), respectivamente.

1.4. Procesos estocásticos M-valuados

Definición 15. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Un proceso estocástico con valores en M
es una familia X = {Xα, α ∈ I} de medidas aleatorias indizadas por el conjunto I. Es decir, para cada
α ∈ I,

Xα ∶ (Ω,F ,P) → (M,M),

es una medida aleatoria.

Definición 16. Sea (Ω,F ,P) espacio de probabilidad. Un proceso de Markov con valores medidas
es un proceso de Markov X = {Xt, t ≥ 0} con espacio de estados (M,M).

Definición 17. Sea X un proceso estocástico definido sobre (Ω,F ,P), con valores en M. Las distri-
buciones de dimensión finita (DDF) de X están dadas por la familia de medidas de probabilidad

{µt1,...,tn ∶ n ≥ 1, 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn},

donde para cada n ≥ 1 y 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn, la medida µt1,...,tn es una medida de probabilidad sobre
Mn ∶=M ×⋯ ×M inducida por el mapeo (Xt1 , . . . ,Xtn) →Mn, es decir

µt1,...,tn(Γ) = P[(Xt1 , . . . ,Xtn) ∈ Γ], Γ ∈Mn.

Dentro de los procesos estocásticos con valores medidas, son de interés para esta tesis los procesos de
ramificación con valores enM.
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Definición 18. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Un proceso de ramificación con valores
medidas es un proceso de Markov X = {Xt, t ≥ 0} con espacio de estados M y probabilidades de
transición {Pt}t≥0 que satisfacen la propiedad de ramificación

Pt( ⋅ ∣µ1 + µ2) = Pt( ⋅ , µ1) ∗ Pt( ⋅ , µ2), t ≥ 0, µ1, µ2 ∈ M,

donde ∗ denota la convolución de medidas.

Los procesos de ramificación con valores medidas fueron introducidos por Watanabe (1968) y por Daw-
son(1979), quienes mostraron que dichos procesos surgen como límites de alta densidad de sistemas de
partículas ramificadas, es decir, de procesos estocásticos con valores en el espacio de medidas de contar,
N , y que están caracterizados por cierta dinámica. Dentro de los procesos de ramificación con valores en
M, una clase especial la constituyen los llamados superprocesos. En el caso particular del superproceso de
Dawson-Watanbe, como es señalado en [42], los principales estudios en este campo corresponden a Daw-
son (1992, 1993), Dynkin (1994, 2002), Etheridge (2000), Le Gall (1999), Perkins (1995, 2002), entro otros.

En el siguiente capítulo se exponen los resultados necesarios sobre sistemas de partículas, y en el ca-
pítulo 6, se mostrará la construcción del superproceso de Dawson-Watanabe (DW) como límite de alta
densidad de un cierto tipo de partículas ramificadas, el movimiento α-estable ramificado.

1.5. Resumen

El capítulo precedente tuvo como objetivo proveer de la herramienta técnica y teórica necesaria para
dar un seguimiento adecuado a las capítulos subsecuentes. Así, se ha definido el espacio de medidas de
Radon (M,M) sobre G un espacio topológico Hausdorff, con base numerable y localmente compacto y
a partir de este se introdujo el concepto de medida aleatoria, entendida como una función medible con
valores enM. Se ha finalizado con el concepto de procesos estocásticos con valores en dicho espacio y se
ha dado la definición de procesos de ramificación con valores medidas, dentro de los cuales se encuentran
el superproceso de DW. La relevancia de estos resultados radica en que el MBR, proceso base para la
construcción del movimiento Super Browniano, es un procesos estocástico de este tipo.

A modo de resumen, y con el objetivo de que el lector tenga presente los resultados relevantes de este
apartado, se enlistan aquellos considerados de interés para lo subsecuente:

1. Los espacios de medidas de Radon y en particular, el espacio de medidas de contar dotados con la
topología vaga, (M, τv) y (N , τv) respectivamente, son espacios polacos.

2. El espacio de medidas finitas con la topología débil (MF , τd), es un espacio polaco y es localmente
compacto.

3. El espacio (Mp, τp.v) es polaco

4. Las medidas de probabilidad en (M,M), quedan determinadas unívocamente por su funcional de
Laplace o por su funcional característico.

5. El espacio de medidasMp(Rd) no es localmente compacto, peroMp(Ṙd) yMF (Rd) sí lo son.

6. Toda medida puntual tiene una representación, sobre un compacto, como una combinación lineal
de deltas de Dirac sobre un subconjunto finito de dicho compacto.
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7. A modo de síntesis, puede ser de utilidad notar las siguientes equivalencias y relaciones entre
variables aleatorias y medidas aleatorias

Variable Aleatoria Medida Aleatoria

Definidas sobre (Ω,F ,P) (Ω,F ,P)
Valores en (R,B(R)) (M,M), M ∶=B(M)

Mapeo medible X ∶ (Ω,F) → (R,B(R)) X ∶ (Ω,F) → (M,M)

Valor Esperado E[X] = ∫ΩX(ω)P(dω) (EX)(⋅) = ∫ΩX(ω, ⋅)P(dω)
Media (Cte) Medida de Intensidad sobre (M,M)

Distribución o Ley PX−1(⋅) sobre (R,B(R)) PX−1(⋅) sobre (M,M)

PX−1(A) = P(X ∈ A), A ∈B(R) PX−1(M) = P(X ∈M), M ∈M

Funcional de θ z→ ∫Ω e
−ωθP(dω) f z→ ∫M e−<µ,f>P(dµ)

Laplace

Notas adicionales

El espacio de medidas de Radon fue construido sobre un espacio G con las características mencio-
nadas anteriormente, sin embargo, es posible definirlo sobre espacios topológicos más generales. En
[47] pueden verse las implicaciones e importancia de las hipótesis de G.

Si se restringe el espacio de medidas de Radon a medidas de probabilidad, el espacio resultante
es de interés para el estudio de otro de los superprocesos más importantes, el superproceso de
Fleming-Viot, [24], [25].

En [34] se encuentran resultados sobre existencia de medidas aleatorias para el caso en el que G es
compacto y para el caso general, G Hausdorff, localmente compacto y con base numerable. Ambos
resultados se basan en una extensión del Teorema de Consistencia de Kolmogorov.





Capítulo 2

Sistemas de Partículas Ramificadas

El superproceso de Dawson-Watanabe surge como límite reescalado de sistemas de partículas ramificadas,
y debido a que uno de los objetivos de esta tesis es explicar con detalle dicha convergencia, en el presente
capítulo se exponen los resultados más relevantes sobre tales sistemas. Las referencias básicas para este
capítulo son los artículos [44] y [45].

2.1. Sistemas de Partículas Markovianos Ramificados

Los sistemas de partículas o procesos de población surgen como modelos matemáticos para el estudio
de poblaciones sujetas a una determinada evolución temporal y espacial. Sea G un conjunto arbitrario,
no vacío. Una población en G puede representarse por un vector (x1, x2, . . . , xn), o bien una medida de
contar η = l1δx1 +⋯ + lnδxn , donde {xi} ⊂ G. Intuitivamente dicho vector o medida de contar representa
una colección de individuos (o partículas), ubicadas en los puntos x1, . . . , xn. Se llamará al conjunto G el
espacio de estados individual de la población, el cual puede ser un espacio general abstracto, ver [45]. Pa-
ra los propósitos de este trabajo, se hace la restricción al caso G = Rd, el espacio euclideano d-dimensional.

Definición 19. Un Sistema de Partículas Markoviano (SPM) en Rd es un proceso de Mar-
kov, {Nt}t≥0, con espacio de estados (N(Rd),N(Rd)) y con probabilidades de transición homogéneas
Pt(⋅∣µ), t ≥ 0, donde ∀t ≥ 0 y ∀µ ∈ N(Rd) se satisfacen

i. Pt( ⋅ ∣µ) es una probabilidad en (N(Rd),N(Rd)),

ii. ∀A ∈N(Rd), Pt(A∣⋅) es N(Rd)−medible.

iii. Pt(A∣µ) = ∫N(Rd) Pt−s(A∣ν)Ps(dν∣µ), 0 ≤ s ≤ t, A ∈ N(Rd),

iv.

P0(A∣µ) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

1, µ ∈ A,

0, µ ∉ A.

Dentro de los sistemas de partículas, son de interés en esta tesis los sistemas de partículas ramificadas,
los cuales pueden verse como la contraparte discreta del superproceso de Dawson-Watanabe.

Definición 20. Sea {Nt} un sistema de partículas Markoviano. Se dice que {Nt} es multiplicativo
(SPMM) o ramificado si ∀ν1, ν2 ∈ N(Rd) y t ≥ 0, sus probabilidades de transición satisfacen

Pt(⋅∣ν1 + ν2) = Pt(⋅∣ν1) ∗ Pt(⋅∣ν2). (2.1)
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Observaciones:

1. La propiedad multiplicativa puede entenderse como el análogo a la hipótesis de independencia en la
ramificación de los Procesos de Galtón-Watson. Indica que el proceso con valor inicial ν1+ν2 es igual
a la suma de dos copias independientes del proceso con valores iniciales ν1 y ν2 respectivamente.

2. Si {Nt} es un SPMM y si µ = ∑
m
j=1 liδxi , entonces de la propiedad multiplicativa se sigue que

Pt(⋅∣µ) = (Pt(⋅∣x1))
l1 ∗⋯ ∗ (Pt(⋅∣xm))

lm ,

donde, aquí y en adelante se usará la notación P (⋅∣δx) ≡ P (⋅∣x).

3. Si µ ∈ N(Rd), usando la Proposición 1 y la observación anterior, se sigue que para determinar las
probabilidades de transición de un SPMM, basta conocer dichas probabilidades de transición para
configuraciones iniciales de la forma δx, x ∈ Rd.

El tipo de sistemas de partículas ramificados que se considerarán pueden describirse heurísticamente co-
mo sigue:

Un sistema de partículas ramificado N = {Nt, t ≥ 0} en Rd es un sistema de partículas multiplicativo
en el cual las partículas están sujetas a movimiento y ramificación aleatorios en Rd, con los siguientes
elementos:

a) Movimiento espacial. Cada partícula, independientemente del resto, sigue un movimiento en Rd de
acuerdo a un proceso de Markov con generador infinitesimal A.

b) Tasa de ramificación. La probabilidad de que una partícula localizada en x ∈ Rd en el tiempo t se
ramifique en el intervalo [t, t+δt) es V δt+○(δt). El parámetro V se denomina tasa de ramificación.
Es decir, las partículas viven tiempos exponenciales con parámetro V .

c) Mecanismo de ramificación. Cuando una partícula se ramifica, ésta es reemplazada en el mismo
lugar por un número aleatorio de descendencia, gobernado por una ley de ramificación. Así, si pk
es la probabilidad de que la partícula de lugar a k hijos, entonces

F (s) =
∞
∑
k=0

pks
k, x ∈ Rd, s ∈ [0,1].

En general, se supondrá que la ley de ramificación tiene media y segundo momento factorial finitos, es
decir F ′(1) < ∞ y F ′′(1) < ∞.

Definición 21. Sea µ ∈ N y N = {Nt} un SPMM con estado inicial N0 = µ. Entonces para toda
ϕ ∶ G→ [0,1] tal que 1 − ϕ ∈ CK(G)

Gt(ϕ∣µ) ∶= ∫
N(Rd)

exp{< N, logϕ >}Pt(dN ∣µ), t ≥ 0,

es el funcional generador de probabilidades de transición (FGPT) de N , con estado inicial
N0 = µ.

Como antes, debido a la propiedad multiplicativa, para determinar el FGPT Gt(ϕ∣µ) basta conocer
Gt(ϕ∣x) ≡ Gt(ϕ∣δx), x ∈ Rd. De hecho, {Nt} es SPMM si, y sólo si, para cualesquiera η1, η2 ∈ N(Rd) y
t ≥ 0, se cumple

Gt(ϕ∣η1 + η2) = Gt(ϕ∣η1)Gt(ϕ∣η2).

En particular, si η = ∑mi=1 liδxi , entonces

Gt(ϕ∣η) = (Gt(ϕ∣x1))
l1
⋯(Gt(ϕ∣xm))

lm
, t ≥ 0. (2.2)
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Proposición 6. El FGPT de un SPMM cumple la propiedad de semigrupo, es decir,

Gt+s(ϕ∣x) = Gs(Gt(ϕ∣⋅)∣x) = Gt(Gs(ϕ∣⋅)∣x) (2.3)

G0(ϕ∣x) = ϕ(x)

Demostración. Usando iii. de la Definición 19 se obtiene

Gt+s(ϕ∣x) = ∫
N
e<N,logϕ>Pt+s(dN ∣x)

= ∫
N
∫
N
e<N,logϕ>Pt(dN ∣N ′)Ps(dN

′∣x).

Por lo observado anteriormente, si N es un SPMM, basta conocer las probabilidades de transición en los
átomos, y además se puede suponer que N0 es simple c.s. Así, por la propiedad multiplicativa se tiene
que Gt(ϕ∣N ′) = ∏i∈I Gt(ϕ∣xi), donde N ′ = ∑i∈I δxi , por lo que

Gt(ϕ∣N
′) = e∑i∈I logGt(ϕ∣xi)

= e<N
′
t ,logGt(ϕ∣⋅)>

= ∫
N
e<N

′,logGt(ϕ∣⋅)>Ps(dN
′∣x)

= Gs(Gt(ϕ∣⋅)∣x).

Además,

G0(ϕ∣x) = ∫ e<N,logϕ>P0(dN ∣x)

= ∫ e<N,logϕ>δx(dN)

= e<δx,logϕ> = ϕ(x).

∎

2.2. Ecuación de Moyal

Para probar que existen funciones de transición en N(Rd) que cumplan las condiciones de la Definición 19
se utilizará el enfoque de Moyal [44], [45]. Otro enfoque, alternativo al de Moyal, es el de Ikeda, Nagasawa
y Watanabe [31] el cual trata el caso de sistemas de partículas markovianos en espacios compactos.

Sea N = {Nt} un SPMM sobre Rd. Para llevar a cabo el método de Moyal, en esta sección se harán los
siguientes supuestos:

1. P[Nt(Rd) < +∞] = 1∀t ≥ 0, es decir el número de partículas del sistema en cualquier momento es
finito c.s.

2. Nt(ω) es simple con probabilidad 1, ∀t ≥ 0, es decir, para cada punto x ∈ Rd, P[Nt({x}) > 2] = 0, o
equivalentemente, cada punto en x ∈ Rd puede ser ocupado por a lo más una sola partícula.

3. N = {Nt} es un proceso de Markov fuerte.

Con base en las hipótesis 1 y 2 de arriba, identificaremos cada medida finita simple, µ = δx1 +⋯+δxn , con
el conjunto {x1, . . . , xn} de sus átomos, donde xi ∈ Rd, i = 1, . . . , n. Más precisamente, sea Rd el espacio
de estados individual de la población. Cada estado de la población es un conjunto xn de la forma

xn ∶= {x1, . . . , xn}, xi ∈ Rd,



22 Sistemas de Partículas Ramificadas

y representa una población compuesta por n partículas, con posiciones respectivas xi, i ∈ {1, . . . , n}.
Obsérvese que xn ∈ (Rd)(n), donde (Rd)(n) ∶= (Rd)n / ∼ es el producto cartesiano de Rd consigo mismo n
veces, módulo permutación de coordenadas, i.e. (x1, x2, . . . , xn) ∼ (xπ(1), xπ(2), . . . , xπ(n)) para cualquier
permutación π de {1, . . . , n}. Se define (Rd)(0) ∶= {φ}. Así se tiene que el espacio de estados de la población
se define como el conjunto

ΩF ∶=

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

xn ∶ xn ∈ (Rd)
(n)

, n ∈ N ∪ {0}

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

=
∞
⋃
n=0

(Rd)
(n)

.

Sea N∗ ∶ ΩF →N(Rd) el mapeo dado por

ω = {x1, . . . , xn} z→ N∗(ω) =
n

∑
i=1

δxi ,

es decir

N∗(ω,A) =
n

∑
i=1

δxi(A), A ∈B(Rd). (2.4)

Se sabe que (2.4) define una relación biunívoca entre ΩF y el subespacio N S
F (Rd) ⊂ N(Rd) de las medidas

simples finitas; ver [45] (demostración del Teorema 3.1). En virtud de lo anterior, en los siguientes desa-
rrollos se identificará al elemento xn = {x1, . . . , xn} ∈ ΩF con la medida ∑ni=1 δxi ∈ N

S
F (Rd). Considérese

el espacio medible (ΩF ,B), donde B = (N∗)
−1

((N S
F (Rd)) ∩N(Rd)).

Sea (ΩF ,B) el espacio medible definido arriba y N un SPMM con probabilidades de transición Pt(A∣xk);
xk ∈ ΩF , A ∈B, las cuales satisfacen [43] la ecuación integral

Pt(A∣xk) = P 0
t (A∣xk) +

∞
∑
j=0
∫

t

0
∫
(Rd)(j)

Pt−s(A∣yi)Q(j)(dyj , ds∣xk) (2.5)

donde

P 0
t (A∣xk) es una sub-probabilidad de transición, es decir P (ΩF ∣xk) ≤ 1, y representa la probabilidad

de transición (sin saltos en el tamaño de la población) de xk a algún estado del conjunto A en un
tiempo t > 0.

Q = ∑
∞
j=0Q

(j) es la distribución conjunta del tiempo del primer salto, s, y del estado al cual se
realiza el salto, yj .

Es importante notar que el segundo término de (2.5) involucra las probabilidades de transición con saltos
en el tamaño de la población, mientras que el primero corresponde a cambios en el estado del SPMM sin
variación en el tamaño de la población.

La ecuación integral para las probabilidades de transición (2.5), puede expresarse en términos del FGPT.
Para ello, basta multiplicarla por e∑j logψ(xj), e integrar adecuadamente para obtener la expresión

Gt(ψ∣x
k) = G0

t (ψ∣x
k) +

∞
∑
j=0
∫

t

0
∫
(Rd)(j)

Gt−s(ψ∣y
j)Q(j)(dyj , ds∣xk). (2.6)

La ecuación (2.6) se conoce como la Ecuación de Moyal .

Ahora bien, usando la igualdad (2.2), se sigue que basta considerar la ecuación de Moyal para poblaciones
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iniciales del tipo δx. Así, si en (2.6) se toma el caso especial k = 1, es decir, xk = x ∈ Rd, entonces se
obtiene la Ecuación de Skorohod, dada por

Gt(ϕ∣x) = G
0
t (ϕ∣x) +

∞
∑
j=0
∫

t

0
∫
(Rd)(j)

j

∏
i=1

Gt−s(ϕ∣y
i)Q(j)(dyj , ds∣x) (2.7)

donde yj = (y1, . . . , yj).

En el siguiente teorema se dan condiciones para la existencia de solución de la ecuación (2.6).

Teorema 6 (Moyal). Sea 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 y supóngase que P 0
t y Qt satisfacen las siguientes condiciones:

1. G0
t (ϕ∣x) es el funcional generador de probabilidades de una sub probabilidad de transición P 0

t (A∣x),
A ⊂ ΩF y satisface la propiedad de semigrupo, esto es

0 ≤ P 0
t (ΛF ∣x) ≤ 1, y

G0
t+s(ϕ∣x) = G

0
t (G

0
s(ϕ∣⋅)∣x), s, t ≥ 0, x ∈ Rd.

2. Qt(A∣x) ∶= ∑
∞
j=0Q

j
t(A

(j)∣x) donde A(j) = A⋂(Rd)(j), Qt(A∣⋅) es B(Rd)−medible ∀A ∈ B y Qt(⋅∣x)
es una subprobabilidad en B, ∀x ∈ Rd.

3. i. P 0
t (ΩF ∣x) +Qt(ΩF ∣x) = 1, ∀t ≥ 0, x ∈ Rd.

ii. ∀s, t ≥ 0 satisface
Qt+s(A∣x) = Qt(A∣x) + ∫

Rd
Qs(A∣y)P 0

t (dy∣x)

Entonces

a) La relación recursiva

G
(0)
t = G0

t ,

Gn+1
t (ϕ∣x) = G0

t (ϕ∣x) +
∞
∑
j=0
∫

t

0
∫
(Rd)(j)

j

∏
i=1

G
(n)
t−u(ϕ∣yi)Q

j(dyj , du∣x)

determina una sucesión no decreciente {G(n)}n de funcionales que converge a una función G∞
t ≤ 1,

donde G∞
t es la menor solución no negativa de (2.7) y satisface la propiedad de semigrupo

Gt+s(ϕ∣x) = Gs(Gt(ϕ∣⋅)∣x),

G0(ϕ∣x) = ϕ(x)

b) G∞
t es el FGP de una sub-probabilidad de transicion, P∞

t (es decir, P∞
t (ΩF ∣x) ≤ 1).

Demostración. Ver [45], Teorema 3.1. ∎

2.3. Sobre soluciones mild de EDP no-lineales

Sea (B, ∣∣ ⋅ ∣∣) un espacio de Banach, {Tt, t ≥ 0} un semigrupo de operadores lineales en B con generador
infinitesimal A y F ∶ R+ ×R → R una función Borel medible y acotada. La solución mild de la ecuación
diferencial parcial

∂ω

∂t
= Aω + F (t, ω(t)), ω(0) = ϕ, ϕ ∈ B,

si existe, es la solución de la ecuación integral

ω(t, x) = Ttϕ(x) + ∫
t

0
TsF (t − s,ω(t − s, ⋅))(x)ds. (2.8)
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Proposición 7. Si Ht(x, f) ∶=Ht(x) es la solución de la ecuación diferencial parcial no lineal

∂Ht

∂t
= (A − V I)Ht + V F (Ht), H0 = f ∈ D(A), (2.9)

donde D(A) es el dominio de A. Entonces Ht satisface la forma integral

H(t) = e−V tTtf + V ∫
t

0
e−V (t−s)Tt−sF (H(s))ds. (2.10)

Demostración. Sea g(s) ∶= vt−sH(s), 0 ≤ s ≤ T, T > 0 y donde vt(x) = e−V tTtf(x). Entonces

dg

ds
= −(A − V I) vt−sH(s) + vt−s

∂H

∂s
(s)

= −(A − V I) vt−sH(s) + vt−s (A − V I)H(s) + V vt−sF (H(s))

= −vt−s (A − V I)H(s) + vt−s (A − V I)H(s) + V vt−sF (H(s))

= V vt−sF (H(s))

Integrando la última igualdad resulta

∫
t

0

dg

ds
ds = g(t) − g(0)

= V ∫
t

0
vt−sF (H(s))ds

=H(t) − vtH(0).

De donde se sigue la forma integral

H(t) = e−V tTtf + V ∫
t

0
e−V (t−s)Tt−sF (H(s))ds

∎

Observaciones:

La ecuación (2.10) sólo requiere condiciones de medibilidad para f e integrabilidad para la solución
H. De ahí que, al no requerir que la solución sea suave, de existir, ésta es una solución más general
que la solución a (2.9). Así, toda solución de (2.9) es solución de (2.10).

Si (2.10) posee solución única en un intervalo [0, Tmax) tal solución se llama solución mild de (2.9).
Si Tmax = ∞ la solución es una solución global, de lo contrario se denomina solución no global o
bien, que explota en tiempo finito.

Se tiene que (2.10) es la ecuación de Skorohod correspondiente a un SPMM en el que los individuos
viven tiempos exponenciales de parámetro V > 0 y se mueven según una dinámica markoviana con
semigrupo {Tt, t ≥ 0}.

2.4. Procesos de Markov

Siendo de interés garantizar la existencia de sistemas de partículas Markovianos como los descritos en las
secciones anteriores, se concluirá el capítulo enunciando algunos resultados sobre procesos de Markov con
espacio de estadosM , un espacio métrico general. Se observará que los espaciosMp(Rd) yMF satisfacen
las hipótesis de los teoremas de está sección, de modo que la existencia de SPMM, es decir, de procesos
estocásticos en dichos espacios, quedará fundamentada.
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El siguiente teorema establece condiciones bajo las cuales, dada una función de transición, P , es posible
garantizar la existencia de un proceso de Markov que tenga a P como su función de transición.

Teorema 7. . Sea M localmente compacto, con base contable y Pt(x,A) una función de transición de
Markov en (M,B(M)), y {Tt} el semigrupo de operadores lineales correspondiente. Sea C∞

0 el espacio de
funciones continuas que se desvanecen en +∞. Si TtC∞

0 ⊂ C∞
0 y Ttf z→ f uniformemente en M cuando

t → 0 ∀f ∈ C∞
0 , entonces existe un proceso de Markov {X}t≥0, M -valuado, el cual es fuerte de Markov,

càdlàg y tiene a P como función de transición

P (Xt ∈ Γ∣Xs) = Pt−s(Xs ∈ Γ), c.s.

En términos de semigrupos, se tiene el siguiente resultado (ver [32]).

Teorema 8. Sea M localmente compacto. Si Tt ∶ Cb(M) → Cb(M) es un semigrupo de Feller tal que
Tt(C

∞
0 (M)) ⊂ C∞

0 (M) y es fuertemente continuo en t sobre C∞
0 (M), entonces existe un proceso de

Markov M -valuado X, con trayectorias en D(R+,M), tal que Em[f(Xt)] = Ttf(m), ∀f ∈ C(M), m ∈M ,
donde D(R+,M) es el espacio de funciones càdlàg de R+ en M .

Observaciones:

1. Notar que una de las hipótesis en los dos teoremas de existencia es que M sea localmente compac-
to. Más adelante se verá que estos teoremas pueden aplicarse directamente cuando se consideran
sistemas de partículas ramificadas con valores en MF (Rd) o Mp(Ṙd), los cuales son localmente
compactos.

2. Cuando M es localmente compacto, se sabe que

- CK(M) ⊂ C∞
0 (M) ⊂ C(M). Además C∞

0 (M) y C(M) son espacios de Banach con la norma
del supremo.

- CK(M) es denso en C∞
0 (M).

3. Es importante observar que hipótesis del estilo de TtC∞
0 ⊂ C∞

0 , no necesariamente se cumplen para
cualquier semigrupo y cualquier espacio de funciones. Por ejemplo, para S(Rd) ⊂ L2(Rd) ⊂ S′(Rd),
donde S(Rd) son las funciones infinitamente diferenciables y rapidamente decrecientes y S′(Rd) es
el espacio de las distribuciones de Schwartz, se sabe que ∆ mapea S(Rd) en sí mismo, es decir

∆S(Rd) ⊂ S(Rd),

y sin embargo, si 0 < α < 2 y ∆α = −(−∆)α/2, se tiene que

∆α(S(Rd)) ⊈ S(Rd).

Lo observado en 3), motiva introducir los siguientes espacios de funciones, para los cuales se satisface
dicha hipótesis si se considera al semigrupo de procesos α-estables simétricos con generador ∆α.

Sea ϕp(x) = (1 + ∣x∣2)
−p
, x ∈ Rd, y sean

Cp(Rd) = {ϕ ∶ Rd → R, continua y ∣∣ϕ∣∣p = sup
x

RRRRRRRRRRR

ϕ(x)

ϕp(x)

RRRRRRRRRRR

< +∞},

Cp(Ṙd) = {ϕ ∶ Ṙd → R, continua y ĺım
∣x∣→∞

=

RRRRRRRRRRR

ϕ(x)

ϕp(x)

RRRRRRRRRRR

= c ∈ R+ y ϕ(τp) = c}.
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Teorema 9. (Dawson-Gorostiza, 1990) Sea {Tt}t el semigrupo de operadores en L2(Rd) con generador
infinitesimal ∆α

a) ∀t ≥ 0 y p > d/2 (y adicionalmente p < (d+α)
2

, si α < 2)

Tt(Cp(Rd), ∣∣ ⋅ ∣∣p) ↪ (Cp(Rd), ∣∣ ⋅ ∣∣p),

es lineal y acotado

b) ∀ϕ ∈ Cp(Rd) tal que el límite

ĺım
∣x∣→∞

ϕ(x)

ϕp(x)

existe, la función tz→ Ttϕ es una curva continua en

Cp,0(Rd) = {ϕ ∈ C(Rd) ∶
ϕ

ϕp
∈ C0(Rd)} .

Demostración. Ver [10]. ∎

2.4.1. Caracterización Martingala

En este apartado se introducen las definiciones y resultados básicos referentes al problema de la martin-
gala para caracterizar procesos de Markov. Para mayores detalles ver [18].

A menos que se establezca la contrario, (M,r) denotará un espacio métrico general.

Definición 22. Sea X = {Xt, t ≥ 0} proceso de Markov homogéneo definido en (Ω,F , P ), con valores en
M , con función de transición P (t, µ,Γ). Sea

T (t)f(µ) = ∫
M
f(ν)P (t, µ, dν), f ∈ Bb(M).

Defínase

Â ∶= {(f, g) ∈ Bb(M) ×Bb(M) ∶ T (t)f − f = ∫
t

0
T (s)gds, ∀t ≥ 0}.

Â se llama el generador completo (full generator) de X.

Observación:

Nótese que A ⊂ Â donde

A = {(f, g) ∈ Bb(M) ×Bb(M) ∶ ĺım
t↓0

Ttf − f

t
= g ≡ Af}

es el generador infinitesimal de X.

Proposición 8. Sea X un proceso de Markov progresivamente medible con valores en M y función de
transición P (t, x,Γ), y sean {Tt}t≥0 y Â los correspondientes semigrupo y generador completo de X. Si
(f, g) ∈ Â, entonces

Ht ∶= f(Xt) − ∫
t

0
g(Xs)ds,

es una FXt -martingala, donde FXt = σ(Xs, s ≤ t).
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Corolario 2. Si X es un proceso de Markov respecto a {Ft} con semigrupo {Tt} y generador completo
Â, entonces

Ht = f(Xt) − ∫
t

0
g(Xs)ds

es Ft-martingala ∀(f, g) ∈ Â. En particular, ∀f ∈ Bb(M) tal que

Af = ĺım
t↓0

Ttf − f

t

existe, se cumple que {f(Xt) − ∫
t

0 Af(Xs)ds}
t≥0

es {Ft}-martingala.

Demostración. Sea (f, g) ∈ Â. Entonces

E [f(Xt+s) − ∫
t+s

0
g(Xu)du∣Ft]

= E [f(Xt+s)∣Ft] −E [∫
t

0
g(Xu)du∣Ft] −E [∫

t+s

t
g(Xu)du∣Ft]

= Tsf(Xt) − ∫
s

0
Tug(Xt)du − ∫

t

0
g(Xu)du

= Tsf(Xt) − f(Xt) − ∫
s

0
Tug(Xt)du + f(Xt) − ∫

t

0
g(Xu)du

= f(Xt) − ∫
t

0
g(Xu)du.

∎

Stroock y Varadhan (ver [50], [51] y [52]) usan la propiedad de martingala establecida en la proposición
anterior para caracterizar procesos de Markov asociados a un generador A.

Definición 23. Sea A ⊂ Bb(M) ×Bb(M). Se dice que X es una solución al problema de la martingala
para A, si X es un proceso estocástico medible M -valuado definido sobre algún espacio de probabilidad
(Ω,F ,P), tal que para cada (f, g) ∈ A,

Ht ∶= f(Xt) − ∫
t

0
g(Xs)ds, (2.11)

es una FX,∗t martingala, donde

FX,∗t ∶= FXt ∨ σ (∫
s

0
h(Xu)du ∶ s ≤ t, h ∈ Bb(M)) .

Si Gt ⊃ F
X,∗
t y (2.11) es martingala respecto a {Gt} para cada (f, g) ∈ A, entonces se dice que X es una

solución al problema de la martingala para A con respecto a {Gt}.
Si se específica una distribución inicial µ, medida de probabilidad en M , entonces se dice que X es
solución al problema de la martingala para (A,µ) si también se cumple que PX−1

0 = µ.

Definición 24. Sea X un proceso con trayectorias en D(R+,M). Se dirá que P , una medida de proba-
bilidad sobre D(R+,M)), es una solución al problema de la martingala para A (o para (A,µ)), si
el proceso coordenado sobre (D(R+,M),F , P ) definido por

X(t, ω) = ω(t), ω ∈D(R+,M), t ≥ 0,

es una solución del problema de la martingala para A (o para (A,µ)) según la definición anterior.

Observación. Para el caso en el que X es progresivo, se tiene que FX,∗t = FXt , y si X es continuo por la
derecha y adaptado, usando la Proposición 1.13 de [39], se sigue que X es progresivamente medible, por
lo tanto se tiene la misma igualdad.
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Proposición 9. Un proceso medible X es una solución al problema de la martingala para A si, y sólo
si,

E [(f(Xtn+1) − f(Xtn) − ∫
tn+1

tn
g(Xs)ds)

n

∏
k=1

hk(Xtk)] = 0 (2.12)

para todo 0 ≤ t1 < t2 < ⋯ < tn+1, (f, g) ∈ A y h1, . . . , hn ∈ Bb(M).

De lo anterior, se sigue que un proceso medible que es solución a un problema de martingala hace referencia
a sus distribuciones finito-dimensionales. En particular, cualquier modificación medible de una solución
del problema de la martingala para A es también una solución.

Proposición 10. Si X es de Markov homogéneo de generador A y trayectorias en D(R+,M), entonces
F∗t = FXt , t ≥ 0 y

f(Xt) − ∫
t

0
Af(Xs)ds, t ≥ 0,

es {FXt }-martingala ∀f ∈ Dom(A) ∩Bb(M), es decir X es solución del problema de la martingala para

A = {(f,Af) ∶ f ∈ Dom(A) ∩Bb(M)} .

2.5. Resumen

El apartado anterior estableció los conceptos y resultados necesarios para los sistemas de partículas
ramificadas, dentro de los más importantes se tienen los siguientes:

1. En un modelo de población, cada estado de la población {xi, i ∈ I}, I ⊂ N, puede identificarse con
los átomos de una medida simple en N . De modo que un SPM corresponde a un proceso de Markov
con valores en el espacio de medidas puntuales, N .

2. Para el caso de SPMM, las probabilidades de transición homogéneas satisfacen la ecuación integral
(2.5) (como la denomina Moyal en [45]).

3. En términos del FGPT, la ecuación (2.5) se transforma en la ecuación de Moyal, y utilizando la
propiedad multiplicativa (2.2), es suficiente considerar la ecuación de Skorohod (2.7).

4. Así, determinar la existencia de un proceso con función de transición P , implica determinar la
existencia de una solución a la ecuación (2.5). Sin embargo, por lo anterior, esto es equivalente a
determinar la existencia de una solución para la ecuación de Skorohod. Las condiciones para que
dicha solución exista, se establecen en el Teorema 6.

5. Para una dinámica espacial determinada, es posible expresar la ecuación de Skorohod en términos
de EDP no lineales (2.9), cuya solución queda expresada en términos del semigrupo asociado a
la parte espacial del sistema, y de F , la función generadora de probabilidades de la dinámica de
ramificación. En el capítulo siguiente, se prestará atención a un caso particular de SPMM, los
denominados procesos de difusión ramificados, en los cuales la dinámica espacial corresponde a un
movimiento α-estable simétrico.

6. La existencia de procesos de Markov con espacio de estadosMF (Rd), y trayectorias en D(R+,MF ),
queda garantizada con el Teorema 8.

7. Para el caso de procesos de Markov con valores enMp(Rd), para poder hacer uso del Teorema 8,
Iscoe (1986) utiliza el espacioMp(Ṙd), el cual es localmente compacto.
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8. Los resultados y definiciones sobre caracterización martingala serán utilizados en los últimos ca-
pítulos, con M = D(R+,Mp(Rd)), y para aquellos casos en los que se requiera que el espacio sea
localmente compacto, con M =D(R+,Mp(Ṙd)).

Notas Adicionales

En [43] se encuentran los resultados principales sobre procesos de Markov discontinuos, en este
artículo Moyal establece las condiciones bajo las cuales existe una solución para la ecuación (2.5).
En [44] se establece la construcción del espacio de probabilidad para procesos de población y se
da la caracterización como procesos de Markov con valores en el espacio de medidas de contar y
finalmente, en [45] se establece lo referente a procesos de población multiplicativos.

El espacio de probabilidad definido al inicio de este capítulo para los procesos de población es
llamado proceso puntual en [44], sin embargo no debe confundirse con el concepto de campo aleatorio
enunciado en el capítulo 1.





Capítulo 3

Movimiento α-estable Ramificado

Debido a que interesa obtener el superbrowniano como límite de difusión de movimientos Brownianos
ramificados (MBR), este capítulo tiene como objetivo definir y dar algunos resultados relevantes para un
proceso más general, el Movimiento α-estable Ramificado, que será denotado por MRα, para α ∈ (0,2].
Esté tipo de procesos son SPMM conocidos como procesos de difusión ramificados. La fuente bibliográfica
corresponde a [17] y [36].

3.1. Descripción Heurística

El Movimiento α-estable Ramificado (MRα), para 0 < α ≤ 2, es un proceso con valores en el espacio
de medidas de contar en Rd, que inicia con una sola partícula, δx, en el que cada individuo se desplaza
independientemente siguiendo un movimiento α-estable simétrico en Rd, y los tiempos de vida de las
partículas son exponenciales. Así, el MRα, queda determinado por los siguientes elementos:

1. Estado Inicial. El estado inicial del sistema es una única partícula en la posición x, para x ∈ Rd,
es decir, N0 = δx.

2. Tasa de Ramificación. El Tiempo de vida de las partículas es exponencial de parámetro V , por
lo que la probabilidad de que muera en el intervalo [t, t +∆t] es V δt + ○(∆t).

3. Movimiento Espacial Al transcurrir el tiempo cada partícula se desplaza, independientemente
de las otras, siguiendo un Movimiento α-estable esféricamente simétrico en Rd, con familia de
densidades de transición p(t, x, y) ∶= Pt(y − x) cuya función característica es

∫
Rd
eix⋅yPt(x)dx = exp(−t∣y∣α), y ∈ Rd.

El semigrupo {Tαt ∶ t > 0} asociado a las probabilidades de transición es

(Tαt ϕ) (x) = ∫Rd
Pt(x − y)ϕ(y)dy, x ∈ Rd,

para cada ϕ ∈ Bb(Rd). El generador infinitesimal de {Tαt ∶ t ≥ 0} es la potencia fraccionaria
∆α = −(−∆)α/2, del Laplaciano en Rd y D(∆α) su dominio. Para α = 2, se denota ∆2 ∶=

1
2
∆.

4. Mecanismo de Ramificación. Cuando la partícula muere, da origen a k individuos con proba-
bilidades qk, k = 0,1,2, . . .1. La ramificación es local , es decir, la descendencia aparece en el lugar

1En el caso en el que q0 = q2 = 1
2
, se denomina ramificación binaria crítica
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donde murió su progenitora, y ellas se desplazan y se reproducen independientemente unas de otras,
con la misma dinámica que sus progenitoras. Su función generadora de probabilidades,

F (s) =
∞
∑
k=0

skqk, ∣s∣ ≤ 1, (3.1)

es tal que su primer y segundo momentos factoriales, m1 y m2, son finitos.

Observaciones:

1. Debido a que la tasa de ramificación es exponencial y a que el movimiento α-estable es un proceso
de Markov, el MRα hereda la propiedad Markoviana. De hecho, en la definición anterior podría
considerarse cualquier proceso de Markov para el movimiento espacial de las partículas.

2. Si se considera que la población inicial es una medida de contar µ ∈ N(Rd), por la independencia,
se sigue que MRα es un SPMM, es decir se cumple (2.1).

3. Para el movimiento de las partículas, en el caso α = 2, se obtiene el movimiento browniano estándar
en Rd, de modo que sus probabilidades de transición son las densidades gaussianas

Pt(y − x) = (
1

2πt
)
d/2

exp(−
∣∣x − y∣∣2

2t
) , t > 0, P0(y − x) = δy−x.

y el semigrupo {Tt ∶ t ≥ 0} asociado a las probabilidades de transición {Pt(x) ∶ t > 0} tiene como
generador infinitesimal al operador 1

2
∆, donde ∆ es el Laplaciano en Rd y D(∆) su dominio.

3.2. Caracterización mediante la ecuación de Skorohod

En esta sección se dará una caracterización rigurosa del MRα , mediante su FGPT.

Proposición 11. El proceso N = {Nt}t≥0 es un MRα en Rd, con N0 = δx, si su FGPT, Gt(ϕ,x), es la
única solución de la ecuación de Skorohod (2.7),

Gt(ϕ∣x) = e
−V tTαt ϕ(x) + V ∫

t

0
e−V uTαu (F [Gt−u(ϕ∣⋅)])(x)du, (3.2)

donde {Tαt , t ≥ 0} es el semigrupo asociado al movimiento espacial de las partículas.

Demostración. Usando la ecuación (2.5) se tiene que las probabilidades de transición satisfacen la iden-
tidad

Pt(A∣x) = P 0
t (A∣x) +

∞
∑
j=0
∫

t

0
∫
(Rd)j

Pt−s(A∣yi)Q(j)(dyj , ds∣x). (3.3)

Dadas las características del sistema, es posible determinar P 0
t (A∣x) y Q(j)(dyj , ds∣x). Para la parte

correspondiente a la probabilidad de transición sin saltos en el tamaño de la población, se tiene

P 0
t (dµ∣x) = P

0
t (dδy ∣x) = e

−V tPt(y − x)dy, x, y ∈ Rd, (3.4)

donde Pt(y − x) es la probabilidad de desplazarse de la posición x a la posición y, determinada por el
movimiento α-estable en Rd, para 0 < α ≤ 2. Así, P 0

t (dy∣x) se interpreta como la probabilidad de que la
partícula migre de la posición x a la posición y con probabilidad Pt(y − x)) en el intervalo (0, t] y no se
ramifique (para no tener saltos) con probabilidad e−V t.
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Por otra parte, la distribución conjunta del primer tiempo de salto, u, y el estado inmediato yj =

δ(y1,...,yj) ∈ (Rd)j , dado que la partícula se encuentra en la posición x ∈ Rd, es

Qj(dyj , du∣x) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

e−V uV q0du, j = 0

V e−V uqjPu(y − x)δ(y1,...,yj)dydu, j = 1,2, . . .

(3.5)

Es decir, la probabilidad de que ocurran saltos en el tamaño de la población es igual a no ramificarse hasta
el tiempo u con probabilidad e−V u, y con tasa V ramificarse en el intervalo de tiempo du, ocasionando

a) la extinción del sistema con probabilidad q0, o bien

b) con probabilidad qj dar origen a j partículas localizadas en la posición en la cual muere y se ramifica
la partícula progenitora, y, la cual se desplazo a dicha posición con probabilidad Pu(y − x). Las
partículas hijas serán denotada por δ(y1,...,yj)(dy

j), donde cada yi debe ser igual a y.

Así, sustituyendo (3.4) y (3.5) en la expresion (3.3), se obtiene

Pt(A∣x) = e−V tPt(y − x)dy +
∞
∑
j=0
∫

t

0
∫
(Rd)j

Pt−s(A∣yi)V e−V uqjPu(y − x)δ(y1,...,yj)(dy
j)dydu.

Multiplicando por el factor e⟨µ,logϕ⟩ e integrando sobre todo el espacio, con ϕ ∈ Bb(Rd) y usando el
teorema de Tonelli-Fubini se tiene

Gt(ϕ∣x) = (3.6)

∫ e<µ,logϕ>e−V tPt(y − x)dy +
∞
∑
j=0
∫

t

0
∫
(Rd)j

∫ e<µ,logϕ>Pt−s(A∣yi)V e−V uqjPu(y − x)δ(y1,...,yj)(dy
j)dydu.

Obsérvese que, en el primer sumando, si se inicia con una población µ = δy, se tiene que e⟨µ,logϕ⟩ = ϕ(y).
Por otra parte, usando que el proceso es multiplicativo se sigue que

∫ e<µ,logϕ>Pt−s(A∣yi) = [Gt−u(ϕ∣y)]
j
.

Con lo anterior se tiene que

Gt(ϕ∣x) = ∫ ϕ(y)e−V tPt(y − x)dy +
∞
∑
j=0
∫

t

0
∫
Rd
V e−V u[Gt−u(ϕ∣y)]

j
qjPu(y − x)dydu.

Usando que
∞
∑
j=0

[Gt−u(ϕ∣y)]
j
qj = F (Gt−u(ϕ∣y)) ,

y que Tαt f(x) = ∫ f(y)Pt(y − x)dy, se obtienen las igualdades

Gt(ϕ∣x) = ∫ ϕ(y)e−V tPt(y − x)dy + ∫
t

0
∫
Rd
V e−V uPu(y − x)F (Gt−u(ϕ∣y))dydu

= e−V tTαt ϕ(x) + V ∫
t

0
e−V u ∫

Rd
F (Gt−u(ϕ∣y))Pu(y − x)dydu

= e−V tTαt ϕ(x) + V ∫
t

0
e−V uTαu [F (Gt−u(ϕ∣⋅))] (x)du,

donde la última igualdad es la expresión (3.2) que se deseaba encontrar.

Resta garantizar la existencia de una solución para (3.6). La existencia y unicidad, se establece por
cualesquiera de los dos métodos siguientes:
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1. Usando el Teorema 6, se sigue que (2.6) posee una única solución (llamada por Watanabe la so-
lución probabilística).

2. El segundo método es observando que, en términos de semigrupos, la ecuación (3.2) es la forma
integral de una EDP semi-lineal del tipo de la ecuación (2.10) establecido en el capítulo anterior,
la cual tiene solución única ([46], cap. 6) cuando F es Lipschitz continua (lo cual es cierto pues F
es una función generadora de probabilidades). Así, usando (2.9), se tiene que el FGPT del MRα es
la única solución mild a la EDP siguiente

∂Gt(ϕ∣x)

∂t
= (∆α − V I)Gt(ϕ∣x) + V F (Gt(ϕ∣x)),

G0(ϕ∣ ⋅ ) = ϕ ∈D(∆α).

∎

Nota 5. Con lo anterior se ha garantizado la existencia del MRα, para N0 = δx. El caso en el que
N0 = µ ∈ M(Rd), no necesariamente finita, será comentado al final de esta sección, haciendo uso del
Teorema 7 y resultados sobre el espacio de medidas p−temperadas.

3.3. Funcional de Laplace

Recuérdese que, del mismo modo en el que la transformada de Laplace permite caracterizar a las variables
aleatorias no negativas, el funcional de Laplace lo hace en el caso de medidas aleatorias no negativas. Es
por ello que en esta sección se determinará el funcional de Laplace del MRα. Se muestran los resultados
para los casos en los que la población inicial es una única partícula o cuando es un campo aleatorio de
Poisson, y se generalizará para una medida aleatoria puntual (no necesariamente de Poisson).

Funcional de Laplace del MRα con N0 = δx, x ∈ Rd.

Proposición 12. Sea N = {Nt}t≥0 un MRα con 0 < α ≤ 2, tal que N0 = δx para alguna x ∈ Rd. Entonces
el funcional de Laplace de N cumple la ecuación integral no lineal

Lt(ϕ∣x) ∶= E[e−<Nt,ϕ>∣N0 = δx] = e
−V t (Tαt e

−ϕ) (x) + V ∫
t

0
e−V uTαu (F [Lt−u(ϕ∣⋅)])(x)du, (3.7)

es decir, Lt(ϕ∣ ⋅ ) es la solución mild de la EDP no lineal

∂ut
∂t

= (∆α − V )ut + V F (ut), t > 0,

u0 = e
−ϕ, ϕ ∈ B+

b (R
d). (3.8)

Demostración. Usando la relación (1.5) del FGPT y el FL de N , se tiene que Gt(e−ϕ∣x) = Lt(ϕ∣x).
Entonces, sustituyendo e−ϕ en la ecuación de Skorohod (2.7), se obtiene el funcional de Laplace de N
dado por la expresión

Lt(ϕ∣x) = e
−V t (Tαt e

−ϕ) (x) + V ∫
t

0
e−V uTαu (F [Lt−u(ϕ∣⋅)])(x)du.

Para demostrar la última afirmación basta observar que la igualdad anterior es de la forma (2.10) y por
lo tanto satisface (3.8) con ut(x) = Lt(ϕ∣x).

∎

La ecuación (3.7) suele denominarse ecuación log-Laplace del MRα .
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Funcional de Laplace del MRα con N0 ∼ Poisson(λ)

Proposición 13. Sea N = {Nt}t≥0 un MRα con 0 < α ≤ 2, tal que N0 es un campo de Poisson con
intensidad λ, donde λ es la medida de Lebesgue en Rd. Entonces el funcional de Laplace de Nt es

Lt(ϕ) ∶= E [e−⟨Nt,ϕ⟩] = e−⟨λ,vt⟩, ϕ ∈ B+
b (R

d), t ≥ 0,

donde vt(⋅) = 1 −Lt(ϕ∣⋅) es la única solución de evolución de la EDP

∂vt
∂t

= ∆αvt(x) − V [F (1 − vt(x)) − (1 − vt(x))] ,

v0 = 1 − e−ϕ. (3.9)

Demostración. Sea N = {Nt}t≥0 como en el enunciado de la proposición. Sea {Kj}j≥1 una sucesión de
conjuntos compactos en Rd tales que Kj ⊂Kj+1, ∀i y Rd = ∪jKj . Sea

N j
0(⋅) = N0(⋅ ∩Kj), ∀j ≥ 1.

Entonces la población inicial sobre cada compacto es finita casi seguramente, es decir

P[N j
0(R

d) < +∞] = 1, ∀j ≥ 1.

La ventaja de considerar la medida restringida a Kj , N j
0(⋅), radica en que para este tipo de conjuntos se

tiene una representación de las medidas puntuales dada en (1.2).
Sean

0 ≤ ti ≤ t2 ≤ ⋯ ≤ tm, ϕ1,⋯, ϕm ∈ C+
K(Rd), u1, u2,⋯, um ∈ R+, m = 1,2, . . . .

Considérese lo siguiente

E [e−∑
m
i=1 ui<Nti ,ϕi>] =

∞
∑
n=0

E [e−∑
m
i=1 ui<Nti ,ϕi>∣N j

0(R
d) = n]P[N j

0(R
d) = n].

Usando que la suma en la exponencial es invariante respecto a permutaciones de los índices , al condicionar
a que el campo Poisson tenga n partículas enKj , se tienen n v.a. uniformes independientes en el compacto
Kj , las cuales corresponden a la distribución espacial de dichas partículas. Luego,

E [e−∑
m
i=1 ui<Nt,ϕi>∣N j

0(R
d) = n] =

n

∏
k=1

1

λ(Kj)
∫
Kj

E [e−∑
m
i=1 ui<Nti ,ϕ>∣N0 = δxk]dxk

=
1

(λ(Kj))n
(∫

Kj
E [e−∑

m
i=1 ui<Nti ,ϕi>∣N0 = δx]dx)

n

,

mientras que

P[N j
0(R

d) = n] = e−λ(Kj)
λ(Kj)

n

n!
.

Así,

E [e−∑
m
i=1 ui<Nti ,ϕi>] = e−λ(Kj)

∞
∑
n=0

1

n!
(∫

Kj
E [e−∑

m
i=1 ui<Nti ,ϕi>∣N0 = δx]dx)

n

= e−λ(Kj) exp(∫
Kj

E [e−∑
m
i=1 ui<Nti ,ϕj>∣N0 = δx]dx)

= exp [∫
Kj

(E [e−∑
m
i=1 ui<Nti ,ϕi>∣N0 = δx] − 1)λ(dx)]

= exp (− ⟨λ∣Kj ,1 −E [e−∑
m
i=1 ui<Nti ,ϕi>∣N0 = δ( ⋅ )]⟩)

= exp(−⟨λ∣Kj ,1 −E [e−∑
m
i=1 ui<N

( )
ti
,ϕi>]⟩) ,
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donde N ( )
ti

denota al MRα al tiempo t, iniciando con un individuo δx. La expresión anterior corresponde
al funcional de Laplace de Nt, iniciando con un un campo de Poisson restringído a Kj . Haciendo Kj ↑ Rd,
se obtiene

E [e−∑
m
i=1 ui<Nti ,ϕi>] = exp(−⟨λ,1 −E [e−∑

m
i=1 ui<N

( )
ti
,ϕi>]⟩) . (3.10)

Tomando m = 1 y u = 1,

E [e−<Nt,ϕ>] = exp (− ⟨λ,1 −E [e−<N
( )
t ,ϕ>]⟩) = exp (− ⟨λ,1 −Lt(ϕ∣ )⟩) .

Ahora, denótese vt(x) ∶= 1 − ut(x), donde ut(x) es la solución mild de (3.8). Entonces,

∂vt(x)

∂t
= −

∂ut(x)

∂t

= −(∆α − V )ut + V F (ut)

= −(∆α − V ) (1 − vt(x)) + V F (1 − vt(x))

= −∆α(1 − vt(x)) + V (1 − vt(x)) + V F (1 − vt(x))

= ∆α(vt(x)) − V (1 − vt(x)) + V F (1 − vt(x))

= ∆α(vt(x)) + V (F (1 − vt(x)) − (1 − vt(x))).

Por lo tanto, vt(⋅) = 1 −Lt(ϕ∣⋅) es la única solución de evolución de la EDP (3.9), es decir

vt(x) = T
α
t (1 − e−ϕ) (x) − V ∫

t

0
Tαs [F (1 − vt−s(⋅)) − (1 − vt−s(⋅))] (x)ds.

∎

Para aquellos casos en los que se tenga una expresión explícita para el generador de probabilidades, es
factible encontrar una expresión explícita para la EDP. Por ejemplo, cuando la ramificación es binaria
crítica, la función generadora es de la forma

F (s) =
1

2
+

1

2
s2, s ∈ [0,1],

y así, la EDP (3.9) satisface

∂vt
∂t

= ∆αvt(x) − V [F (1 − vt(x)) − (1 − vt(x))]

= ∆αvt(x) − V [
1

2
+

1

2
(1 − vt(x))

2 − (1 − vt(x))]

= ∆αvt(x) − V [
1

2
+

1

2
(1 − 2vt(x) + v

2
t (x)) − (1 − vt(x))]

= ∆αvt(x) − V v
2
t (x).

Es decir,

∂vt
∂t

= ∆αvt(x) −
V

2
v2
t (x)

v0 = 1 − e−ϕ.
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Funcional de Laplace de MRα con N0 ∈ N(Rd).

La siguiente proposición establece un resultado análogo al caso anterior, para unMRα cuyo estado inicial
es cualquier medida puntual.

Proposición 14. Sea N = {Nt, t ≥ 0}, un MRα , donde N0 = µ ∈ N(Rd). Entonces

E [e−<Nt,ϕ>∣N0 = µ] = e
<µ,log(1−vϕ(t))>

para ϕ ∈ C+
K(Rd), donde vϕ es la (única) solución global de evolución de (3.9).

Demostración. Por la propiedad de ramificación, se puede suponer que µ es simple y µ = ∑
n
i=1 δxi en el

compacto A ⊂ Rd. Entonces, restringiendo µ a A resulta

E [e−<Nt,ϕ>∣N0 = µ] =
n

∏
i=1

E [e−<Nt,ϕ>∣N0 = δxi]

= exp{log(
n

∏
i=1

Ee−<N
xi
t ,ϕ>)}

= exp{
n

∑
i=1

log (Ee−<N
xi
t ,ϕ>)}

= e<µ,loguϕ(t)>,

donde u cumple (3.8). Luego, haciendo A ↑ Rd y poniendo vϕ(t, x) = 1 − ut(x) se sigue el resultado. ∎

3.4. Intensidad del MRα

La ecuación de Skorohod y el funcional de Laplace, permiten el cálculo de momentos para el proceso N .
A continuación se derivan las expresiones para la intensidad del MRα para los tres casos de la sección
anterior.

Intensidad del MRα con N0 = δx

Teorema 10. Sea Nx = {Nx
t }t≥0 un MRα tal que N0 = δx. Entonces ∀f ∈ Bb(Rd),

E < Nx
t , f >∶= Ex < Nt, f >= eV (m−1)tTαt f(x), t ≥ 0, (3.11)

donde m es el primer momento de la ley de ramificación F .

Demostración. De manera similar al caso de variables aleatorias, la intensidad del MRα se obtiene como
la derivada del FGPT, es decir,

d

dθ
Gt (e

−θf ∣x)
RRRRRRRRRRRθ=0

=
d

dθ
E [e⟨N

x
t ,−θf⟩]

RRRRRRRRRRRθ=0

, (3.12)

donde Gt(ϕ∣x) ∶= E [e<N
x
t ,logϕ>]. Así, derivando de la manera usual el lado derecho en (3.12) se sigue la

primera igualdad:

d

dθ
E [e−<N

x
t ,f>θ] ∣

θ=0
= E [e−<N

x
t ,f>θ < Nt, f >] ∣

θ=0
= −E < Nx

t , f >, θ > 0.
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Por otra parte, usando la relación entre el FGPT y el funcional de Laplace de N ,

E [e−⟨N
x
t ,f⟩θ] = Lt(θf) = Gt(e

−θf ∣x), (3.13)

y aplicando (3.2) con ϕ ≡ e−θf , resulta

Gt(e
−θf ∣x) = e−V tTαt e

−θf + V ∫
t

0
e−V uTαu [F (Gt−u (e−θf ∣⋅))] (x)du

= e−V tTαt e
−θf + V ∫

t

0
e−V uTαu [F (E [e

−⟨N( )t−u,f⟩θ])] (x)du.

Derivando la expresión anterior respecto a θ y usando (3.13), se siguen las siguientes igualdades

d

dθ
Gt (e

−θf ∣x) ∣
θ=0

=
d

dθ
e−V tTαt e

−θf
RRRRRRRRRRRθ=0

+
d

dθ
V ∫

t

0
e−V uTαu [F (E [e

−⟨N( )t−u,f⟩θ])] (x)du
RRRRRRRRRRRθ=0

= e−V t
d

dθ
Tαt e

−θf
RRRRRRRRRRRθ=0

+ V ∫
t

0
e−V u

d

dθ
Tαu [F (E [e

−⟨N( )t−u,f⟩θ])] (x)du
RRRRRRRRRRRθ=0

.

Observar que

d

dθ
Tαt e

−θf
RRRRRRRRRRRθ=0

=
d

dθ
∫ e−θf(y)Pt(y − x)dy

RRRRRRRRRRRθ=0

= ∫
d

dθ
e−θf(y)

RRRRRRRRRRRθ=0

Pt(y − x)dy

= ∫ −f(y)e−θf(y)
RRRRRRRRRRRθ=0

Pt(y − x)dy

= ∫ −f(y)Pt(y − x)dy = −T
α
t f(x),

y también, si
dF

ds

RRRRRRRRRRRs=1

=m < +∞,

d

dθ
Tαu [F (E [e

−⟨N( )t−u,f⟩θ])] (x)du
RRRRRRRRRRRθ=0

= Tαu

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

d

dθ
F (E [e

−⟨N( )t−u,f⟩θ])

RRRRRRRRRRRθ=0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(x)du

= Tαu

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

F (E [e
−⟨N( )t−u,f⟩θ])

d

dθ
E [e−⟨N

x
t−u,f⟩θ]

RRRRRRRRRRRθ=0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(x)du

= Tαu

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

F (E [e
−⟨N( )t−u,f⟩θ])E [−e−⟨N

x
t−u,f⟩θ < Nt−u, f >]

RRRRRRRRRRRθ=0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(x)du

= Tαu [F (1)E− < Nx
t−u, f > ](x).

Por lo tanto, sustituyendo los cálculos anteriores,

Ex < Nt, f > =
d

dθ
Gt (e

−θf ∣x) ∣
θ=0

= e−V tTαt f(x) + V m∫
t

0
e−V uTαu (E⋅ < Nt−u, f >) (x)du. (3.14)

Ahora supóngase que f ≥ 0 (si no fuera el caso, se descompone a f en su parte positiva y parte negativa y se
usa linealidad). Aplicando la transformada de Laplace L en (3.14), se tiene que si L(Ex < N(⋅), f >, λ) ∶= Fλ,
entonces

Fλ = ∫
∞

0
e−λte−V tTαt f(x)dt + V m∫

∞

0
e−λte−V tTαt L(E < N ,f >, λ)dt.
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Teniendo en cuenta [46] que el resolvente de (∆α − V I) en λ, es

R(∆α − V I, λ) = [λI − (∆α − V I)]
−1
,

y aplicado a ϕ da
R (∆α − V I, λ)ϕ = ∫

∞

0
e−λt (e−V tTαt )ϕdt,

Fλ se reescribe como
Fλ = R (∆α − V I, λ) f + V mR(∆α − V I)Fλ. (3.15)

Aplicando el inverso del resolvente a la identidad anterior se obtiene

[λI − (∆α − V I) ]Fλ = f + V mFλ,

es decir
[λI − (∆α + V (m − 1)) ]Fλ = f.

Utilizando nuevamente el resolvente,

Fλ = R (∆α + V (m − 1), λ) f = ∫
∞

0
e−λteV (m−1)tTαt f(x)dt.

Y por unicidad del funcional de Laplace se sigue que

Ex < Nt, f >= eV (m−1)tTαt f(x).

∎

Observaciones:

1. El término V (m − 1) se conoce como el parámetro de Malthus, y determina el comportamiento
asintótico promedio de la población.

2. Si se toma f = 1A entonces E < Nx
t , f > da la población promedio al tiempo t en el conjunto A,

procreada por el ancestro δx.

Intensidad del MRα con N0 un campo de Poisson(λ)

Teorema 11. Sea N = {Nt}t≥0 un MRα con N0 un campo de Poisson(λ). Entonces ∀ϕ ∈ Bb(Rd), la
intensidad de N , satisface

< ENt, ϕ >= E < Nt, ϕ >= ⟨λ, eV (m−1)tTαt ϕ⟩ , t ≥ 0.

Demostración. Usando (3.10) con m = 1, ϕ1 = 1 y u1 = θ constante positiva, se tiene

E [e−<Nt,ϕθ>] = exp{−⟨λ,1 −E [e−<N
(⋅)
t ,ϕθ>]⟩} , θ > 0.

Entonces

E < Nt, ϕ > = −
d

dθ
E [e−<Nt,ϕθ>]

RRRRRRRRRRRθ=0

= − exp{−⟨λ,1 −E [e
−⟨N(⋅)t ,ϕθ⟩

]⟩} ⟨λ,−E [e
−⟨N(⋅)t ,ϕθ⟩

⟨N
(⋅)
t , ϕ⟩]⟩

RRRRRRRRRRRθ=0

= ⟨λ,E ⟨N
(⋅)
t , ϕ⟩⟩ .
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Por lo tanto, usando (3.11), se sigue que

E < Nt, ϕ > = ⟨λ,E < N
(⋅)
t , ϕ >⟩

= ⟨λ, eV (m−1)tTαt ϕ⟩ .

∎

Para el caso en el que la intensidad del campo aleatorio Poisson N0 es la medida de Lebesgue λ en Rd,
se tiene, para ϕ ∈ Bb(Rd), que

< λ,Tαt ϕ > = ∫ Tαt ϕ(x)dx

= ∫ (∫ ϕ(y)Pt(y − x)dy)dx

= ∫ ϕ(y) (∫ Pt(y − x)dx)dy = ∫ ϕ(y)dy.

Por lo tanto,
E < Nt, ϕ >= eV (m−1)t < λ,ϕ > .

Intensidad del MRα con N0 ∈ N(Rd).

Para este caso, usando la Proposición 14 se establece el siguiente corolario sobre la intensidad del MRα

para N0 ∈ N(Rd).

Corolario 3. Sea N = {Nt} un MRα , con N0 = µ ∈ N(Rd). Si m = F ′(1) < +∞, entonces

E < Nt, ϕ >= ⟨µ, eV (m−1)tTαt ϕ⟩ , ϕ ∈ Bb(Rd).

Demostración. De la Proposición 14 se tiene que ∀r ∈ [0,+∞),

E [e−⟨Nt,rϕ⟩] = E [E [e−⟨Nt,rϕ⟩∣N0]]

= E [e⟨N0,log(1−vrϕ(t))⟩] ,

donde vrϕ es la solución de evolución de (3.9), es decir

∂vrϕ(t)

∂t
= ∆αvrϕ(t) − V [F (1 − vrϕ(t)) − (1 − vrϕ(t))] ,

v0 = 1 − e−ϕ.

Luego,

E < Nt, ϕ > = −
d

dr
E [e−<Nt,rϕ>]

RRRRRRRRRRRr=0

= −[Ee−<N0,log(1−vrϕ(t))> ⟨N0,−
1

1 − vrϕ(t)

∂

∂r
vrϕ(t)⟩]

RRRRRRRRRRRr=0

. (3.16)

Para encontrar ∂
∂r
vrϕ(t), nótese que
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∂

∂t
vrϕ(t) = (∆α − V ) vrϕ + V [1 − F (1 − vrϕ(t))] , t > 0, (3.17)

vrϕ(x,0) = 1 − e−rϕ(x).

Usando un desarrollo de Taylor de segundo orden

1 − F (1 − vrϕ) = F
′(1)vrϕ −

1

2!

d2

ds2
F (ξr)v

2
rϕ,

con ξr ∈ (vrϕ,1). Entonces, usando que F ′(1) =m, la ecuación (3.17) cambia a

∂

∂t
vrϕ(t) = (∆α − V ) vrϕ + V [mvrϕ −

1

2!

d2

ds2
F (ξr)v

2
rϕ] ,

= (∆α − V (m − 1)) vrϕ −
V

2
F ′′(ξr)v

2
rϕ,

de donde se sigue que

vrϕ(t) = e
V (m−1)tTαt (1 − e−rϕ) − V ∫

t

0
eV (m−1)Tαs [

F ′′

2
(ξr)vrϕ(t − s)

2] (x)ds.

Derivando con respecto a r y evaluando en r = 0

∂

∂r
vrϕ(t)

RRRRRRRRRRRr=0

= eV (m−1)tTαt ϕe
−rϕ

RRRRRRRRRRRr=0

− V
∂

∂r
(∫

t

0
eV (m−1)sTαs [

F ′′

2
(ξr)(vrϕ(t − s))

2]ds)
RRRRRRRRRRRr=0

= eV (m−1)tTαt ϕ(x).

Se ha usado que v0 ≡ 0 y la dependencia continua de (3.17) respecto a la condición inicial [30]. Por lo
tanto, sustituyendo esta última expresión en (3.16), se sigue que

E < Nt, ϕ > = −[Ee−<N0,log(1−vrϕ(t))> ⟨N0,−
1

1 − vrϕ(t)

∂

∂r
vrϕ(t)⟩]

RRRRRRRRRRRr=0

= −E [e0 ⟨µ,−eV (m−1)tTαt ϕ⟩]

= ⟨µ, eV (m−1)tTαt ϕ⟩ .

∎

Caracterización vía Funcional de Laplace

A continuación se establece la definición de Movimiento α-estable Ramificado, N = {Nt, t ≥ 0}, cuyos
valores son medidas µ ∈ N(Rd), no necesariamente finitas.

Definición 25. Un proceso de Markov N = {Nt, t ≥ 0} con valores en N(Rd), se dice Movimiento
α-estable (simétrico) ramificado en Rd, si su funcional de transición de Laplace está dado por

E [e−<Nt,ϕ>∣Ns = µ] = e
⟨µ,log(1−νϕ(t−s))⟩, ϕ ∈ C+

p (R
d), 0 ≤ s ≤ t, µ ∈ Mp(Rd), (3.18)

donde vϕ(x, s) es la única solución (mild) de

∂v(t)

∂t
= ∆αv(t) − V [F (1 − v(t)) − (1 − v(t))] , t > s,

v(x, s) = 1 − e−ϕ(x), ϕ ∈ C+
p (R

d). (3.19)
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Observaciones:

1. Nótese que la ecuación diferencial parcial dada en (3.19) es equivalente a

∂v(t)

∂t
= (∆α − V )v(t) + V [1 − F (1 − v(t))] , t > s,

v(x, s) = 1 − e−ϕ(x), ϕ ∈ C+
p (R

d). (3.20)

2. Si N0 tiene intensidad finita λ (es decir, λ(Rd) < ∞), entonces Nt es finito con probabilidad 1, ya
que

E < Nt,1 >= ⟨λ, eV (m−1)tTαt 1⟩ = eV (m−1)tλ(Rd) < +∞.

Así, basta pedir que la intensidad de N0 sea finita, para garantizar que el MRα tome valores en
MF (Rd).

3. Nótese que para que la Definición 25 tenga sentido, es necesario que expresiones del tipo < µ,ϕ >,
sean finitas. Ahora, si µ ∉ MF (Rd), entonces para ϕ medible y no negativa,

< µ,ϕ > = ∫ ϕdµ = ∫
ϕ

ϕp
ϕpdµ ≤ ∫ ∣∣ϕ∣∣pϕpdµ = ∣∣ϕ∣∣p ∫ ϕpdµ = ∣∣ϕ∣∣p < µ,ϕp >, (3.21)

y la última expresión es finita si µ ∈ Mp(Rd), y ϕ ∈ Cp(Rd). Esto último permite concluir que (3.18)
tiene sentido.

3.5. Generadores Infinitesimales

Se sabe que los procesos de Markov quedan determinados por su distribución inicial y su función de
probabilidades de transición. Éstas últimas definen un semigrupo de transición el cual queda especifi-
cado completamente por su generador infinitesimal, A. En el caso de sistemas de ramificación espacio-
temporales, como lo es el MRα, resulta de interés encontrar el generador infinitesimal que involucra
ambas dinámicas: ramificación y migración. Usando la independencia de ambas dinámicas y el teorema
de Trotter-Kato (ver Apéndice), se sabe que el generador buscado es la suma de los generadores de cada
dinámica. A continuación se muestra el cálculo de tales generadores para ramificación de un tipo, para
el proceso de migración, y aunque no será requerido posteriormente (excepto en la Sección 5.4), también
para la dinámica de inmigración.

3.5.1. Generador para la dinámica de Ramificación

Sea {Xt}t≥0 un proceso de Markov N(Rd)-valuado, definido en un espacio de probabilidad (Ω,{Ft}t≥0,P),
donde Ft ∶= FXt = σ(Xr,0 ≤ r ≤ t), t ≥ 0.

Ramificación de un tipo

Supóngase que para t ≥ 0, Xt denota al número de partículas al tiempo t. La tasa de ramificación es V ,
es decir, cada partícula vive un tiempo de vida que tiene una distribución exponencial de parametro V ,
al final del cual se ramifica. La ley de ramificación es {qk}k∈N, donde qk denota la probabilidad de que la
partícula de origen a k partículas hijas al momento de su muerte.

Proposición 15. Para el proceso {Xt}t≥0, definido arriba, el generador infinitesimal, Ar, está dado por
la expresión

Arf(Xt) = V
∞
∑
k=0

⟨Xt, f(Xt + (k − 1)δ( )) − f(Xt)⟩ , f ∶ N (Rd) → R, f ∈ Bb(N(Rd)).
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En particular, para f ∶ N (Rd) → R cilíndrica, es decir para f de la forma

f ∶ µz→ g(< µ,ϕ >), g ∈ Bb(R), ϕ ∈ CK(Rd),

se tiene

Arg(<Xt, ϕ >) = V
∞
∑
k=0

qk⟨Xt , g(<Xt, ϕ > +(k − 1)ϕ(⋅)) − g(<Xt, ϕ >)⟩.

Demostración. Sea f ∶ N (Rd) → R. Por definición se tiene que

Arf(Xt) =
d

ds
Tαs f(Xt)

RRRRRRRRRRRs=0

=
d

ds
E [f(Xt+s)∣Ft]

RRRRRRRRRRRs=0

= ĺım
s↓0

1

s
(E [f(Xt+s)∣Ft] −E [f(Xt)∣Ft]) . (3.22)

Para t ≥ 0, sea

τt = ı́nf{u > 0 ∶Xt+u ≠Xt}

el primer tiempo de salto del proceso, posterior al tiempo t. Sea As = {τt ≤ s}, s ≥ 0, y supóngase que

P(As∣Ft) = P[0 ≤ τt ≤ s∣Ft] = λ(Xt)s + ○(s), s ↓ 0,

donde λ es no-negativa y medible. Para el primer término de (3.22) se tiene que

E [f(Xt+s)∣Ft] = E [f(Xt+s) [1As + 1Acs] ∣Ft]

= E [f(Xt+s)1As ∣Ft] +E [f(Xt+s)1Acs ∣Ft] , (3.23)

y por definición se sigue que

E [f(Xt+s)1As ∣Ft] = ∫N(Rd)
f(µ)dP [(Xt+s = µ)⋂As∣Ft] , (3.24)

donde por la propiedad de Markov y la ecuación de Chapman-Kolmogorov se obtiene que ∀Γ ∈B(N(Rd)),

P [(Xt+s ∈ Γ)⋂As∣Ft] = [λ(Xt)s + ○(s)]∫
N(Rd)

P (t,Xt, t + τt, dν)P (t + τt, ν, s + t,Γ), (3.25)

donde se ha usado la notación P (s, x, t,Γ) ∶= P(Xt ∈ Γ∣Xs = x). Así, (3.24) satisface

E [f(Xt+s)1As ∣Ft] = ∫N(Rd)
f(µ){[λ(Xt)s + ○(s)]∫

N(Rd)
P (t,Xt, t + τt, dν)P (t + τt, ν, s + t,Γ)}

= [λ(Xt)s + ○(s)]∫
N(Rd)

f(µ) [∫
N(Rd)

P (t,Xt, t + τt, dν)P (t + τt, ν, s + t,Γ)] . (3.26)

Sustituyendo la expresión (3.26) en (3.22) se obtiene

Arf(Xt) =

= ĺım
s↓0

1

s
E [f(Xt+s)∣Ft] −E [f(Xt)∣Ft]

= ĺım
s↓0

1

s

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

[λ(Xt)s + ○(s)]∫
N(Rd)

f(µ) [∫
N(Rd)

P (t,Xt, t + τt, dν)P (t + τt, ν, s + t,Γ)] +E [f(Xt+s)1Acs ∣Ft]

−E [f(Xt)∣Ft]

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

.
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Por otro lado,

E [f(Xt)∣Ft] = f(Xt)E [1As + 1Acs ∣Ft]

= f(Xt) {E [1As ∣Ft] +E [1Acs ∣Ft]}

= f(Xt) {P(As∣Ft) +E [1Acs ∣Ft]}

= f(Xt) {[λ(Xt)s + ○(s)] +E [1Acs ∣Ft]}

= [λ(Xt)s + ○(s)] f(Xt) +E [1Acs ∣Ft] f(Xt). (3.27)

Se sigue que

Arf(X(t)) =

= ĺım
s↓0

1

s

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

[λ(Xt)s + ○(s)] (∫
N(Rd)

f(µ) [∫
N(Rd)

P (t,Xt, t + τt, dν)P (t + τt, ν, s + t, µ)] − f(Xt))

+E [f(Xt+s)1Acs ∣Ft] − f(Xt)E [1Acs ∣Ft]

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

.

Usando el teorema de Tonelli-Fubini,

Arf(X(t)) =

= ĺım
s↓0

1

s

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

[λ(Xt)s + ○(s)] (∫
N(Rd)

P (t,Xt, t + τt, dν) [∫
N(Rd)

f(µ)P (t + τt, ν, s + t, µ)] − f(Xt))

+E [f(Xt+s)1Acs ∣Ft] − f(Xt)E [1Acs ∣Ft]

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

.

Haciendo s ↓ 0,

Arf(Xt) = λ(Xt) (∫
N(Rd)

f(ν)P (t,Xt, t + τt, dν) − f(Xt))

= λ(Xt)∫
N(Rd)

[f(ν) − f(Xt)]P (t,Xt, t + τt, dν).

Por lo tanto

Arf(Xt) = λ(Xt)∫
N(Rd)

[f(ν) − f(Xt)]Λ(Xt, dν), (3.28)

donde
Λ(Xt,Γ) ∶= P [Xt+τt ∈ Γ∣Xt] .

Ahora bien, se sabe que la expresión general

λ(x)∫ [f(y) − f(x)]µ(x, dy),

determina al generador de un proceso de Markov siempre que λ(x) ≥ 0 sea una función medible y acotada
[18]. Sin embargo, para la dinámica de ramificación, en la expresión (3.28) no se sabe que λ(Xt) sea
acotada. Por lo tanto, será necesario el cálculo explícito de λ y Λ, lo cual se hace a continuación.
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Considerando un sistema en el que X0 = δx, es posible suponer que al tiempo t hay n partículas, es
decir, Xt = δx1 + ⋯ + δxn . Debido a que el primer salto después de t, ocurre cuando cualesquiera de las
n partículas se ramifica, por la independencia y el hecho de que el tiempo de ramificación para cada
partícula es exp(V ), se sigue que τt ∼ exp(nV ). Así

P(As∣Ft) = P[0 ≤ τt ≤ s∣Ft] = (∣Xt∣V )s + ○(s), s ↓ 0,

es decir

λ(Xt) = ∣Xt∣V, (3.29)

donde ∣Xt∣ ∶=<Xt,1 > es el número de partículas vivas al tiempo t.

Por otra parte, si Xt = ∑
n
i=1 δxi , entonces

Λ(Xt,Γ) = Λ(
n

∑
i=1

δxi ,Γ) = P [Xt+τt ∈ Γ∣Xt =
n

∑
i=1

δxi] .

Defínase el evento

Bj ∶= { la partícula δxj se ramifica}, j = 1, . . . , n,

el cual tiene probabilidad P(Bj ∣Xt = ∑
n
i=1 δxi) =

V
nV

= 1
n
. Entonces

Λ(
n

∑
i=1

δxi ,Γ) = P [Xt+τt ∈ Γ,
n

⋃
j=1

Bj ∣Xt =
n

∑
i=1

δxi]

=
n

∑
j=1

P [Xt+τt ∈ Γ,Bj ∣Xt =
n

∑
i=1

δxi]

=
n

∑
j=1

P [Xt+τt ∈ Γ∣Xt =
n

∑
i=1

δxi ,Bj]P(Bj ∣Xt =
n

∑
i=1

δxi)

=
1

n

n

∑
j=1

P [Xt+τt ∈ Γ∣Xt =
n

∑
i=1

δxi ,Bj] ,

Finalmente, basta observar que condicionado a Bj ,

Xt+τt =
n

∑
i=1

δxi − δxj + kδxj

con probabilidad qk, es decir, dado que inicialmente había n partículas y la primera en ramificarse fue la
partícula δxj , se cumple que

Xt+τt = las n partículas iniciales − la j-ésima partícula ( la cual muere al ramificarse)

+ las partículas hijas de δxj (digamos k copias idénticas de ella para alguna k ∈ N).

Por lo tanto,

Λ(
n

∑
i=1

δxi ,Γ) =
1

n

n

∑
j=1

P [Xt+τt ∈ Γ∣Xt =
n

∑
i=1

δxi ,Bj] =
1

n

n

∑
j=1

∞
∑
k=0

qkδ∑ni=1 δxi+(k−1)δxj (Γ). (3.30)

Sustituyendo (3.29) y (3.30) en (3.28) obtenemos, para Xt = ∑
n
i=1 δxi ,
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Af(
n

∑
i=1

δxi) = λ(
n

∑
i=1

δxi)∫N(Rd)
[f(ν) − f(

n

∑
i=1

δxi)]Λ(
n

∑
i=1

δxi , dν)

= nV ∫
N(Rd)

[f(ν) − f(
n

∑
i=1

δxi)]
⎛

⎝

1

n

n

∑
j=1

∞
∑
k=0

qkδ∑ni=1 δxi+(k−1)δxj (dν)
⎞

⎠

= V
n

∑
j=1

∞
∑
k=0

qk ∫
N(Rd)

[f(ν) − f(
n

∑
i=1

δxi)] (δ∑ni=1 δxi+(k−1)δxj (dν))

= V
n

∑
j=1

∞
∑
k=0

qk [f(
n

∑
i=1

δxi + (k − 1)δxj) − f(
n

∑
i=1

δxi)] .

Por lo tanto,

Arf(Xt) = V
∞
∑
k=0

qk ⟨Xt, f(Xt + (k − 1)δ( )) − f(Xt)⟩ .

∎

3.5.2. Generador para la dinámica de Migración

Para este caso únicamente se tomará en cuenta la migración de partículas, es decir, el procesoX = {Xt}t≥0,
procesoM(Rd)-valuado, es tal que las partículas no se ramifican, sólo se mueven a través del tiempo, de
acuerdo a W = {Wt}t≥0, un movimiento α-estable simétrico, con α ∈ (0,2].

Proposición 16. Sea X = {Xt}t≥0, un sistema de partículas con dinámica de migración dada por el
movimiento α-estableW = {Wt}t≥0, con α ∈ (0,2]. El generador infinitesimal de la dinámica de migración,
Am, para funciones cilíndricas, f ∶ M(Rd) → R de la forma

f ∶ µz→ g(< µ,ϕ >), ϕ ∈ Bb(Rd), g ∈ C3
b (R), (3.31)

está dado por la expresión

Amf(Xt) = g
′( <Xt, ϕ > ) <Xt,∆αϕ > +

1

2
g′′( <Xt, ϕ > ) <Xt,∆αϕ

2 − 2ϕ∆αϕ > +G,

donde G es un término de error.

Demostración. Sea f ∶ M(Rd) → R de la forma (3.31) y sea W = {Wt}t≥0 un movimiento α−estable
simétrico en Rd. Por definición,

Amf(Xt) = ĺım
s↓0

1

s
{E [g(<Xt+s, ϕ >))∣Ft] − g(<Xt, ϕ >)} .

Supóngase que al tiempo t ≥ 0, existe un único individuo en la posición Wt, es decir

Xt = δWt , t ≥ 0.

Entonces

ĺım
s↓0

1

s
E [g(< δWt+s , ϕ >) − g(< δWt , ϕ >)∣Ft] = ĺım

s↓0

1

s
∫ (g(ϕ(z)) − g(ϕ(x)))Ps(x, z)dz,

donde {Ps, s > 0} son las densidades de transición de {Wt}t≥0.
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Usando un desarrollo de Taylor de tercer orden para g(ϕ(z)), alrededor de ϕ(x), se tiene

g(ϕ(z)) − g(ϕ(x)) =(ϕ(z) − ϕ(x))g′(ϕ(x))

+ (ϕ(z) − ϕ(x))
2 1

2
g′′(ϕ(x))

+ (ϕ(z) − ϕ(x))
3 1

3!
g′′′(ϕ(x) + θϕ(z)), θ ∈ [0,1].

Además,

ĺım
s↓0

1

s
∫ (g(ϕ(z)) − g(ϕ(x)))Ps(x, z)dz = ĺım

s↓0

1

s

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

g′(ϕ(x))∫ [ϕ(z) − ϕ(x)]Ps(x, z)dz

+
1

2
g′′(ϕ(x))∫ [ϕ(z) − ϕ(x)]

2
Ps(x, z)dz

+
1

3!
g′′′(ϕ(x))∫ [ϕ(z) − ϕ(x)]

3
Ps(x, z)dz

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

=∶ ĺım
s↓0

1

s
(A +B +C). (3.32)

Por otra parte, sea

Λαϕ(x) ∶= ĺım
s↓0

1

s
∫
Rd

(ϕ(z) − ϕ(x))Ps(x, z)dz.

Para el primer término de (3.32), se tiene que

ĺım
s↓0

1

s
A = g′(ϕ(x))Λαϕ(x) = g

′(⟨Xt, ϕ⟩) ⟨Xt,Λαϕ⟩ .

Para B, usando que
[ϕ(z) − ϕ(x)]2 = ϕ2(z) − ϕ2(x) − 2ϕ(x)[ϕ(z) − ϕ(x)],

se tiene que

ĺım
s↓0

1

s
B = ĺım

s↓0

1

2s
g′′(ϕ(x)){∫ [ϕ2(z) − ϕ2(x)]Ps(x, z)dz − 2ϕ(x)∫ [ϕ(z) − ϕ(x)]Ps(x, z)dz}

=
1

2
g′′(ϕ(x)) [Λαϕ

2(x) − 2ϕ(x)Λαϕ(x)]

=
1

2
g′′(<Xt, ϕ >) [<Xt,Λαϕ

2 − 2ϕΛαϕ >] .

Para C, como por hipótesis g ∈ C3
b (R), se sigue que existe constante positiva J3 tal que

∣∣g′′′(ϕ(x) + θϕ(z))∣∣ ≤ J3,

por lo que
1

3!
[ϕ(z) − ϕ(x)]

3
g′′′(ϕ(x) + θϕ(z)) ≤

1

3!
(ϕ(z) − ϕ(x))

2
2 sup
z∈Rd

∣ϕ(z)∣J3,

y así,

ĺım
s↓0

1

s
C ≈ G ∶=

1

3
sup
z∈Rd

∣ϕ(z)∣J3 ⟨Xt,Λαϕ
2 − 2ϕΛαϕ⟩ .

De todo lo anterior resulta

Amf = g′( <Xt, ϕ > ) <Xt,∆αϕ > +
1

2
g′′( <Xt, ϕ > ) <Xt,∆αϕ

2 − 2ϕ∆αϕ > +G.

∎
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3.5.3. Generador de la dinámica de Inmigración

Se considerará un sistema en el cual sólo se toma en cuenta la inmigración. Para ello, supóngase que

a) al tiempo t = 0 el espacio Rd no cuenta con ninguna partícula,

b) se permite inmigración de partículas al conjunto C ∈B((Rd×R+)). La inmigración ocurre de acuerdo
a un campo de Poisson N , en espacio tiempo (Rd × R+), con intensidad homogénea ΛC ∈ M(C),
donde ΛC es la medida de Lebesgue en Rd ×R+ restringida a C.

El procesoM(C)-valuado X = {Xt}t≥0 es el proceso de inmigración en C, donde Xt es la medida aleatoria
puntual en C, determinada por las posiciones de partículas que inmigraron a C hasta el tiempo t.

Proposición 17. Sea C ∈B(Rd ×R+) compacto, y X = {Xt}t≥0 el proceso de inmigración en C definido
anteriormente. Entonces el generador infinitesimal de X, A, está dado por

Af(Xt) = ⟨λCt , f(Xt + δ( )) − f(Xt)⟩ , f ∈ Bb(M(C)),

donde Ct es la t−sección de C, y λCt es la medida de Lebesgue en B(Ct).

Demostración. Sea C ∈B(Rd ×R+) y f ∈ Bb(M(C)). Por definición,

Af(Xt) = ĺım
s↓0

1

s
{E [f(Xt+s)∣Ft] − f(Xt)} ,

Defínase

C ∧ r ∶= {(x, s) ∈ C ∶ s ≤ r}.

Poniendo

N(C ∧ r) ∶= número de partículas que inmigraron a C, hasta el tiempo r ,

entonces

N(C ∧ t) = ⟨Xt,1⟩ .

Además,

N(C ∧ (t + s)) −N(C ∧ t) ∶= número de partículas que inmigraron a C en el intervalo (t, t + s].

Por lo tanto,

Af(Xt) = ĺım
s↓0

1

s
{E [f(Xt+s)∣Ft] − f(Xt)}

= ĺım
s↓0

1

s

∞
∑
k=0

E [f(Xt+s) − f(Xt),N(C ∧ (t + s)) −N(C ∧ t) = k∣Ft]

= ĺım
s↓0

1

s

∞
∑
k=0

E [f(Xt+s) − f(Xt)∣N(C ∧ (t + s)) −N(C ∧ t) = k,Ft]P [N(C ∧ (t + s)) −N(C ∧ t) = k∣Ft]

Nótese que si k = 0, entonces no hay inmigración en el intervalo (t, t+ s], y ello implica que f(Xt+s) = f(Xt). Por
otra parte, por ser N un campo Poisson se tiene que

P [N(C ∧ (t + s)) −N(C ∧ t) = k∣Ft] =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

eΛC(C∩(Rd×(t,t+s])) ΛC(C∩(Rd×(t,t+s]))
1!

, k = 1

○(s), k ≥ 2.
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Utilizando lo observado anteriormente, se sigue que

Af(Xt) =

= ĺım
s↓0

1

s

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

E [f(Xt+s) − f(Xt),N(C ∧ (t + s)) −N(C ∧ t) = 1∣Ft] e
ΛC(C∩(Rd×(t,t+s])) ΛC(C ∩ (Rd

× (t, t + s]))

1!
,

+
∞
∑
k=2

E [f(Xt+s) − f(Xt)∣N(C ∧ (t + s)) −N(C ∧ t) = k,Ft] ( ○ (s))

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

Haciendo s ↓ 0, se tiene que

Af(Xt) =

ĺım
s↓0

1

s
E [f(Xt+s) − f(Xt),N(C ∧ (t + s)) −N(C ∧ t) = 1∣Ft] e

ΛC(C∩(Rd×(t,t+s]))ΛC(C ∩ (Rd
× (t, t + s])).

Además,

E [f(Xt+s) − f(Xt),N(C ∧ (t + s)) −N(C ∧ t) = 1∣Ft] =

⎛

⎝

1

ΛC(C ∩ (Rd × (t, t + s])) ∫C∩(Rd×(t,t+s])
[f(Xt + δz) − f(Xt)]ΛC(dz)

⎞

⎠
.

Así,

Af(Xt) = ĺım
s↓0

1

s

⎛

⎝
∫

C∩(Rd×(t,t+s])
[f(Xt + δz) − f(Xt)]ΛC(dz)

⎞

⎠
eΛC(C∩(Rd×(t,t+s])).

Usando el teorema de Fubini en la integral anterior se tiene que

∫
C∩(Rd×(t,t+s])

[f(Xt + δz) − f(Xt)]ΛC(dz) = ∫
t+s

t
dr∫

Cr

[f(Xt + δ(y,r)) − f(Xt)]dy.

Tomando el límite cuando s ↓ 0 se tiene que

Af(Xt) = ∫
Ct

[f(Xt + δy) − f(Xt)]dy,

donde Ct, es la t-sección de C. Por lo tanto,

Af(Xt) = ⟨λCt , [f(Xt + δ( )) − f(Xt)]⟩ ,

donde λCt es la medida de Lebesgue en B(Ct). ∎

Observaciones:

1. Si C no fuera acotado, basta usar un argumento de aproximación por conjuntos compactos y hacer
uso del resultado anterior.

2. En el caso C = Rd ×R+ también se puede usar el hecho de que Rd = ⋃∞i=1Ki, con Ki compacto como
en (1.1).

3.5.4. Generador Infinitesimal del MRα

Finalmente, usando el teorema de Trotter-Kato2, se tiene que para el caso en el que N = {Nt}t≥0, es
un MRα , el generador de N es la suma de los generadores de las dinámicas que intervienen. De la
Proposición 15 se tiene que el generador de la dinámica de ramificación Ar, para funciones cilíndricas es

Arg(<Xt, ϕ >) = V
∞
∑
k=0

qk ⟨Xt, g(<Xt, ϕ > +(k − 1)ϕ(⋅)) − g(<Xt, ϕ >)⟩

2Ver Apéndice



50 Movimiento α-estable Ramificado

y de la Proposición 16, se vió que el generador de la dinámica de migración, Am, en funciones de la forma
(3.31), es

Amg(<Xt, ϕ >) = g′( <Xt, ϕ > ) <Xt,∆αϕ > +
1

2
g′′( <Xt, ϕ > ) <Xt,∆αϕ

2 − 2ϕ∆αϕ > +G

donde

G =
1

3!
(sup
y∈Rd

∣ϕ(y)∣)J3 < µ,∆αϕ
2 − 2ϕ∆αϕ >

y J3 ≥ supx∈R ∣f ′′′(x)∣.

Por lo tanto, el Generador Infinitesimal del MRα , evaluado en funciones cilíndricas, es

Ag(<Xt, ϕ >) = V
∞
∑
k=0

qk ⟨Xt, g(<Xt, ϕ > +(k − 1)ϕ(⋅)) − g(<Xt, ϕ >)⟩ (3.33)

+ g′( <Xt, ϕ > ) <Xt,∆αϕ > +
1

2
g′′( <Xt, ϕ > ) <Xt,∆αϕ

2 − 2ϕ∆αϕ > +G. (3.34)

3.6. Sobre la existencia del MRα con valores en Mp(Rd)
En las secciones anteriores se ha considerado al MRα como un proceso con valores en el espacio de medi-
das de Radon finitas. Como se mencionó, la existencia de este proceso queda garantizada por el Teorema
6 o bien, haciendo uso del Teorema 8 debido a que MF (Rd) es un espacio localmente compacto. No
obstante, para el caso general dado en la Definición 25, no es posible utilizar directamente el Teorema 8
ya queMp(Rd) no es localmente compacto.

La extensión de procesos de ramificación a procesos con valores en medidas no necesariamente finitas,
se debe a I. Iscoe [32]. La idea básica es descomponer la medida inicial en una serie de medidas finitas
haciendo uso de (1.1), y para probar la existencia, introduce un nuevo espacio, el espacio de medidas
p−temperadas,Mp(Rd) que se introdujo en el Capítulo 1. Para ello se establece la siguiente

Definición 26. Se dice que P (s, µ,Γ) es una función de transición de Markov definida en el
espacio (Mp(Ṙd), τv), si

a) ∀s ≥ 0, µ ∈ Mp(Ṙd), P (s, µ, ⋅) es una probabilidad (incompleta) en B(Mp(Ṙd)).

b) ∀s ≥ 0 y Γ ∈B(Mp(Ṙd)) fijos, µz→ P (s, µ,Γ) es B(Mp(Ṙd))−medible.

c) ∀0 ≤ s, t y µ ∈ Mp(Ṙd), Γ ∈B(Mp(Ṙd)),

P (s + t, µ,Γ) = ∫
Mp(Ṙd)

P (s, µ, dν)P (t, ν,Γ).

d) P (0, µ,Γ) = δµ(Γ), Γ ∈B(Mp(Ṙd)).

Si P es una función de transición de Markov, entonces determina un semigrupo {Tt}t≥0 de operadores
lineales en Bb(Mp(Ṙd)), de modo que si f ∶ Mp(Ṙd) → R, entonces

Ttf(µ) = ∫
Mp(Ṙd)

f(ν)Pt(µ, dν).

Se sabe que P puede caracterizarse mediante el funcional de transición de Laplace

Lt(µ,ϕ) = ∫
Mp(Ṙd)

e−<ν,ϕ>Pt(µ, dν), ϕ ∈ B+
b (Ṙ

d),

el cual satisface:
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i) ∀t ∈ R, 0 < t y µ fijos, ϕz→ Lt(µ,ϕ) es el funcional de Laplace de una medida aleatoria en Rd.

ii) ∀ϕ ∈ B+
b (Rd), µz→ Lt(µ,ϕ) es B(Mp(Ṙd))−medible.

iii) Análogo a la propiedad de semigrupo

Lt(µ,ϕ) = ∫ Pu(µ, dν)Lt−u(ν,ϕ).

Para establecer la existencia del MRα con valores en el espacio de medidas p-temperadas, se utiliza el
Teorema 8 con E ∶= Mp(Ṙd), el cual es un espacio localmente compacto (ver Teorema 3 del Capítulo 1).
La hipótesis de que Tαt (C∞

0 (E)) ⊂ C∞
0 (M) se prueba en [32]. Por tanto, la existencia de un proceso de

Markov con valores enMp(Ṙd) y semigrupo {Tαt }t≥0 de generador infinitesimal A dado por la dinámica
de ramificación y migración, se sigue directamente del Teorema 8.

3.7. Resumen

En el capítulo anterior se enunciaron los resultados más importantes sobre un tipo de SPMM, los denomi-
nados procesos de difusión ramificados, para los cuales la dinámica espacial de las partículas sigue una ley
α-estable simétrica en Rd. Este tipo de proceso se denomina también movimiento α-estable ramificado, y
de ellos se estableció lo siguiente:

1. En la primera sección se da la caracterización clásica o intuitiva delMRα . En está definición se toma
como estado inicial una sola partícula, δx, sin embargo, pueden considerarse casos más generales
(como se hizo en secciones posteriores). De igual modo, para el mecanismo de ramificación, es
posible considerar casos más particulares al dado por (3.1), como por ejemplo ramificación crítica,
ramificación binaria, ramificación con terceros momentos factoriales finitos, etc.

2. Se derivan el funcional de Laplace (FL) y la intensidad del MRα para tres casos particulares del
estado inicial N0. La importancia del FL radica en que permite establecer otra caracterización del
proceso en términos de ecuaciones de evolución, ver Definición 25.

3. Para el caso en el que la intensidad del estado inicial del MRα es una medida en MF , usando la
ecuación de Skorohod, es posible caracterizar a éste proceso como aquel cuyo FGPT es la solución
a la ecuación (3.2). La existencia de dicha solución puede ser establecida por el Teorema 6 o bien,
observando su relación con EDP no lineales del tipo establecido en (2.9).

4. Usando el Teorema de Trotter-Kato, es posible determinar el generador infinitesimal delMRα como
la suma de los generadores de las dinámicas de migración y ramificación involucradas, de ese modo
se llega al generador dado en (3.33).

5. Si la intensidad EN0 no es una medida finita, la existencia del MRα se sigue por una aplicación
del Teorema 8 considerando al espacioMp(Ṙd), el cual cumple con la hipótesis de ser localmente
compacto.





Capítulo 4

Convergencia Débil en Espacios
Métricos

En este capítulo se enuncian los resultados necesarios para este trabajo sobre convergencia débil en
espacios métricos. Se exponen de manera general y sin demostración los resultados referentes al espacio
de Skorohod D(R+,E), donde E es un espacio métrico, y en la última sección se trata lo referente al
espacio de interés para esta tesis, el espacio D(R+,M(Ṙd)). Para las demostraciones y para una revisión
más a detalle, se remite al lector a las referencias [1], [18], [40], mismas que constituyen la base bibliográfica
de este capítulo.

4.1. Convergencia de Medidas de Probabilidad

El uso típico de variables aleatorias o vectores aleatorios, ha hecho natural el concepto de convergencia
débil en R. Sin embargo, cuando se trabaja con elementos aleatorios, es decir, funciones medibles que
toman valores en un espacio métrico diferente (como en el caso de las medidas aleatorias), es necesario
extender la teoría de convergencia débil en R a convergencia débil en espacios métricos generales.

4.1.1. Medidas de probabilidad sobre espacios métricos

A lo largo de esta sección se considerará un espacio métrico general (S, d), donde d denota la métrica
correspondiente, y como es usual, B(S) denotará la clase de subconjuntos de Borel de S. Defínase al
conjunto de medidas de probabilidad sobre S como

P(S) = {µ ∶B(S) → [0,1] ∶ µ medida de probabilidad en S}.

El siguiente teorema tiene relevancia debido a que establece que las medidas de probabilidad en P(S)
quedan determinadas por sus valores en conjuntos cerrados

Teorema 12. Cada medida P ∈ P(S) es regular, es decir para cada A ∈ B(S) y ε > 0, existen en S

subconjuntos F y G, cerrado y abierto respectivamente, tales que F ⊂ A ⊂ G y P (G ∖ F ) < ε.

Demostración. Ver [1], p. 7. ∎

Otro modo de determinar a una medida de probabilidad es mediante los valores de las integrales < P, f >,
para funciones f uniformemente continuas y acotadas.
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Teorema 13. Sean P,Q ∈ P(S). Entonces P = Q si, y sólo si, < P, f >=< Q,f >, para toda función f

uniformemente continua y acotada.

Demostración. Ver [1] p.8 ∎

Por lo anterior, es posible establecer resultados para P ∈ P(S), en términos de probabilidades de sub-
conjuntos cerrados, o bien, con los valores integrales < P, f >. Los conceptos de convergencia débil serán
tratados mediante valores integrales, como se verá más adelante.

Definición 27. Una subclase A de B(S), es una clase separante si dadas P,Q ∈ P(S), tales que
P (A) = Q(A), ∀A ∈ A, implica que P = Q.

Ejemplos:

1. De acuerdo al Teorema 12, la clase de conjuntos cerrados en S constituye una clase separante.

2. Sea (Rk, d), donde d es la métrica Euclideana y (x1, . . . , xk) ∈ Rk. Si F ∶ Rk → [0,1], se define como

F (x1, . . . , xk) = P [y ∈ Rk ∶ yi ≤ xi, i ≤ k] ,

Entonces los conjuntos de la forma

{y = (y1, . . . , yk) ∈ Rk ∶ yi ≤ xi, i ≤ k},

son una clase separante para F .

3. Sea (R∞, d), donde R∞ = R ×R ×⋯, y d la métrica dada por

d(x, y) = ∑
i

b(xi, yi)

2i
, x = (x1, x2, . . .), y = (y1, y2, . . .),

donde b(r, s) = 1 ∧ ∣r − s∣. Se sabe que d es una métrica equivalente a la métrica usual de R y bajo
ésta, R es completo y separable. Puede probarse que (R∞, d) también es separable y completo ([1]
p. 10). Ahora, sea πk ∶ R∞ → Rk la proyección natural: πk(x) = (x1, . . . , xk), x ∈ R∞, entonces la
clase de conjuntos de dimensión finita R∞

f , dada por

R∞
f = {π−1

k H ∶ H ∈B(Rk), k ≥ 1},

es una clase separante para P(R∞). Así, si P ∈ P(R∞), las medidas Pπ−1
k en P(Rk), k ≥ 1, se deno-

minan sus distribuciones de dimensión finita. Por lo anterior, éstas determinan completamente
a P .

4. Sea (C,d) el espacio de funciones continuas en [0,1] con d la métrica uniforme inducida por la
norma ∣∣x∣∣ = supt ∣x(t)∣, es decir,

d(x, y) = ∣∣x − y∣∣ = sup
t

∣x(t) − y(t)∣, x, y ∈ C.

Se sabe que (C,d) es separable y completo ([1], p. 11). Para este espacio, dados 0 ≤ t1 < ⋯ < tk ≤ 1,
se define la proyección natural πt1,...,tk(x) ∶ C[0,1] → Rk , como πt1,...,tk(x) = (x(t1), . . . , x(tk)),
x = x(⋅) ∈ C[0,1]. Entonces la clase de conjuntos de dimensión finita en C dados por

Cf ∶= {π−1
t1,...,tk

H ∶ 0 ≤ t1 < ⋯,< tk ≤ 1, H ∈B(Rk)},

es una clase separante para P(C[0,1]).
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Definición 28. Una medida P ∈ P(S) se dice tensa si para cada ε, existe K compacto tal que P (K) >

1 − ε.

Teorema 14. Si S es separable y completo, entonces cada P ∈ P(S) es tensa.

Demostración. Ver [1] p. 8 ∎

Con el teorema anterior, para cada uno de los ejemplos arriba mencionado, se tiene que las medidas de
probabilidad definidas ahí siempre son tensas.

4.1.2. Convergencia Débil

Definición 29. Sean P , Pn ∈ P(S), n ∈ N. Se dice que la sucesión de medidas {Pn} converge débil-
mente a P en S, denotado por Pn ⇒ P , cuando

Pn(A) → P (A), ∀A ∈B(S), tal que P (∂A) = 0,

donde los conjuntos A ∈B(S) tales que P (∂A) = 0 se denominan conjuntos de P -continuidad.

En el Teorema 13 se estableció que las integrales < P, f >, para f ∈ Cb(S), determinan completamente a
P ∈ P(S). Lo anterior permite dar una definición equivalente a la Definición 29.

Definición 30. Sean P , Pn ∈ P(S), n ∈ N . Se dice que la sucesión de medidas Pn converge débilmente
a P en S, denotado por Pn ⇒ P si, y sólo, si

< Pn, f >→< P, f >, ∀f ∈ Cb(S).

Uno de los resultados más importantes sobre convergencia débil es el teorema de Portmanteau, el cual
establece condiciones equivalentes para probar convergencia débil. Sea Cub (S) el espacio de funciones
continuas y uniformemente acotadas en S.

Teorema 15 (Teorema de Portmanteau). Sea (S, d) un espacio métrico. Para Pn, P ∈ P(S), son equi-
valentes

i ) Pn ⇒ P en S.

ii) Pnf → P , ∀f ∈ Cub (S).

iii) ĺım supn Pn(F ) ≤ P (F ), ∀F cerrado.

iv) ĺım infn Pn(G) ≥ P (G), ∀G abierto.

v) Pn(A) → P (A), ∀A conjunto de P−continuidad.

Demostración. Ver [1], p. 16. ∎

Otro modo de probar convergencia débil, es mostrando la convergencia Pn(A) → P (A), para una cierta
clase de conjuntos A. Para ello, de modo análogo al concepto de clase separante, se tiene un concepto
para la clase de conjuntos que determinan la convergencia débil de una sucesión {Pn}n∈N.

Definición 31. La clase A ⊂ B(S) se denomina clase determinante de convergencia si para
P,Pn ∈ P(S), tales que Pn(A) → P (A) ∀A ∈ A conjunto de P -continuidad, se sigue que Pn ⇒ P .

Observación: Una clase determinante de convergencia también es una clase separante, pero el recíproco
no necesariamente es cierto.

Ejemplos:
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1. Sea (Rk, d) y a = (a1, . . . , ak), b = (b1, . . . , bk) ∈ Rk. Los rectángulos

{y = (y1, . . . , yk) ∈ Rk ∶ ai < yi ≤ bi, 1 ≤ i ≤ k},

forman una clase determinante de convergencia. Mas aún, la clase

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

Qx = {y ∈ Rk ∶ yi ≤ xi, i ≤ k}, x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk
⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

,

es una clase determinante de convergencia para las funciones de distribución inducidas por P y Pn,
es decir, para F (x) = P (Qx) y Fn(x) = Pn(Qx).

2. Sea (R∞, d). La clase separante de conjuntos de dimensión finita R∞
f ,

R∞
f = {π−1

k H ∶ k ≥ 1, H ∈B(Rk)}

es también una clase determinante de convergencia. Así, si P,Pn ∈ P(R∞), entonces Pn ⇒ P si, y
sólo si, Pn(A) → P (A), para todo A ∈ R∞

f , conjunto de P -continuidad.

3. Sea (C,d). La clase separante de conjuntos de dimensión finita en C,

Cf ∶= {π−1
t1,...,tk

H ∶ 0 ≤ t1 < ⋯ < tk ≤ 1, H ∈B(Rk)},

no es una clase determinante de convergencia para P(C).

Teorema 16. Pn ⇒ P si, y sólo sí, cada subsucesión de {Pn}n∈N, contine una subsucesión que converge
débilmente a P .

Teorema del Mapeo

Sean (S, d) y (S′, d′) espacios métricos y sea h ∶ (S, d) → (S′, d′) una función medible. Cada medida de
probabilidad P ∈ P(S) induce una medida de probabilidad, Ph−1, tal que Ph−1 ∈ P(S′).

Teorema 17. Si h ∶ (S, d) → (S′, d′) es una función continua y Pn ⇒ P en S, entonces Pnh−1 ⇒ Ph−1

en S′.

Ejemplos:

1. Sea πk ∶ R∞ → Rk, la proyección natural. Como πk es continua para cada k ∈ N, se sigue que si
Pn ⇒ P en R∞, entonces Pnπ−1

k ⇒ Pπ−1
k en Rk. El recíproco se sigue del hecho de que R∞

f es una
clase determinante de convergencia en R∞.

2. Sea (C,d) y πt1,...,tk ∶ C → Rk la proyección natural en C. Si Pn ⇒ P en C, entonces Pnπ−1
t1,...,tk

⇒

Pπ−1
t1,...,tk

en Rk. Pero el recíproco no es cierto, puesto que la clase separante de conjuntos de
dimensión finita,

Cf ∶= {π−1
t1,...,tk

H ∶ 0 ≤ t1 < ⋯,< tk ≤ 1, H ∈B(Rk)},

no es una clase determinante de convergencia.

Para concluir esta sección, se enuncia el teorema siguiente en el cual se ha debilitado el supuesto de que
h sea una función continua.

Teorema 18. Sea h ∶ (S, d) → (S′, d′) una función medible y Dh el conjunto de sus puntos de disconti-
nuidad. Si Pn ⇒ P en S y P (Dh) = 0, entonces Pnh−1 ⇒ Ph−1.

Demostración. Ver [1], p. 21. ∎
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4.1.3. Compacidad Relativa

En la sección anterior se vio que en el espacio (C,d), si Pn ⇒ P en C, entonces se tiene la convergencia de
distribuciones de dimensión finita, es decir, Pnπ−1

t1,...,tk
⇒ Pπ−1

t1,...,tk
en Rk. La pregunta natural es saber

bajo qué condiciones se tiene el resultado recíproco en espacios generales. Más adelante se verá que esto
ocurre bajo la hipótesis de compacidad relativa.

Definición 32. Una familia Π ⊂ P(S) es relativamente compacta si para cada sucesión {Pn}n∈N en
Π, existe una subsucesión {Pni}i∈N y una medida Q ∈ P(S) tal que Pni ⇒ Q, i→∞.

El concepto anterior tiene relación con la siguiente

Definición 33. Una familia Π ∈ P(S) se dice tensa (tight) si ∀ε > 0 existe K ⊂ S compacto tal que

ı́nf
P ∈Π

P (K) ≥ 1 − ε.

Teorema 19 (Teorema de Prohorov). Sea (S, d) un espacio métrico y Π ⊂ P(S).

a) Si Π es tensa, entonces es relativamente compacta.

b) Si S es separable y completo, y Π es relativamente compacta, entonces es tensa.

Demostración. Ver [1], p. 60. ∎

El teorema de Prohorov indica que el concepto de compacidad relativa es equivalente al concepto de
tensión cuando el espacio (S, d) es separable y completo. Este resultado será de importancia para probar
convergencia débil para S = D(R+,Mp(Rd)). Más adelante se establecerán las condiciones necesarias
para contar con un espacio que satisfaga las condiciones del Teorema 19.

4.1.4. Métrica de Prohorov

Es posible dotar al espacio P(S) de una topología adecuada de manera que el concepto de convergencia
débil sea equivalente al concepto de convergencia en dicha topología. En tal caso, se tomarán como
vecindades básicas a los conjuntos de la forma

{Q ∈ P(S) ∶ ∣Qfi − Pfi∣ < ε, i ≤ k, fi ∈ Cb(S)}, ε > 0.

Si S es separable y completo, lo anterior se logra con la topología inducida por la métrica de Prohorov,
que se define a continuación.
Sean P,Q ∈ P(S), defínase

ρ(P,Q) = ı́nf {ε > 0 ∶ P (F ) ≤ Q(F ε) − ε, ∀F ⊂ S cerrado}, (4.1)

donde F ε = {x ∈ S ∶ ı́nf d(x, y) < ε}.

Para esta métrica se tiene el siguiente resultado ([1], p. 72).

Teorema 20. Sea (S, d) separable y completo. Entonces la convergencia débil es equivalente a la conver-
gencia en la métrica ρ, P(S) es separable y completo y un conjunto en P(S) es relativamente compacto
si, y sólo si, su ρ-cerradura es ρ-compacta.



58 Convergencia Débil en Espacios Métricos

4.1.5. Convegencia Débil en D(R+,E).
En esta sección se enunciarán los resultados de convergencia débil sobre el espacio S = D(R+,E), donde
(E, r) será un espacio métrico con r la métrica correspondiente y q ∶= r ∧ 1.

Se denotará al espacio de funciones càdlàg con valores en E, como

D(R+,E) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

f ∶ R+ → E ∶ ĺım
s↓t

f(s) = f(t),∀t ≥ 0 y ĺım
s↑t

f(s) = f(t−) existe ∀t > 0

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

.

Observaciones:

1. Por convención, ĺıms↑0 x(s) = x(0−) = x(0).

2. Si x ∈D(R+,E), x tiene a lo más un conjunto numerable de puntos de discontinuidad.

Se ha visto que el teorema de Prohorov es aplicable únicamente para espacios separables y completos. En
lo que sigue, se establecerá una métrica bajo la cual el espacio D(R+,E) cumple dicha hipótesis.

Sean

Λ′ ∶= {λ ∶ R+ → R+ ∶ λ es estrictamente creciente},

Λ ∶= {λ ∈ Λ′ ∶ λ es Lipschitz continua y γ(λ) < +∞},

donde

γ(λ) ∶= ess sups>t≥0

RRRRRRRRRRR

log
λ(s) − λ(t)

s − t

RRRRRRRRRRR

.

Para x, y ∈D(R+,E) se define

d(x, y) = ı́nf
λ∈Λ

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

γ(λ) ∨ ∫
∞

0
e−ud′(x, y, λ, u)du

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

, (4.2)

donde
d′(x, y, λ, u) ∶= sup

t≥0
q(x(t ∧ u), y(λ(t) ∧ u)).

Teorema 21. Sea (E, r) espacio métrico y D(R+,E) el espacio de Skorohod correspondiente.

i) Si E es separable, entonces D(R+,E) es separable

ii) d es una métrica en D(R+,E) y la topología que induce se denomina topología de Skorohod.

iii) Si (E, r) es completo y separable entonces (D(R+,E), d) también es completo y separable.

Demostración. Ver [18] p. 117 y Teorema 5.6. ∎

La siguiente proposición da criterios para probar convergencia en el espacio D(R+,E) con la métrica d.

Proposición 18. Sean xn, x ∈DE[0,∞). Son equivalentes las siguientes afirmaciones

a) ĺımn→∞ d(xn, x) = 0

b) ∃{λn} ⊂ Λ tal que

ĺım
n→∞

γ(λn) = 0, (4.3)

ĺım
n→∞

sup
t≤T

r(x(λn(t)), xn(t)) = 0, ∀T > 0. (4.4)
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c) ∀T > 0, ∃λn ∈ Λ′ tal que

ĺım
n→∞

sup
t≤T

∣λn(t) − t∣ = 0, (4.5)

ĺım
n→∞

sup
t≤T

r(x(λn(t)), xn(t)) = 0. (4.6)

d) ∀sn ≥ tn, tales que ĺımn→∞ = t y ĺımn→∞ sn = t se cumple

ĺım
n→∞

([r(xn(tn), x(t)) ∨ r(xn(sn), x(t))] ∧ r(xn(tn), x(t−))) = 0,

ĺım
n→∞

(r(xn(sn), x(t)) ∧ [r(xn(tn), x(t−)) ∨ r(xn(sn), x(t−))]) = 0.

Demostración. Ver [18] pp. 119-127. ∎

Es relevante observar que en general no existe relación entre convergencia en D(R+,E) y convergencia
puntual. Lo anterior se deduce del siguiente ejemplo. Sean

x(t) = I[1,∞)(t),

xn(t) = I[1+ 1
n ,∞)(t),

yn(t) = I[1,1+ 1
n )∪[1+ 2

n ,∞)(t).

Entonces

a) yn → x puntualmente en [0,∞) pero yn ↛ x en DE[0,∞).

b) xn ↛ x puntualmente en [0,∞) pero xn → x en DE[0,∞).

Conjuntos Compactos y Tensión

Hasta el momento se ha establecido una métrica bajo la cual el espacio D(R+,E) es un espacio separable
y completo. En lo que sigue se darán las condiciones para caracterizar a los conjuntos compactos de
D(R+,E) y posteriormente, los conjuntos compactos en P(D(R+,E)). Para éste último caso, se omitirán
los resultados generales, y en su lugar se establecerán los correspondientes para las distribuciones de
probabilidad de procesos con valores en D(R+,E), las cuales son elementos de P(D(R+,E)).

Sean x ∈D(R+,E), δ > 0 y T > 0. Se define el módulo de continuidad de x como

w′(x, δ, T ) ∶= ı́nf
{ti}

máx
i

sup
s,t∈[ti−1,ti)

r(xs, xt),

donde el ínfimo se toma sobre los {ti} tales que

0 = t0 < t1 < ⋯ < tn−1 < T ≤ tn, y mı́n
1≤i≤n

(ti − ti−1) > δ, n ∈ N.

Teorema 22. Sea (E, r) completo. Un conjunto A ⊂ D(R+,E), es relativamente compacto si, y sólo si,
se cumplen

i) Para cada t ∈ Q+, existe un conjunto compacto, Γt ⊂ E, tal que x(t) ∈ Γt, ∀x ∈ A.

ii) Para cada T > 0, ĺımδ→0 supx∈Aw
′(x, δ, T ) = 0.

Teorema 23. Sea (E, r) separable y completo. La sucesión {Pn} ⊂ P(D(R+,E)), es relativamente
compacta (o tensa) si, y sólo si, se satisfacen:
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i) Para cada η > 0 y t ∈ Q+, existe un compacto Γη,t ⊂ E, tal que

ı́nf
n
Pn [x(t) ∈ Γη,t] ≥ 1 − η.

ii) Para cada η > 0 y T > 0, existe δ > 0, tal que

sup
n
Pn [x ∶ w(x, δ, T ) ≥ η] ≤ η.

Convergencia en Distribución

Más adelante se enunciará un resultado que indica que elMRα es un proceso con trayectorias enD(R+,E),
donde E es un cierto espacio de medidas específico. De manera general, cuando se tienen procesos esto-
cásticos con trayectorias en el espacio D(R+,E) y se desea estudiar su convergencia en distribución, se
hace necesario contar con resultados para este tipo de convergencia en D(R+,E). Lo anterior es la razón
de ser de este apartado.

Definición 34. Sea X = {X(t), t ≥ 0} un proceso estocástico con valores en un espacio métrico (E, r).
Diremos que X tiene trayectorias en D(R+,E) si

P[X(⋅) ∈D(R+,E)] = 1.

Observaciones:

1. Se puede probar que
{ω ∈ Ω ∶X(ω, ⋅) ∈D(R+,E)},

es medible.

2. Un elemento aleatorio con valores en D(R+,E), es un proceso estocástico con trayectorias en
D(R+,E). Y el recíproco se garantiza sólo si E es separable.

3. Si E es separable, y πt ∶D(R+,E) → E está dada por πt(x) = x(t), entonces B(D(R+,E)) coincide
con la σ(πt ∶ 0 ≤ t < ∞). (Ver [18], p. 127).

Por lo observado anteriormente, se tiene que si (E, r) es separable, entonces para X con valores en
D(R+,E), al ser una variable aleatoria D(R+,E)-valuada sobre un espacio de probabilidad (Ω,F ,P),
es posible definir su distribución, P = PX−1(⋅), como la medida de probabilidad inducida por X sobre
(D(R+,E),B(D(R+,E))). Es claro que P ∈ P(D(R+,E)).

Definición 35. Sea {Xα}α una familia de procesos con trayectorias en D(R+,E). Diremos que {Xα}α

es tensa (o relativamente compacta) si la correspondiente familia de distribuciones

{Pα(⋅) ∶= Pα(Xα)−1(⋅)}
α

es tensa (o relativamente compacta) en P(D(R+,E)).

Nota: Para la definición anterior, y en adelante, se supondrá que para cada α, Xα está definida sobre
un espacio de probabilidad (Ωα,Fα,Pα).

Teorema 24. Sea (E, r) separable y completo. Sea {Xα}α una familia de procesos con trayectorias en
D(R+,E) . Entonces {Xα}α es relativamente compacta (o tensa), si, y sólo si,
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i) Para cada η > 0 y t ∈ Q+, existe un compacto Γη,t ⊂ E, tal que

ı́nf
α

Pα [Xα(t) ∈ Γηη,t] ≥ 1 − η,

donde

Γηη,t ∶= {x ∈ E ∶ ı́nf
y∈Γη,t

r(x, y) < η} .

ii) Para cada η > 0 y T > 0, existe δ > 0, tal que

sup
α

Pα [w′(Xα, δ, T ) ≥ η] ≤ η.

Observación: En un caso más general, si (E, r) no es separable pero se cumple la condición ii) y la
condición de que para cada η > 0 y T > 0 existe un compacto Γη,T ⊂ E tal que

ı́nf
α

Pα [Xα(t) ∈ Γη,T ,0 ≤ t ≤ T ] ≥ 1 − η, (4.7)

entonces existe una modificación X̃α, para cada α, la cual es una variable aleatoria D(R+,E)-valuada,
tal que {X̃α} es relativamente compacta (Ver [18], Teorema 7.6).

Teorema 25. Sean (E, r) separable, X y Xn = {Xn
t , t ≥ 0}, n ∈ N, procesos con trayectorias en D(R+,E)

y sea C(X) = {t ≥ 0 ∶ P[Xt =Xt−] = 1}.

Si Xn ⇒ X, entonces (Xn
t1 , . . . ,X

n
tn) ⇒ (Xt1 , . . . ,Xtn), para todo conjunto finito {t1, . . . , tn} ⊂

C(X). Además, para cada conjunto finito {t1, . . . , tn} ⊂ [0,∞), existen sucesiones

{tk1}k ⊂ [t1,∞), . . . ,{tkn}k ∈ [tn,∞]

tales que tki → ti cuando k →∞ y

(Xn
tk1
, . . . ,Xn

tkn
) ⇒ (Xt1 , . . . ,Xtk).

Si {Xn}n es relativamente compacto en P(D(R+,E)) y existe B ⊂ R+ denso tal que

(Xn
t1 , . . . ,X

n
tn) ⇒ (Xt1 , . . . ,Xtn)

∀{t1, . . . , tn} ⊂ B finito, entonces Xn ⇒X en D(R+,E).

Criterios de Compacidad Relativa

Los criterios establecidos anteriormente, no suelen ser fácilmente aplicables, de ahí que resulte necesario
establecer criterios más convenientes. Para la prueba de convergencia débil delMRα, se utilizarán criterios
relacionados con los teoremas subsecuentes.

Teorema 26. Sea (E, r) completo y separable, y sea {Xα} familia de procesos con trayectorias en
D(R+,E). Si se satisface la condición i) del Teorema 24, entonces {Xα} es relativamente compacto si,
y sólo si, para cada T > 0, existe β > 0 y familia {γTα (δ); 0 < δ < 1} de variables aleatorias no negativas
que cumplen

i) E [qβ(Xα
t+u,X

α
t )∣F

Xα
t ] ≤ E[γTα (δ)∣FX

α

t ], 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ u ≤ δ

ii) ĺım
δ→0

ĺımn→∞E[γTα (δ)] = 0.

Demostración. Ver [40], Teorema 2.7. ∎

Nota. Para sucesiones {Xn}n∈N, en el Teorema 24 y la desigualdad (4.7), el supα y el ı́nfα se reemplazan
por ĺımn→∞ y ĺımn→∞, respectivamente.
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4.1.6. Convergencia Débil en D(R+,Mp(Ṙd)
Sean

Kp(Rd) = C∞
K (Rd) ∪ {ϕP }, Kp(Ṙd) = C∞

K (Rd) ∪ {ϕ̇p},

donde cada f ∈ C∞
K (Rd) se extiende a Ṙd poniendo f(τd) = 0. Para toda ϕ ∈Kp(Ṙd) se definen

πϕ ∶D(R+,Mp(Ṙd)) →D(R+,R),

π̃ϕ ∶ P(D(R+,Mp(Ṙd))) → P(D(R+,R)),

(πϕX)(t) =<Xt, ϕ >= ∫ ϕ(y)X(t, dy),

(π̃ϕP )(A) = (P ○ π−1
ϕ )(A),

donde t ≥ 0, X ∈ D(R+,Mp(Ṙd)), A ∈ B(D(R+,R)), P ∈ P(D(R+,Mp(Ṙd))). Con la notación anterior,
se establece el siguiente teorema para probar tensión en D(R+,Mp(Ṙd)).

Teorema 27. Una sucesión {Pn} ⊂ P(D(R+,Mp(Ṙd))) es tensa si, y sólo si, ∀ϕ ∈ Kp(Ṙd) la familia
{π̃ϕPn} es tensa en P(D(R+,R)). Es decir, si {Xn = {Xn(t), t ≥ 0}}∞n=1 son procesos en D(R+,Mp(Ṙd)),
{Xn} es tensa si, y sólo si, ∀ϕ ∈Kp(Ṙd), {<Xn(t), ϕ >, t ≥ 0}∞n=0 es tensa en D(R+,R).

El teorema anterior es de gran relevancia puesto que permite reducir la tensión de procesos con valores
en Mp(Ṙd), a la tensión de sus proyecciones, es decir, tensión en D(R+,R). La ventaja es que para el
espacio D(R+,R) se tienen criterios más convenientes. Así, para probar que la familia de distribuciones
de sucesiones de MRαR es tensa, se utilizará la siguiente proposición, la cual se obtiene con el Teorema
26 y el Teorema 27.

Proposición 19. Sea d < 2p. Para cada ϕ ∈ Kp(Ṙd) la familia de procesos reales {< Xn
t , ϕ >, t ≥ 0}n es

tensa en D(R+,R) si, y sólo si,

a) ∀η > 0, ∀t ∈ Q+, existe Γη,t ⊂ R compacto tal que

ı́nf
n
P [<Xn

t , ϕ >∈ Γηη,t] ≥ 1 − η,

donde Γηη,t es la η-vecindad de Γη,t.

b’) ∀T > 0, ∃β > 0 y {γn(δ), 0 < δ < 1} variables aleatorias no negativas tales que

E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

qβ (<Xn
t+u, ϕ >,<Xn

t , ϕ >)

RRRRRRRRRRR

FX
n

t

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≤ E [γn(δ)∣F
Xn

t ] , 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ u ≤ δ,

donde q(x, y) = ∣x − y∣ ∧ 1,

c) ĺımδ→0 supnE[γn(δ)] = 0.

Observaciones:

1. El Teorema 27, tiene una versión más general en el siguiente sentido: Sea M un espacio vectorial
topológico y M ′ su dual, en varios casos, una sucesión de procesos {Xn}, M ′-valuados con trayec-
torias en D(R+,M ′) es tensa si, y sólo sí, ∀ϕ ∈ M , se tiene que {< Xn(t), ϕ >, t ≥ 0}n es tensa.
Como ejemplo se tiene el siguiente teorema

Teorema 28 (Teorema de Mitoma). Si {Xn(t), t ≥ 0} es un proceso en D(R+,S′(Rd)), {Xn}n es
tensa en (D(R+,S′(Rd))) si, y sólo si, ∀ϕ ∈ S(Rd), {<Xn(t), ϕ >, t ≥ 0}n es tensa en D(R+,R).

2. El espacio S′(Rd) es de importancia porque permite estudiar límites de fluctuaciones ya que éste es
un espacio vectorial, lo cual permite garantizar que Nt −ENt es también un elemento de S′(Rd).
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4.2. Resumen

En el capítulo anterior se dieron definiciones y resultados sobre convergencia débil en espacios métricos.
Para los propósitos de la tesis, debido a que el MRα es un proceso con trayectorias en el espacio de
Skorohod con valores en las medidas p-temperadas, D(R+,Mp(Rd), se consideró importante tratar la
convergencia débil en el espacio D(R+,E). A modo de síntesis se tiene lo siguiente:

1. Se dan dos definiciones de convergencia débil de medidas de probabilidad, ver Definicion 29 y
Definición 30. Esta última surge como consecuencia del Teorema 13, en el cual se establece que
las medidas de probabilidad quedan determinadas completamente por las integrales < P, f >, para
f ∈ Cb(S).

2. Con el teorema del mapeo, Teorema 18, se tiene que si {Pn}, P ∈ P(S) y Pn ⇒ P entonces se tiene
la convergencia de las distribuciones de dimensión finita. El recíproco queda garantizado con la
hipótesis de compacidad relativa para la familia {Pn}, ver Teorema 25.

3. En el teorema de Prohorov, Teorema 19, se establece que la compacidad relativa en espacios métricos
completos y separables es equivalente al concepto de tensión. Este resultado será el que se utilizará
para probar la convergencia al superproceso que nos interesa.

4. Se define la métrica de Prohorov, ver (4.1), con la cual se establece que si el espacio es separable y
completo, entonces la convergencia débil es equivalente a la convergencia en dicha métrica.

5. En la Definición 33 de tensión, se establece la necesidad de caracterizar conjuntos compactos en
espacios de funciones. Así, los criterios para probar tensión en C surgen de la caracterización de
conjuntos compactos en el espacio de funciones C que se establece en el Teorema de Arzelà-Ascoli
( ver apéndice, [1]).

6. Para el caso del espacio de funciones D(R+,E), se requiere establecer una métrica que haga a dicho
espacio separable y completo para poder usar el Teorema de Prohorov.

7. En el Teorema 21 es de importancia el resultado sobre que si (E, r) es completo y separable, entonces
D(R+,E) también es completo y separable. Dicho teorema será utilizado para el caso en el que E
es el espacio de medidas p-temperadas.

8. Finalmente, el Teorema 27, permite reducir el concepto de tension de procesos con valores en
Mp(Ṙd), al concepto de tensión de sus proyecciones, es decir, tensión en D(R+,R).





Capítulo 5

Superproceso de Dawson-Watanabe

En este capítulo se establece la existencia del superproceso de Dawson-Watanabe, así como su caracteri-
zación vía el problema de la martingala. Como se ha mencionado, éste surge como límite de difusión de
movimientos α-estables ramificados. Se establecen resultados sobre el movimiento α−estable ramificado
reescalado (MRαR) y se concluye con la prueba de la convergencia débil de éstos al superproceso. El
proceso límite se caracteriza tanto por sus distribuciones de dimensión finita como vía un problema de
martingala bien planteado. Al final del capítulo se incluyen las demostraciones de algunos resultados
técnicos que se utilizan en las demostraciones principales.

El método para obtener al superproceso de Dawson-Watanabe como límite de sistemas de partículas
ramificadas, el cual se expondrá en este capítulo, se basa en la idea, subyacente en el teorema de Donsker,
de aproximar una sucesión de procesos por un proceso con tiempo y estado continuos.

Sea N = {Nt, t ≥ 0} un MRα. Se define una sucesión de procesos {Nn}n∈N, donde para cada n ∈ N, el
proceso Nn = {Nn

t , t ≥ 0} se específica de acuerdo a los siguientes parámetros:

a) Configuración y densidad inicial de partículas. En capítulos anteriores se hizo mención al
hecho de que la medida de intensidad inicial determina si el procesoMRα toma valores en el espacio
de medidas finitas, o en medidas infinitas de Radon. Así, para cada n ∈ N, se puede suponer que
Nn

0 toma valores en N(Rd) y ENn
0 ∈ MF (Rd), o bien ENn

0 ∈ Mp(Rd).

Para estudiar la evolución del sistema cuando la densidad de partículas es alta, se supondrá que la
intensidad inicial ENn

0 es proporcional a n, de modo que el promedio de partículas en un conjunto
acotado tienda a infinito con n, es decir si EN1

0 = λ, entonces ENn
0 ∶= λn = nEN1

0 , para cada n ∈ N.

b) Ley de Ramificación. La función generadora de probabilidades de la ley de ramificación para
cada Nn

0 , puede ser

i) Constante. En este caso se supone que cada sistema Nn tiene la misma ley de ramificación
la cual es crítica, con función generadora de probabilidades F. En este caso usualmente se
imponen condiciones sobre los momentos, como por ejemplo que F tenga segundo momento
factorial m2 finito.
Una ley de ramificación comúnmente utilizada en límites de difusión corresponde a la ramifi-
cación binaria crítica, donde la función generadora de probabilidades es

F (s) =
∞
∑
j=0

sjqj =
1

2
+

1

2
s2, s ∈ [0,1].
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Por otro lado, para obtener como límite al llamado (d,α, β, b)-superproceso, se toma la función
generadora

F (s) = s + b(s − 1) + c(1 − s)1+β , s ∈ [0,1], b ∈ (−1, c], 0 < c ≤
1 + b

1 + β
, 0 < β ≤ 1.

la cual, no necesariamente tiene varianza finita. Nótese que la ramificación binaria crítica es
un caso particular de ésta última para los parámetros β = 1 y b = 0.

ii) Reescalada. Es decir, dependiente de n, donde la expresión más general a considerar suele ser
de la forma Fn(s) = ∑∞

j=0 s
jqnj , tal que los momentos factoriales asociados a Fn son

m
(n)
1 = ∑ jq

(n)
j ,

m
(n)
2 = ∑ j(j − 1)q

(n)
j ,

m
(n)
3 = ∑ j(j − 1)(j − 2)q

(n)
j ,

y cumplen

m
(n)
1 = 1 +

an
n
, con ĺım

n→∞
an = a,

m2 ∶= ĺım
n→∞

m
(n)
2 existe y es finito, (5.1)

sup
n
m

(n)
3 < +∞.

c) Tasa de ramificación. Se acelera el tiempo en el que ocurre la ramificación de las partículas, de
modo que ocurren más ramificaciones por unidad de tiempo. El objetivo es que en el límite la vida
media de las partículas sea cero, lo cual se conoce como ramificación continua.

Por ejemplo, para obtener el superproceso de DW el parámetro de la ley del tiempo de vida de las
partículas suele tomarse como Vn = nV , de modo que la vida media de las partículas es 1

nV
. Por

otra parte, para obtener el (d,α, β, b)-superproceso, se considera Vn = nβV , para β ∈ (0,1].

e) Masa de las partículas. Las partículas no tienen masa unitaria, a cada una se le asigna masa
pequeña. En general, a cada partícula en el sistema se le asigna masa 1/n.

Observaciones:

1. El reescalamiento anterior, se conoce como límite de alta densidad, vida media corta y masa pequeña,
en inglés small mass- short life - high density limit.

2. Si en las condiciones (5.1) se toma an → a, a ≠ 0, se dice que la ramificación es asintóticamente
crítica. En este caso se obtiene un proceso límite con deriva en el movimiento.

3. Más adelante se verá que las hipótesis sobre los momentos factoriales de F determinan la continuidad
del proceso límite.

5.1. Movimiento α-estable Ramificado Reescalado

Definición 36. Para cada n ∈ N, sea Xn = { 1
n
Nn
t }t≥0, donde Nn = {Nn

t , t ≥ 0} es un MRα tal que

i) Configuración inicial. La población inicial Nn
0 es un campo de Poisson con intensidad λn = nλ,

donde λ es la medida de Lebesgue en Rd.
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ii) Ley de ramificación. La función generadora de probabilidades es Fn(s) = ∑∞
j=0 s

jqnj para toda n ∈ N,
y es tal que se cumplen las condiciones (5.1).

iii) Tiempos de vida. El tiempo de vida de cada partícula es exponencial de parámetro Vn ∶= nV .

El proceso Xn será llamado Movimiento α-estable Ramificado Reescalado (MRαR ).

Observaciones:

1. Nótese que en el proceso Xn, cada partícula tiene masa 1
n
, n ∈ N.

2. El proceso Nn es un MRα, tal que el tiempo de vida de las partículas es exponencial de parámetro
Vn ∶= nV , intensidad inicial λn ∶= nλ, y función generadora de la ramificación Fn.

3. En el inciso i), una consecuencia de considerar a la medida de Lebesgue radica en que ésta es
invariante respecto al semigrupo Tt del MRα , es decir

< λ,Ttϕ >=< λ,ϕ >, ϕ ∈ L1(Rd, λ).

Esta propiedad será requerida en varias pruebas.

En lo que resta del trabajo (salvo que se establezca explícitamente algún cambio en el reescalamiento), el
proceso Xn = {Xn

t , t ≥ 0} será un MRαR como en la Definición 36. A continuación se establecen algunas
propiedades relacionados con este proceso.

Proposición 20. Sea Xn = {Xn
t , t ≥ 0} un MRαR. Si µ ∈ Mp(Rd), el funcional de transición de

Laplace de Xn, dado Xn
0 = µ, está dado por la expresión

Lt(ϕ∣X
n
0 = µ) ∶= E [e−<X

n
t ,ϕ>∣Xn

0 = µ] = e⟨µ,n log(1− 1
nωϕ/n(t))⟩, ϕ ∈ C+

p (R
d), t > 0, (5.2)

donde ωϕ/n(t) es la solución mild de la ecuación diferencial parcial no lineal

∂ωϕ/n

∂t
= (∆α − V n)ωϕ/n(t) + V n

2 [1 − F (n) (1 −
1

n
ωϕ/n(t))]

ωϕ/n(0, x) = n (1 − e−ϕ(x)/n) . (5.3)

Demostración. Sea ϕ ∈ C+
p (Rd) y t > 0. Usando la Definición 25 con la expresión dada en (3.20), se tiene

que

E[e−<X
n
t ,ϕ>∣Xn

0 = µ] = E[e−<
1
nN

n
t ,ϕ>∣

1

n
Nn

0 = µ] = E [e−<N
n
t ,

1
nϕ>∣Nn

0 = nµ]

= e⟨nµ,log(1−vϕ/n(t))⟩,

donde vϕ/n es la solución mild de la ecuación diferencial parcial

∂vϕ/n(t)

∂t
= (∆α − nV )vϕ/n(t) + nV [1 − F (n)(1 − vϕ/n(t))] , t > s,

vϕ/n(x, s) = 1 − e−ϕ(x)/n.

Poniendo 1
n
wϕ/n(t) ∶= vϕ/n(t) se obtiene (5.2), es decir

E[e−<X
n
t ,ϕ>∣Xn

0 ] = e⟨nµ,log(1−vϕ/n(t))⟩ = e⟨nµ,log(1− 1
nωϕ/n(t))⟩,
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donde

∂ωϕ/n(t)

∂t
= n

∂vϕ/n(t)

∂t
= n

⎛

⎝
(∆α − nV )vϕ/n(t) + nV [1 − F (n)(1 − vϕ/n(t))]

⎞

⎠

= (∆α − nV )nvϕ/n(t) + n
2V [1 − F (n)(1 − vϕ/n(t))]

= (∆α − nV )ωϕ/n(t) + n
2V [1 − F (n)(1 −

1

n
wϕ/n(t))] ,

y

ωϕ/n(0, x) = nvϕ/n(0, x) = n (1 − e−ϕ(x)/n) .

∎

Proposición 21. Sea Xn = {Xn
t , t ≥ 0} un MRαR . El generador infinitesimal de Xn, denotado

por An, está dado por la expresión

Anf(< µ,ϕ >) = f ′(< µ,ϕ >) < µ,∆αϕ >

+
1

2

1

n
f ′′(< µ,ϕ >) < µ,∆αϕ

2 − 2ϕ∆αϕ > (5.4)

+ n2V < µ,
∞
∑
j=0

q
(n)
j [f(< µ,ϕ > +(j − 1)

ϕ

n
) − f(< µ,ϕ >)] > +G(n);

para f ∈ C3
b (Rd) ∪ {f1(x) = x, f2(x) = x

2}, ϕ ∈ C+
p (Rd) y donde J3 > 0 es tal que supx∈R ∣f ′′′(x)∣ ≤ J3 y

G(n) =
1

3!
sup
y∈R

∣ϕ∣
J3

n
⟨µ,∆αϕ

2 − 2ϕ∆αϕ⟩ = ○(n
−1), n→∞.

Demostración. De (3.33) se tiene que el generador para Nn, valuado en funciones de la forma (3.31), es

Bnf(< µ,ϕ >) = nV
∞
∑
j=0

q
(n)
j < µ, [f(< µ,ϕ > +(j − 1)ϕ) − f(< µ,ϕ >)] >

+ f ′(< µ,ϕ >) < µ,∆αϕ > +
1

2
f ′′(< µ,ϕ >) < µ,∆αϕ

2 − 2ϕ∆αϕ > +G, (5.5)

para f ∈ C3
b (R) ∪ {f1, f2}, µ ∈ Np(Rd) y ϕ ∈ Cp(Rd), donde

G =
1

3!
(sup
y∈Rd

∣ϕ(y)∣)J3 < µ,∆αϕ
2 − 2ϕ∆αϕ >,

J3 ≥ sup
x∈R

∣f ′′′(x)∣.

Si Xn
t = µ, debido a que Xn

t = 1
n
Nn
t se sigue que para toda ϕ ∈ C+

p (Rd),

<Xn
t , ϕ >=<

1

n
Nn
t , ϕ >=< Nn

t ,
1

n
ϕ >=< nµ,

1

n
ϕ >,

por lo que basta notar que se verifican las siguientes identidades:

1) < nµ,
1

n
ϕ >=< µ,ϕ >,

2) < nµ,∆α (
ϕ

n
)

2

− 2
ϕ

n
∆α

ϕ

n
>=

1

n
< µ,∆αϕ

2 − 2ϕ∆αϕ > .
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Sustituyendo lo anterior en (5.5), se tiene que el generador An de Xn está dado por

Anf(< µ,ϕ >) = Bnf(< nµ,
1

n
ϕ >) = n2V < µ,

∞
∑
j=0

q
(n)
j [f(< µ,ϕ > +(j − 1)

ϕ

n
) − f(< µ,ϕ >)] >

+ f ′(< µ,ϕ >) < µ,∆αϕ >

+
1

2n
f ′′(< µ,ϕ >) < µ,∆αϕ

2 − 2ϕ∆αϕ > +G(n),

donde G(n) es como se postula. ∎

Otro resultado importante, que será requerido para caracterizar, vía martingalas, al superproceso de
Dawson-Watanabe es la siguiente

Proposición 22. El límite del generador infinitesimal An, el cual se denotará por A, es

Af(< µ,ϕ >) = ĺım
n→∞

Anf(< µ,ϕ >) = f ′(< µ,ϕ >) < µ, (∆α + V )ϕ > +
1

2
V m2f

′′(< µ,ϕ >) < µ,ϕ2 > . (5.6)

Demostración. En la expresión (5.4) sea

D ∶= n2V ⟨µ,
∞
∑
j=0

q
(n)
j [f (< µ,ϕ > +(j − 1)

ϕ

n
) − f(< µ,ϕ >)]⟩ .

Debido a que por hipótesis f ∈ C3
b (R), usando un desarrollo en serie de Taylor de tercer orden para f , en

torno a cero, se tiene que

f (< µ,ϕ > +(j − 1)
ϕ

n
) − f(< µ,ϕ >) =

f ′(< µ,ϕ >)
(j − 1)

n
(ϕ − 0) +

1

2!
f ′′(< µ,ϕ >)

(j − 1)2

n2
(ϕ − 0)2 +

1

3!
f ′′′(ξj)

(j − 1)3

n3
(ϕ − 0)3.

donde ξj ∈ [ ⟨µ,ϕ⟩ , ⟨µ,ϕ⟩ + (j − 1)ϕ
n
], para j = 0,1,2, . . . .

Por lo anterior, usando linealidad de la integral y que la ley de ramificación tiene momentos finitos hasta
de orden 3, se tiene que

D ∶ = n2V ⟨µ,
∞
∑
j=0

q
(n)
j [f (< µ,ϕ > +(j − 1)

ϕ

n
) − f(< µ,ϕ >)]⟩

= n2V ⟨µ,
∞
∑
j=0

q
(n)
j [f ′(< µ,ϕ >)

(j − 1)

n
ϕ +

1

2!
f ′′(< µ,ϕ >)

(j − 1)2

n2
ϕ2

+
1

3!
f ′′′(ξj)

(j − 1)3

n3
ϕ3

]⟩

= nV ⟨µ, f ′(< µ,ϕ >)ϕ
∞
∑
j=0

q
(n)
j (j − 1)⟩ +

V

2
⟨µ, f ′′(< µ,ϕ >)ϕ2

∞
∑
j=0

q
(n)
j (j − 1)2

⟩ +
V

3!n
⟨µ, f ′′′(ξj)ϕ

3
∞
∑
j=0

q
(n)
j (j − 1)3

⟩

= V ⟨µ, f ′(< µ,ϕ >)ϕan⟩ +
V

2
⟨µ, f ′′(< µ,ϕ >)ϕ2

(m
(n)
2 −

an
n

)⟩ +
V

3!n
⟨µ, f ′′′(ξj)ϕ

3
∞
∑
j=0

q
(n)
j (j − 1)3

⟩ ,

donde para obtener la última igualdad de la expresión anterior se ha usado que las condiciones (5.1)
implican

1.
∞
∑
j=0

q
(n)
j (j − 1) =

∞
∑
j=0

q
(n)
j j −

∞
∑
j=0

q
(n)
j =m

(n)
1 − 1 =

an
n
, (5.7)

2.
∞
∑
j=0

q
(n)
j (j − 1)2 =

∞
∑
j=0

q
(n)
j [j(j − 1) − (j − 1)] =

∞
∑
j=0

q
(n)
j j(j − 1) −

∞
∑
j=0

q
(n)
j (j − 1) =m

(n)
2 −

an
n
, (5.8)
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donde an → a cuando n→∞.

Sustituyendo la última expresión de D en la expresión (5.4), se tiene

Anf(< µ,ϕ >) =f ′(< µ,ϕ >) < µ,∆αϕ > +
1

2n
f ′′(< µ,ϕ >) < µ,∆αϕ

2 − 2ϕ∆αϕ >

+ V ⟨µ, f ′(< µ,ϕ >)ϕan⟩ +
V

2
⟨µ, f ′′(< µ,ϕ >)ϕ2 (m

(n)
2 −

an
n

)⟩

+
V

3!n
⟨µ, f ′′′(ξj)ϕ

3
∞
∑
j=0

q
(n)
j (j − 1)3⟩ +G(n).

Haciendo n→∞ en la expresión anterior resulta

ĺım
n→∞

Anf(< µ,ϕ >) = f ′(< µ,ϕ >) < µ,∆αϕ > +V ⟨µ, f ′(< µ,ϕ >)ϕa⟩ +
V

2
⟨µ, f ′′(< µ,ϕ >)ϕ2m2⟩

= f ′(< µ,ϕ >) < µ, (∆α + aV )ϕ > +
1

2
V m2f

′′(< µ,ϕ >) < µ,ϕ2 >,

donde se ha usado que

⎛

⎝

V

3!n
< µ,ϕ3

∞
∑
j=0

q
(n)
j (j − 1)3f ′′′(ξj) > +G(n)

⎞

⎠
→ 0, n→∞.

∎

Observaciones:

1. En caso de que la ley de ramificación sea crítica e independiente de n, el término V a es cero pues
en ese caso se tiene que an = 0 para toda n por criticalidad.

2. El uso de funciones cilíndricas se justifica por el hecho de que sólo para este tipo de funciones es
factible hacer los cálculos y por el hecho de que para ϕ ∈ Kp(Rd), f ∈ C3

b , se tiene una familia de
funciones densa en Bb(Mp(Rd)).

Para finalizar está sección, se concluye con el siguiente corolario del Teorema 8 referente al proceso Xn,
que será determinante para el resto de las secciones.

Corolario 4. Sea Xn = {Xn
t , t ≥ 0} un MRαR , entonces Xn tiene una versión con trayectorias en el

espacio de Skorohod D(R+,Mp(Ṙd)).

La idea de la demostración es aplicar el Teorema 8 con M ∶= Mp(Ṙd), el cual es localmente compacto.
La condición

Tn(t)(C0(M)) ⊂ C0(M)

donde {Tn(t)} es el semigrupo correspondiente al proceso Xn se trata en [32].

5.2. Convergencia al superproceso de DW

Debido a que el objetivo de este trabajo es mostrar la construcción del superproceso de Dawson-Watanabe
como límite de difusión de sistemas de partículas, el resultado principal del trabajo corresponde al Teorema
29 de esta sección. Dicho teorema establece la convergencia débil del MRαR al superproceso de Dawson-
Watanabe y su demostración se presenta siguiendo dos métodos. Por un lado, usando las distribuciones
de dimensión finita del MRαR y por el otro, utilizando un problema de martingala, mismo que será
enunciado más adelante en el Lema 6. Es importante señalar que con la presentación de ambos métodos
se cubren los primeros dos objetivos planteados para este trabajo.
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Teorema 29. Sea Xn = {Xn
t , t ≥ 0}, n ∈ N, un MRαR como en la Definición 36. Si p > α

2
( y p < (d+α)

2
,

si α < 2), entonces el proceso Xn = {Xn
t , t ≥ 0}, es un proceso con valores en medidas (no necesariamente

de contar) tal que

Xn ⇒X, en D(R+,Mp(Rd)),

donde el proceso X = {Xt, t ≥ 0} es el límite de difusión o límite de Dawson-Watanabe del MRα

, también conocido como superproceso de Dawson-Watanabe, y satisface lo siguiente:

a) Xt ∈ Mp(Rd), ∀t ≥ 0.

b) Xt es un proceso de Markov cádlàg temporalmente homogéneo.

c) Si N0 es un campo de Poisson de intensidad λ, donde λ es la medida de Lebesgue en Rd, entonces
X0 = λ c.s.

d) Para cada t ≥ 0, el funcional de Laplace de Xt está dado por Ee−<Xt,ϕ> = e<λ,uϕ(t)>, ϕ ∈ Cp(Rd),
donde uϕ(t) es la única solución mild de la ecuación diferencial parcial no lineal

∂ut
∂t

= (∆α + V a)ut −
1

2
V m2u

2
t ,

u(0) = ϕ, (5.9)

donde m2 y a son constantes definidas como en (5.1).

El primer método de demostración del teorema anterior se basa en probar la tensión de la sucesión {Xn}

en D(R+,Mp(Rd)), y en identificar el límite demostrando que Xn Df⇒ X, donde
Df
⇒ denota convergencia

débil de distribuciones de dimensión finita. En el segundo método la unicidad del límite se sigue de de-
mostrar que todo punto límite de {Xn} es solución de un problema de martingala bien planteado.

Con la intención de hacer una presentación clara de ambas técnicas, éstas se han desglosado en los
resultados de las siguientes 4 secciones. En la primera se incluyen resultados preliminares que serán
utilizados en las demostraciones principales. En la segunda se prueba la compacidad relativa de {Xn}n∈N

(ver la Proposición 24). En la tercera sección se prueba la convergencia delMRαR al superproceso de DW
en el sentido de distribuciones de dimensión finita (ver Proposición 25). Se finaliza con la prueba de que
todo punto límite de {Xn} en D(R+,Mp(Rd)) resuelve el problema de martingala del superproceso de
Dawson-Watanabe dado en el Lema 6 (ver Proposición 26). Para clarificar cómo estos cuatro apartados
cubren las dos pruebas mencionadas para el Teorema 29, a continuación se esboza la idea general de cada
enfoque.

Técnicas de demostración

Para cada n ∈ N, sea Xn un MRαR y X el superproceso de DW caracterizado en el Teorema 29. Para
probar que Xn ⇒X en D(R+,Mp(Rd)), se utiliza lo siguiente:

a) Debido a que Nn
0 es un campo aleatorio de Poisson con intensidad nλ, por (3.21) del Capítulo 3, el

proceso Xn toma valores enMp(Rd) para p > d
2
(y p < d+α

2
si α < 2). De hecho se demostrará que

Xn es un proceso con trayectorias en D(R+,Mp(Rd)) para los valores estipulados de p.

b) Usando que D(R+,Mp(Rd)) es separable (Teorema 21), se sigue que la distribución de Xn, la cual
se denotará por Pn(⋅), es un elemento del espacio separable P(D(R+,Mp(Rd))).
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c) Así, probar la convergencia débil de {Xn} es equivalente a probar que {Pn} converge débilmente
en D(R+,Mp(Rd)). Lo primero que se requiere es garantizar la existencia de puntos límite de
{Xn}, y ello se hace probando que la sucesión {Xn} es relativamente compacta en D(R+,Mp(Rd)).
La compacidad relativa se prueba como sigue:

1. Usando el Corolario 4 se sigue que Xn tiene una versión con trayectorias en D(R+,Mp(Ṙd)).

2. Así, se probará que {Xn} es relativamente compacta (de hecho tensa) enD(R+,Mp(Ṙd)). Para
la demostración se utilizará el Teorema 27 el cual permite reducir la prueba de compacidad
relativa de {Xn} en D(R+,Mp(Ṙd)) a probar compacidad relativa de las proyecciones {<

Xn
t , ϕ >, t ≥ 0} en D(R+,R). Esto último se enunciará en la Proposición 24 y su demostración

se hará siguiendo los criterios de la Proposición 19.

3. Usando el Lema 5 de la sección de resultados preliminares, se sigue que si X es un punto
límite de {Xn} en D(R+,Mp(Ṙ+)), entonces éste toma sus valores en un espacio más chico,
Mp(Rd), es decir, tiene trayectorias en D(R+,Mp(Rd)).

De esta forma se prueba la existencia de puntos límite de {Xn}.

d) Resta probar la unicidad de puntos límite de {Xn}. Para ello se recurre a los dos métodos
siguientes:

1. Convergencia débil de distribuciones de dimensión finita Si {Xn} es relativamente
compacta, la convergencia se asegura si se muestra que la sucesión tiene a lo más un pun-
to límite. Usando el Teorema 25, resulta que basta probar la convergencia en el sentido de
distribuciones de dimensión finita (DDF). Es decir, Xn ⇒X, si, y sólo si,

i) {Xn}n∈N es relativamente compacta en D(R+,Mp(Rd)).

ii) Xn df
→X; ver la Proposición 25.

2. Solución al problema de la martingala. Nuevamente, dado que {Xn} es relativamente
compacta, basta probar la unicidad de puntos límites y para ello se identifican dichos puntos
límite como solución a un problema de martingala que tiene solución única:

i) En el Lema 6 se establecerá un problema de Martingala para el superproceso de Dawson-
Watanabe. En términos generales, se tiene que la martingala es de la forma

f(Xt) − ∫
t

0
Af(Xr)dr, 0 ≤ t ≤ T,

bajo condiciones adecuadas de ϕ y funciones f cilíndricas de la forma µz→ g(< µ,ϕ(s) >)

y donde A es el generador infinitesimal límite dado por la expresión (5.6).

ii) Se probará que los puntos de acumulaciónX de {Xn} satisfacen el problema de martingala
dado en el Lema 6. Para ello, se verá que si X0 es una versión de X con trayectorias en
D(R+,Mp(Rd)), entonces X0 resuelve el problema de la martingala del lema mencionado,
ver Proposición 26.

iii) Del inciso a) y b) del Lema 6, se sigue que la solución al problema de martingala ahí
planteado, es única.

iv) Finalmente, también del inciso b), se tiene la expresión para el funcional de Laplace de las
DDF del punto límite X0, la cual corresponde al funcional de Laplace del superproceso
de Dawson-Watanabe dado en el Teorema 29, con lo cual se concluye la prueba.
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5.2.1. Resultados Preliminares

Con el objetivo de dar claridad en las pruebas de la Proposición 24), Proposicion 25 y Proposición 26,
cuya importancia ya fue mencionada en la sección anterior, en esta sección se incluyen algunos resultados
previos necesarios.

Lema 1. Sea ϕ ∈ C+
p (Rd) y ωϕ/n la solución mild de la EDP (5.3). Entonces ∀T > 0 existe CT > 0 tal

que
∣∣ωϕ/n(⋅, t)∣∣p ≤ CT e

V bt∣∣ϕ∣∣p, 0 ≤ t ≤ T,

donde b ≥ supn an.

Demostración. Sea T > 0 y t ∈ [0, T ]. Usando un desarrollo de Taylor de segundo orden para F (n),
alrededor de uno, se sigue que

1 − F (n) [1 −
1

n
ωϕ/n(t)] = (F (n))

′
(1) (

1

n
ωϕ/n(t)) −

1

2n2
ω2
ϕ/n(t)R2,n

=
1

n
m

(n)
1 ωϕ/n(t) −

1

2n2
ω2
ϕ/n(t)R2,n,

donde R2,n ≥ 0 es un término residual. Luego

∂ωϕ/n

∂t
= (∆α − V n)ωϕ/n(t) + V n

2 [
1

n
m

(n)
1 ωϕ/n(t) −

1

2n2
ω2
ϕ/n(t)R2,n]

= ∆αωϕ/n(t) − V nωϕ/n(t) + V n
2 (1 +

an
n

)
1

n
ωϕ/n(t) − V n

2 1

2n2
ω2
ϕ/n(t)R2,n

= ∆αωϕ/n(t) + V anωϕ/n(t) −
V

2
ω2
ϕ/n(t)R2,n.

Entonces, la ecuación diferencial parcial (5.3) se transforma en

∂ωϕ/n

∂t
= (∆α + V an)ωϕ/n(t) −

V

2
ω2
ϕ/n(t)R2,n

ωϕ/n(0, x) = n (1 − e−ϕ(x)/n) .

La solución mild de esta ecuación está dada por

ωϕ/n(t, x) = e
V antTt (n (1 − e−ϕ/n)) (x) −

V

2
∫

t

0
eV anrTr(R2,nω

2
ϕ/n(t − r, ⋅))(x)dr.

Debido a que el semigrupo Tt es un operador positivo, la integral en la expresión anterior es un término
no negativo, por lo cual

ωϕ/n(t, x) = e
V antTt (n (1 − e−ϕ/n)) (x).

Por otra parte, por hipótesis {an} es convergente y entonces existe constante b positiva tal que supn an < b

y se cumple
0 ≤ ωϕ/n(t, x) = e

V btTt [n (1 − e−ϕ/n)] (x) ≤ eV btTtϕ(x), t ≤ T.

Además

∣Ttϕ(x)∣ ≤ ∫ Pt(y − x)
RRRRRRRRRRR

ϕ(y)

ϕp(y)

RRRRRRRRRRR

⋅ ϕp(y)dy

≤ ∣∣ϕ∣∣pTtϕp(x),

de donde
∣ωϕ/n(t, x)∣ ≤ e

V bt∣∣ϕ∣∣pTtϕp(x), t ≤ T.
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Así,

∣∣ωϕ/n(⋅, t)∣∣p ≤ e
V bt∣∣ϕ∣∣p sup

0≤t≤T
∣∣Ttϕp∣∣p.

Por lo tanto

∣∣ωϕ/n(⋅, t)∣∣p ≤ CT e
V bt∣∣ϕ∣∣p, donde CT ∶= sup

0≤t≤T
∣∣Ttϕp∣∣p.

∎

Proposición 23. Sea Xn un MRαR . Existen G1,G2 ∶ [0,∞) → [0,∞) continuas tales que ∀n ≥ 1,
∀t ≥ 0, ∀ϕ ∈Kp(Rd),

E <Xn
t , ϕ >2≤ {

1

n
G1(t) +G2(t)} ∣∣ϕ∣∣2p.

Demostración. Sea ϕ ∈Kp(Rd). Como Xn = 1
n
Nn, resulta que

E [<Xn
t , ϕ >2] =

1

n2
[V ar < Nn

t , ϕ > +(E < Nn
t , ϕ >)

2
] .

Sea {Unt , t ≥ 0} el semigrupo generado por ∆α + V an, y {Tt, t ≥ 0} el semigrupo de generador ∆α. Del
Corolario 3 se sigue que

E < Nn
t , ϕ >=< nλ, e

tnV (m(n)1 −1)
Ttϕ >=< nλ, etnV

an
n Ttϕ >=< nλ, etV anTtϕ >=< nλ,Unt ϕ >,

V ar < Nn
t , ϕ >=< nλ,Unt ϕ

2 + nV m
(n)
2 ∫

t

0
Uns (Unt−s(ϕ))

2
ds > .

Por lo tanto

< nλ,Unt ϕ
2 > ≤ n∫

Rd
∣
Unt ϕ

2(x)

ϕp(x)
∣ϕp(x)dx

≤ ne∣V an∣t∣∣ϕ∣∣2pr1,

donde r1 ≥ 0 es una constante independiente de n y de t. También se tiene que

(E < Nn
t , ϕ >)

2
≤ n2e∣V an∣2t∣∣ϕ∣∣2pr

2
1.

Además

⟨nλ,nV m
(n)
2 ∫

t

0
Uns (Unt−sϕ)

2
ds⟩ ≤ n2V m

(n)
2 e∣V an∣t ∫

t

0
e∣V an∣sds∣∣ϕ∣∣2pr1.

Poniendo

Fn1 (t) = e∣V an∣t,

Fn2 (t) = ∫
t

0
F1(s)ds,

de lo anterior se sigue que

E <Xn
t , ϕ >2 ≤

1

n
r1F

n
1 (t) + r1V m

(n)
2 Fn1 (t)Fn2 (t) + r2

1 (Fn1 (t))
2
∣∣ϕ∣∣2p

donde {an} y {m
(n)
1 } son convergentes y acotadas por c1 y c2 respectivamente. Así, las funciones

G1(t) = r1e
V at,

G2(t) = r1V c2G1(t) (∫
t

0
G1(r)dr) + r

2
1 (G1(t))

2
∣∣ϕ∣∣2p,

cumplen lo deseado. ∎
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Lema 2. ∀ϕ ∈Kp(Rd) los procesos

I.
Mn
t ∶=<Xn

t , ϕ > −∫
t

0
<Xn

s , (∆α + V an)ϕ > ds, t ≥ 0,

II.
M̃n
t ∶= (Mn

t )
2 − V nt , t ≥ 0,

son martingalas respecto a la filtración {FX
n

t }, donde

V nt = ∫
t

0
<Xn

s , V m
(n)
2 ϕ2 +

1

n
{(∆α + V an)ϕ

2 − 2ϕ(∆α + V an)ϕ} > ds. (5.10)

Demostración. Se usará el siguiente resultado [11]:

Si {Xt} es proceso de Markov con generador L y si F ∈D(L), entonces

MF
t ∶= F (Xt) − F (X0) − ∫

t

0
LF (Xs)ds, t ≥ 0, (5.11)

es martingala y su proceso creciente {<MF ,MF >t, t ≥ 0,} cumple que

d <MF ,MF >t
dt

= Γ(F,F )(Xt), (5.12)

donde Γ(F,G) = L(FG) − FL(G) −GL(F ), F,G ∈D(L). Más aún,

{(MF
t )2− <MF , FF >t, t ≥ 0} , (5.13)

es martingala.

Demostración de I. Sea Anf(< µ,ϕ >) el generador dado en (5.4). Tómese f(x) = x, entonces An <Xn
s , ϕ >

tiene la expresión

An < µ,ϕ >=< µ, (∆α + V an)ϕ > . (5.14)

Sean L ∶= An y F (µ) =< µ,ϕ > en (5.11). Entonces de (5.14) resulta que

F (Xn
t ) − ∫

t

0
LF (Xn

s )ds =<X
n, ϕ > −∫

t

0
<Xn

s , (∆α + V an)ϕ > ds, t ≥ 0,

es martingala.

Demostración de II. Sea f(x) = x2, entonces

An < µ,ϕ >2= 2 < µ,ϕ > An < µ,ϕ > +
1

n
An < µ,ϕ2 > −

2

n
< µ,ϕ(∆α + V an)ϕ > (5.15)

Por otra parte, nótese que

Γ(F,F ) = AnF 2(Xn
t ) − 2F (Xn

t )A
nF (Xn

t )

= An <Xn
t , ϕ >2 −2 <Xn

t , ϕ > An <Xn
t , ϕ >

=
1

n
{<Xn

t , (∆α + V an)ϕ
2 > −2 <Xn

t , ϕ(∆α + V an)ϕ >}+ <Xn
t , V m

(n)
2 ϕ2 >,

Integrando resulta

<Mn,Mn >t= ∫
t

0
Γ(F,F )(Xn

s )ds = V
n
t ,

Por lo tanto, de (5.12) y (5.13) se sigue el resultado. ∎
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Lema 3. Existe una función continua y positiva h(t), t ≥ 0, tal que ∀n ≥ 1, ∀T > 0 y ∀ϕ ∈Kp(Rd),

E [ sup
0≤t≤T

<Xn
t , ϕ >2] ≤ h(T )∣∣ϕ∣∣p.

Demostración. ∀n ≥ 1, T > 0 y ϕ ∈ Kp(Rd), sean Znt =< Xn
t , (∆α + V an)ϕ > y Mn

t =< Xn
t , ϕ > −∫

t
0 Z

n
s ds.

Por el Lema 2 se tiene que {Mn
t } es martingala. Usando la desigualdad (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2) se tiene que

E [ sup
0≤t≤T

<Xn
t , ϕ >2] = E [ sup

0≤t≤T
{Mn

t + ∫
t

0
Zns ds}

2]

≤ 2E [ sup
0≤t≤T

(Mn
t )

2] + 2E [ sup
0≤t≤T

(∫
t

0
Zns ds)

2

]

C.Schwartz
≤ 2E [ sup

0≤t≤T
pgMn

t
2
] + 2E [ sup

0≤t≤T
{t∫

t

0
(Zns )

2
ds}]

≤ 2E [ sup
0≤t≤T

(Mn
t )

2
] + 2TE [∫

T

0
(Zns )

2
ds] .

Usando la desigualdad de Doob para submartingalas en el primer término de la última desigualdad se
sigue que

(E [sup (Mn
t )

2
])

1/2
≤ 2 [E (Mn

T )
2
]
1/2

Minkowsky
≤ 2

⎛
⎜
⎝
[E <Xn

t , ϕ >2]
1/2

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

E (∫
T

0
Zns ds)

2⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1/2
⎞
⎟
⎠

C.Schwartz
≤ 2 (E <Xn

T , ϕ >2)
1/2

+ 2T 1/2 (∫
T

0
E (Zns )

2
ds)

1/2

,

y por la Proposición 23 se tiene

(E [sup (Mn
t )

2
])

1/2
≤ 2({

1

n
G1(T ) +G2(T )} ∣∣ϕ∣∣2p)

1/2

+ 2T 1/2 (∫
T

0
{

1

n
G1(s) +G2(s)} ∣∣∆α + V an∣∣

2
pds)

1/2

≤ 2{G1(T ) +G2(T )}
1/2

∣∣ϕ∣∣p

+ 2T 1/2 {∫
T

0
(G1(s) +G2(s))ds}

1/2

∣∣(∆α + V an)ϕp∣∣p∣∣ϕ∣∣p,

donde ∣∣∆αϕp∣∣ < +∞ (Ver [?] nota al Lema 2.8). Como {an} es acotada, existe k0 tal que

{E [ sup
0≤t≤T

(Mn
t )

2
]}

1/2

≤ 2{G1(T ) +G2(T )}
1/2

∣∣ϕ∣∣p

+ 2T 1/2 {∫
T

0
(G1(s) +G2(s))ds}

1/2

k0∣∣ϕ∣∣p

De modo similar se obtiene una cota para la expresión 2TE ∫
T

0 (Zns )
2
ds y con ello se obtiene el resultado.

∎

Lema 4. Sean f,ϕ como en el Lema 6. Entonces

ĺım
k→∞

E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

RRRRRRRRRRR

E [f(<Xnk
t+s, ϕ(t + s) >) − f(<X

nk
t , ϕ(t) >) − ∫

t+s

t
g (<Xnk

u , ϕ(u) >)du∣FX
nk

t ]

RRRRRRRRRRR

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 0 (5.16)

donde g = Af .
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Demostración. Sea

R ∶= f(<Xnk
t+s, ϕ(t + s) >) − f(<X

nk
t , ϕ(t) >) − ∫

t+s

t
g (<Xnk

u , ϕ(u) >)du.

Entonces

E[R∣FX
nk

t ] = E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

f(<Xnk
t+s, ϕ(t + s) >) − f(<X

nk
t , ϕ(t) >) − ∫

t+s

t
Ankf(<Xnk

u , ϕ(u) >)du∣FX
nk

t

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E [∫
t+s

t
Ankf(<Xnk

u , ϕ(u) >) − g(<Xnk
u , ϕ(u) >)du∣FX

nk

t ] ∶= Sk1 + S
k
2 .

Se sabe que

{f(<Xn
t , ϕ(t) >) − ∫

t

0
Anf(<Xn

s , ϕ(s) >)ds, t ≥ 0}

es martingala. Así, para el primer término Sk1 resulta

Sk1 =E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

f(<Xnk
t+s, ϕ(t + s) >) − ∫

t+s

0
Ankf(<Xnk

u , ϕ(u) >)du

− {f(<Xnk
t , ϕ(t) >) − ∫

t

0
Ankf(<Xnk

u , ϕ(u) >)du} ∣FX
nk

t

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 0, c.s.

Por otro lado, usando que g = Af y la expresión explícita de Ank resulta que

Sk2 =

RRRRRRRRRRR

E [∫
t+s

t
Ankf(<Xnk

u , ϕ(u) >) −Af(<Xnk
u , ϕ(u) >)du∣FX

nk

t ]

RRRRRRRRRRR

Jensen
≤ E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣
∫

t+s

t
∣f ′(<Xnk

u , ϕ(u) >) <Xnk
u , ϕ(u) > V (ank − a)

+
1

2
f ′′(<Xnk

u , ϕ(u) >) <Xnk
u , ϕ2(u) > V (mnk

2 −
ank
nk

−m2)

+
1

2nk
f ′′(<Xnk

u , ϕ(u) >) <Xnk
u ,∆αϕ

2(u) − 2ϕ(u)∆αϕ(u) > +On(1)∣du
RRRRRRRRRRR

FXt

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Dado que f es de clase C3, sea J > 0 tal que

sup
x

{∣f(x)∣, ∣f ′(x)∣, ∣f ′′′(x)∣} < J.

Entonces podemos continuar la expresión anterior por

≤ E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣
∫

t+s

t

⎛

⎝
JV <Xnk

u , ∣ϕ(u)∣ > ∣ank − a∣ +
1

2
JV <Xnk

u , ϕ2(u) > ∣m
(nk)
2 −

ank
nk

−m2∣

+
1

2nk
J ∣ <Xnk

u ,∆αϕ
2(u)∆αϕ(u) > +On(1)∣

⎞

⎠
du

RRRRRRRRRRR

FX
nk

t

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

donde ∀n ≥ 0,

∣On(1)∣ ≤
J3

3!n2
k

sup
y∈R2

∣ϕ(u)∣ <Xnk
u , ∣∆αϕ

2(u) − 2ϕ(u)∆αϕ(u)∣ >

+
J3V

3!nk
<Xnk

u , ϕ3(u)
∞
∑
j=0

q
(nk)
j ∣j − 1∣3 >, (5.17)
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siendo J3 ≥ supx∈R ∣f ′′(x)∣.

Tomando el límite y usando teorema de Fubini resulta

ĺım
k→∞

Sk2 ≤ ĺım
k→∞∫

t+s

t
E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎛

⎝
JV <Xnk

u , ∣ϕ(u)∣ > ∣ank − a∣ +
1

2
JV <Xnk

u , ϕ2(u) > ∣m
(nk)
2 −

ank
nk

−m2∣

+
1

2nk
J ∣ <Xnk

u ,∆αϕ
2(u)∆αϕ(u) > +On(1)∣

⎞

⎠

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

du. (5.18)

Nótese que, debido a que ∀ψ ∈ Cp(Rd) con d < 2p, se cumple

E <Xu
t , ψ >=

1

n
E ⟨Nn

t , ψ⟩ ≤
1

n
etV

(n)
(m

(n)
1 − 1)∣∣ψ∣∣p < nλ,ϕp >

≤ etV b∣∣ψ∣∣p < λ,ϕp >, (5.19)

donde b ≥ supn{an}. Sea C > 0, tal que ∑j q
(nk)
j ∣j − 1∣3 < C independientemente de nk. Usando (5.17) y

(5.19) en la expresión (5.18), resulta

ĺım
k→∞

Sk2 ≤JV (∫
t+s

t
euV b∣∣ϕ(u)∣∣pdu) < λ,ϕp > ( ĺım

k→0
∣ank − a∣)

+
JV

2
(∫

t+s

t
euV b∣∣ϕ2(u)∣∣pdu) < λ,ϕp > ĺım

k→∞

RRRRRRRRRRR

m
(nk)
2 −

ank
nk

−m2

RRRRRRRRRRR

+
J3V

3!
∫

t+s

t
(euV b∣∣ϕ2(u)∣∣pdu) < λ,ϕp > ( ĺım

nk→∞

1

nk
) = 0.

∎

5.2.2. Compacidad Relativa

Para probar que {Xn} es tensa en D(R+,Mp(Ṙd)), debido al Teorema 27 basta probar lo siguiente:

Proposición 24. Sea d < 2p. Para cada ϕ ∈ Kp(Ṙd) la familia de procesos reales {< Xn
t , ϕ >, t ≥ 0}n es

tensa en D(R+,R).

Se probarán las condiciones a), b′) y c) dadas en la Proposición 19. Sea ϕ ∈ K(Ṙd). Nótese que para
n ∈ N, debido a que Xn

t ({τd}) = 0 c.s., se tiene

<Xn
t , ϕ >= ∫ ϕ∣RddX

n
t ∣Rd + ϕ(τp)X

n
t ({τp}) = ∫Rd

ϕdXn
t ∣Rd , t ≥ 0,

y por lo tanto, en lo que sigue bastará suponer que ϕ ∈Kp(Rd).

Demostración. a) P.D. ∀η > 0, ∀t ∈ Q+, existe Γη,t ⊂ R compacto tal que

ı́nf
n
P [<Xn

t , ϕ >∈ Γηη,t] ≥ 1 − η,

donde Γηη,t es la η-vecindad de Γη,t.

Sean t ≥ 0 y c > 0. Por la desigualdad de Chebychev,

P [∣ <Xn
t , ϕ > ∣ ≥ c] ≤

E <Xn
t , ∣ϕ∣ >

c
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donde, de (5.19), se sigue que

E <Xn
t , ∣ϕ∣ >≤ e

tV b∣∣ϕ∣∣p < λ,ϕp >< +∞.

Aquí, se ha usado la hipótesis de que d < 2p. Luego

P [∣ <Xn
t , ϕ > ∣ ≤ c] ≥ 1 −

etV b∣∣ϕ∣∣p < λ,ϕp >

c
.

Si η > 0 y c es suficientemente grande, se obtiene

ı́nf
n
P [∣ <Xn

t , ϕ > ∣ < c + η] ≥ 1 − η.

b) P.D ∀t > 0, ∃β > 0 y una familia {γn(δ), 0 < δ < 1} variables aleatorias no negativas tales que

E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

qβ (<Xn
t+u, ϕ >,<Xn

t , ϕ >)

RRRRRRRRRRR

FX
n

t

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≤ E [γn(δ)∣F
Xn

t ] , 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ u ≤ δ,

donde qβ(x, y) = ∣x − y∣ ∧ 1 y FX
n

t = σ(Xn
s , s ≤ t).

Primero nótese que se tienen las siguientes igualdades. ∀ϕ ∈ Bb(Rd) y 0 ≤ s ≤ t,

E [< Nt, ϕ > ∣Ns] =< Ns, e
V (t−s)(m1−1)Tαt−sϕ >, (5.20)

E [<Xn
t , ϕ > ∣Xn

s ] =<X
n
s , e

V (t−s)anTαt−sϕ > . (5.21)

En efecto, usando la propiedad de ramificación de N se tiene que

E[< Nt, ϕ > ∣Ns] = ∑
xi∈SopXs

E < Nxi
t−s, ϕ >

= ∑
xi∈SopNs

eV (t−s)(m1−1)Tαt−sϕ(xi)

=< Ns, e
V (t−s)(m1−1)Tαt−sϕ >,

de donde se sigue (5.20). De manera análoga se obtiene (5.21). Así, si s ≤ t, entonces

A ∶= E [<Xn
t , ϕ > −∫

t

0
<Xn

r , (∆α + V an)ϕ > dr∣FX
n

s ]

= E [<Xn
t , ϕ > ∣FX

n

s ] − ∫
s

0
<Xn

r , (∆α + V an)ϕ > dr − ∫
t

s
E [<Xn

r , (∆α + V an)ϕ > ∣FX
n

s ]dr

=<Xn
s , e

V (t−s)anTαt−sϕ > −∫
t

s
<Xn

s , e
V (r−s)anTαr−s(∆α + V An)ϕ > dr − ∫

s

0
<Xn

r , (∆α + V an)ϕ > dr,

(5.22)

donde se ha usado que para 0 ≤ s ≤ t,

E[<Xn
t , ϕ > ∣FX

n

s ] = E[<Xn
t , ϕ > ∣Xn

s ] (propiedad de Markov de Xn),

Ttϕ − ϕ = ∫
t

0
Tr(Aϕ)dr, t ≥ 0.

Además, se tiene que

∫
t

s
<Xn

s , e
V (r−s)anTαr−s(∆α + V an)ϕ > dr =<Xn

s ,∫
t

s
eV (r−s)anTαr−s(∆α + V an)ϕdr >

=<Xn
s , e

V (t−s)anTαt−sϕ − ϕ >

=<Xn
s , e

V (t−s)anTαt−sϕ > − <Xn
s , ϕ > . (5.23)
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Sustituyendo (5.23) en (5.22), se obtiene que

A =<Xn
s , ϕ > −∫

s

0
<Xn

r , (∆α + V an)ϕ > dr, t ≥ 0.

Ahora, por el Lema 2 se sigue que

Mn
t =<Xn

t , ϕ > −∫
t

0
<Xn

r , (∆α + V an)ϕ > dr, t ≥ 0,

es martingala respecto a la filtración FX
n

t . Además, por el mismo Lema 2, para h función cilíndrica de
la forma h(Xn

t ) =<X
n
t , ϕ > se tiene que

M̃n
t ∶= (Mn

t )
2 − V nt , t ≥ 0,

es martingala, donde {V nt }t≥0 es el proceso de variación cuadrática en la descomposición de Doob-Meyer
de {M̃n

t }t≥0 y está dado por

V nt = ∫
t

0
Γ(h,h)(Xn

r )dr,

y

Γ(h,h)(Xn
r ) = (Anh2 − 2hAnh)(Xn

r )

= An <Xn
r , ϕ >2 −2 <Xn

r , ϕ > An <Xn
r , ϕ > . (5.24)

Finalmente, ∀T > 0, δ > 0 y n ≥ 1 se define

ξ(n,T, δ,ϕ) = 2{δ2 sup
0≤t≤T+δ

(An <Xn
t , ϕ >)2 + δ sup

0≤t≤T+δ
Γ(h,h)(Xn

t )} .

b’) Se demostrará que

E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∣ <Xn
T+s, ϕ > − <Xn

T , ϕ > ∣
2RRRRRRRRRRR

FX
n

T

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≤ E [ξ(n,T, δ,ϕ)∣FX
n

T ] ,

lo cual coincide con lo establecido en el inciso b) haciendo γn(δ) ∶= ξ(n,T, δ,ϕ) y usando la definición
de qβ .

Así, sean T > 0 y δ > 0. Entonces

E [∣ <Xn
T+δ, ϕ > − <Xn

T , ϕ > ∣
2
∣FX

n

T ]

= E

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

∣( <Xn
T+δ, ϕ > −∫

T+δ

0
An <Xn

s , ϕ > ds) − ( <Xn
T , ϕ > −∫

T

0
An <Xn

s , ϕ > ds)

+∫
T+δ

T
An <Xn

s , ϕ > ds∣
2

∣FX
n

T

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

= E[∣Mn
T+δ −M

n
T + ∫

T+δ

T
An <Xn

s , ϕ > ds∣
2
].

Usando la desigualdad (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2), se continúa con las desigualdades

≤ 2E
⎛

⎝
(Mn

T+δ −MTPn)
2 + (∫

T+δ

T
An <Xn

s , ϕ > ds)

2
⎞

⎠

≤ 2E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

(Mn
T+δ)

2 − 2(Mn
T+δ)M

n
T + (Mn

T )
2 + (∫

T+δ

T
An <Xn

s , ϕ > ds)

2 RRRRRRRRRRR

FX
n

T

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 2E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

{(Mn
T+δ)

2 − VT+δ} − {(Mn
T )

2 − VT } + ∫
T+δ

T
Γ(h,h)(Xn

r )dr + (∫
T+δ

T
An <Xn

s , ϕ > ds)

2 RRRRRRRRRRR

FX
n

T

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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Usando ahora que M̃n
t es martingala se sigue que

= 2E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣
∫

T+δ

T
Γ(h,h)(Xn

s )ds + (∫
T+δ

T
An <Xn

s , ϕ > ds)

2 RRRRRRRRRRR

FX
n

T

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≤ 2E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

(δ sup
T≤s≤T+δ

An <Xn
s , ϕ >)

2

+ δ sup
T≤s≤T+δ

Γ(h,h)(Xn
s )

RRRRRRRRRRR

FX
n

T

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= E [ξ(n,T, δ,ϕ)∣FX
n

T ] ,

que es lo deseado.

c) P.D ĺımδ→0 supnE[γn(δ)] = 0.

Usando la mismas definiciones que en la prueba anterior, se demostrará que

ĺım
δ↓0

ĺım sup
n→∞

E[ξ(n,T, δ,ϕ)] = 0.

Así, sea
E[ξ(n,T, δ,ϕ)] = E[A1] +E[A2],

donde

E[A1] = 2δ2E[ sup
T≤s≤T+δ

<Xn
s , (∆α + V an)ϕ >2]

≤ 2δ2H(T + δ)∣∣(∆α + V an)ϕ∣∣p.

La desigualdad se sigue de usar el Lema 6. Por otro lado,

E[A2] = 2δE [ sup
T≤s≤T+δ

<Xn
s , ∣V m

(n)
2 ϕ2 +

1

n
< (∆α + V an)ϕ

2 − 2ϕ(∆α + V an)ϕ > ∣ >]

≤ 2δE [sup <Xn
s ,Ψs >] ,

donde
Ψs = ∣V m

(n)
2 ϕ2 +

1

n
< (∆α + V an)ϕ

2 − 2ϕ(∆α + V an)ϕ > ∣.

Ahora bien,

E [ sup
0≤t≤T+δ

<Xn
s ,Ψn >] = E {(E [sup <Xn

s ,Ψn >])
2
}

1/2

D.Jensen
≤

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

E ( sup
0≤t≤T+δ

<Xn
s ,Ψn >)

2⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1/2

Lema3
≤ [H(T + δ)∣∣Ψn∣∣p]

1/2

=H(T + δ) sup
x∈R

RRRRRRRRRRR

V m
(n)
2 ϕ2(x) + 1

n
{(∆α + V an)ϕ

2(x) − 2ϕ(x)(∆α + V an)ϕ(s)}

ϕp(x)

RRRRRRRRRRR

,

donde H(T + δ) ∶ [0,∞) → [0,∞) es una función continua. Además, nótese que

sup
x∈R

RRRRRRRRRRR

V m
(n)
2 ϕ2(x) + 1

n
{(∆α + V an)ϕ

2(x) − 2ϕ(x)(∆α + V an)ϕ(s)}

ϕp(x)

RRRRRRRRRRR

< +∞,

ya que ∆α(Cp(Rd)) ⊂ Cp(Rd) si d
2
< p (y adicionalmente p < d+α

2
si α < 2). De esta manera se obtiene

c). ∎
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Con la proposición anterior se ha establecido que {Xn} es una sucesión relativamente compacta en
D(R+,Mp(Ṙd)). Resta mostrar que tal sucesión también es relativamente compacta pero en el espacio
D(R+,Mp(Rd)). Dicho resultado se sigue del siguiente

Lema 5. Sea X0 un punto límite de {Xn} en D(R+,Mp(Ṙd)), y sea d > 2p. Para cada t ≥ 0,

X0
t (τd) = 0, c.s.

Demostración. Supóngase que Xn ⇒X0 en D(R+,Mp(Ṙd)). Sea

Cp(Ṙd) =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

ϕ ∶ Ṙd → R, ϕ continua y ĺım
∣x∣→∞

RRRRRRRRRRR

ϕ(x)

ϕp(s)

RRRRRRRRRRR

= c ∈ R+, ϕ(τd) = c

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

Entonces
E <X0

t , ϕ >=< λ, etV aTαt ϕ >, ϕ ∈ Cp(Ṙd), t ≥ 0. (5.25)

En efecto, como Xn ⇒X0 por hipótesis, entonces

<Xn
t , ϕ >⇒<X0

t , ϕ >, ∀ϕ ∈ Cp(Ṙd)

por el teorema del mapeo continuo y el Lema 3, sabemos que supE ⟨Xn
t , ϕ⟩ < ∞. Por lo tanto

E <X0
t , ϕ >= ĺım

n→∞
E <Xn

t , ϕ >=< λ, etV aTαt ϕ > .

La primera igualdad se sigue del Teorema 4.5.2 de [4]. Además

E <Xn
t , ϕ >= E <

1

n
Nn
t , ϕ >=

1

n
< nλ, etV n

an
n Tαt ϕ > .

Sea ϕn ∈ Cp(Rd). Es posible extender ϕn a Ṙd poniendo ϕn(τd) = 0. Sea ψ = 1 − ϕn, ∀n. Entonces para

ϕ̇p(x) ∶= ϕp(x) + I{τd}(x), x ∈ Ṙd,

se cumple lo siguiente

a) ĺım∣x∣→∞

RRRRRRRRRRR

ψnϕ̇p(x)
ϕp(x)

RRRRRRRRRRR

= ĺım∣x∣→∞
ψn(x)ϕp(x)+ψn(x)I{τd}(x)

ϕp(x) = 1.

b) ∣ψnϕ̇p∣ ≤ ϕ̇p, n = 1,2, . . ..

c) ĺımn→∞ ψnϕ̇p(x) = ĺımn→∞ (ϕ̇p − ϕn(x)ϕ̇p(x)) = I{τd}(x).

Así, por a) se tiene que ψnϕ̇p ∈ Cp(Rd). Aplicando lema de Fatou se sigue que

E [X0
t ({τd})] ≤ ĺım

n→∞
E [<X0

t , ψnϕ̇p >]

= ĺım inf < λ, e−V taTtψnϕ̇p >

= 0.

por el teorema de convergencia dominada, ya que ψnϕ̇p → 0 en Rd, ψnϕ̇p ≤ ϕ̇p y < λ, ϕ̇p >< +∞ pues
d < 2p. Entonces

< λ, e−V atTαt ψnϕ̇p > = e
−V at < λ,Tαt ψnϕ̇p >

= e−V at < λ,ψnϕ̇p >→ 0.

Por lo tanto, X0
t ({τd}) = 0 c.s. ∀t ≥ 0. ∎

Nótese que, debido a que X0
t le da masa cero al punto {τd} c.s., entonces es posible usar el espacio

Mp(Rd) en lugar deMp(Ṙd).
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5.2.3. Convergencia débil de las distribuciones de dimensión finita del MRαR

Proposición 25. Para cada n ∈ N sea Xn = {Xn
t , t ≥ 0} el MRαR . Entonces

Xn Df⇒ X cuando n→ +∞,

donde X es el superproceso de Dawson-Watanabe.

Demostración. Se desea probar que las distribuciones de dimensión finita de Xn convergen a las de X,
es decir, que

(Xn
t1 ,X

n
t2 , . . . ,X

n
tm

) ⇒ (Xt1 ,Xt2 , . . . ,Xtm), 0 ≤ t1 < t2 < ⋯ < tm, m ∈ N.

La prueba se hará por inducción sobre m y usando el funcional de Laplace de Xn dado en (5.2).

Caso Base. Para m = 1, se probará que

E [e−<X
n
t ,ϕ>] → E [e−<Xt,ϕ>] , n→∞. (5.26)

Para ello, sea t > 0 y ϕ ∈ C+
p (Rd). Entonces

E [e−<X
n
t ,ϕ>] = E{E [e−<X

n
t ,ϕ>∣Xn

0 ]}

5,2
= E [e⟨X

n
0 ,(n log(1− 1

nωϕ/n(t)))⟩]

= E [e−⟨N
n
0 ,

1
n
[−n log(1− 1

nωϕ/n(t))−uϕ(t)+uϕ(t)]⟩]

donde uϕ(t) es la solución de la ecuación diferencial parcial no lineal (5.9). Usando que Nn
0 es un

campo de Poisson con intensidad nλ cuyo funcional de Laplace está dado por (1.8), resulta que el
funcional de Laplace de Xn

t es

E [e−⟨X
n
t ,ϕ⟩] = exp{−⟨λ,n (1 − e−

1
n
[−n log(1− 1

nωϕ/n(t))+uϕ(t)−uϕ(t)])⟩} . (5.27)

Por otro lado, utilizando que X0 = λ c.s., se sigue que el funcional de Laplace de Xt es

E [e−<Xt,ϕ>] = E[E [e−<Xt,ϕ>∣X0] ] = E [e−<X0,uϕ(t)>] = e−<λ,uϕ(t)>, (5.28)

donde uϕ es la solución a la ecuación diferencial parcial (5.9). Así, de (5.27) y (5.28) se tiene que
basta probar la convergencia

exp{−⟨λ,n (1 − e−
1
n
[−n log(1− 1

nωϕ/n(t))+uϕ(t)−uϕ(t)])⟩} → e−<λ,uϕ(t)>, n→∞. (5.29)

Nótese que si {ψn} ⊂ C+
p (Rd) es tal que ψn → ψ en Cp(Rd), entonces usando Teorema del Valor

Medio, se tiene que

∣e−<λ,ψn> − e−<λ,ψ>∣ ≤ ⟨λ, ∣ψn − ψ∣⟩ ≤ ∣∣ψn − ψ∣∣p ⟨λ,ϕp⟩ , (5.30)

donde ∣∣ϕ∣∣p = supx∈Rd
∣ϕ(x)∣
ϕp(x) . Es decir, si ψn → ψ en Cp(Rd), entonces e−<λ,ψn> → e−<λ,ψ>. Así, para

probar (5.29) basta ver que si ϕ ∈ C+
p (Rd), entonces

ĺım
n→∞

n [1 − e−
1
n
(n log(1− 1

nωϕ/n(t))+uϕ(t)−uϕ(t))] = uϕ(t), en C+
p (R

d). (5.31)
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Para lo anterior, se probará que

ĺım
n→∞

n log (1 −
1

n
ωϕ/n(t)) = −uϕ(t), en C+

p (R
d). (5.32)

Para ello, obsérvese que

RRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRR

n log (1 −
1

n
ωϕ/n(t)) + uϕ(t)

RRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRp

=

RRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRR

n log (1 −
1

n
ωϕ/n(t)) + uϕ(t) + ωϕ/n(t) − ωϕ/n(t)

RRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRp

≤

RRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRR

n [log (1 −
1

n
ωϕ/n(t)) +

1

n
ωϕ/n(t)]

RRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRp

+

RRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRR

uϕ(t) − ωϕ/n(t)
RRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRp

.

Así, basta probar las siguientes convergencias en C+
p (Rd):

a) ĺım
n→∞

n [log (1 −
1

n
ωϕ/n(t)) +

1

n
ωϕ/n(t)] = 0.

b) ĺım
n→∞

ωϕ/n(t) = uϕ(t).

Para el inciso a), usando las desigualdades

1 − y ≤ e−y, y ∈ [0,1], (5.33)

e−
1−r
r ≤ r r ∈ [0,1], (5.34)

con y = 1
n
ωϕ/n(t) en (5.33) y r = 1 − 1

n
ωϕ/n(t) en (5.34), y luego tomando logaritmo resulta

log (1 −
1

n
ωϕ/n(t)) ≤ −

1

n
ωϕ/n(t),

− 1
n
ωϕ/n(t)

1 − 1
n
ωϕ/n(t)

≤ log (1 −
1

n
ωϕ/n(t)) ,

y estas últimas desigualdades juntas dan

0 ≤ −n [log (1 −
1

n
ωϕ/n(t)) +

1

n
ωϕ/n(t)] ≤

1
n
ω2
ϕ/n(t)

1 − 1
n
ωϕ/n(t)

. (5.35)

Así, por el Lema 1, se tiene que existe CT tal que

1

n
ω2
ϕ/n(t) ≤

1

n
(CT e

V bt)
2
∣∣ϕ∣∣2p,

1 −
1

n
ωϕ/n ≥ 1 −

1

n
CT e

V bt∣∣ϕ∣∣p.

Con las desigualdades anteriores y haciendo n→∞ en (5.35) se obtiene a).

Para probar b), debido a que por hipótesis F (n) tiene terceros momentos factoriales finitos, usando
un desarrollo de Taylor de tercer orden en una vecindad de uno, la ecuación para ωϕ/n(t) se expresa
como

∂ωϕ/n(t)

∂t
= (∆α + V an)ωϕ/n(t) − V

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

m
(n)
2

2
(ωϕ/n(t))

2
−
F (n)′′′(ξn)

3!n
(ωϕ/n(t))

3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

ωϕ/n(0, x) = n (1 − e−ϕ/n) , ϕ ∈ C+
p (R

d). (5.36)



5.2 Convergencia al superproceso de DW 85

De acuerdo al Teorema 3.4.1 de [30], la ecuación diferencial parcial (5.36) depende continuamente de
su condición inicial ωϕ/n(0). Así, como ωϕ/n(0, x) = n (1 − e−ϕ(x)/n) → ϕ(x) en C+

p (Rd). Se obtiene
que ωϕ/n(t) → uϕ(t) en C+

p (Rd) que es lo que se deseaba probar.

Finalmente, resta probar (5.31). Aplicando el Teorema del Valor Medio a f(y) = n (1 − e−
1
ny), existe

K (independiente de n), tal que

∣∣n [1 − e
1
n
(n log(1− 1

nωϕ/n(t))+uϕ(t)−uϕ(t))] − n (1 − e−
1
nuϕ(t)) ∣∣

p
≤K∣∣n log (1 −

1

n
ωϕ/n(t)) + uϕ(t)∣∣

p
.

Así, de (5.32) se sigue que

ĺım
n→∞

n (1 − e−
1
n
(n log(1− 1

nωϕ/n(t)))+uϕ(t) − uϕ(t)) = ĺım
n→∞

n (1 − e−
1
nuϕ(t)) = uϕ(t).

Por lo tanto se ha probado que ∀t ≥ 0, E [e−<X
n
t ,ϕ>] → E [e−<Xt,ϕ>].

Hipótesis de inducción. Supóngase que para m tiempos, t0, t1, . . . , tm−1 ∈ R+, se tiene la conver-
gencia buscada, es decir

E [e
−∑m−1

j=0 <Xntj ,ϕj>] → E [e−∑
m−1
j=0 <Xtj ,ϕj>] , n→∞, ϕ0, . . . , ϕm−1 ∈ C

+
p (R

d). (5.37)

Para demostrar que es válida la convergencia para m + 1 tiempos, sean 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ ⋯ ≤ tm y
ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm ∈ C+

p (Rd). Usando propiedades de esperanza condicional y la propiedad de Markov,
resulta

E [e
−∑mj=0<X

n
tj
,ϕj>] = E{E [e

−∑mj=0<X
n
tj
,ϕj>∣FX

n

tm−1]}

= E{e
−∑m−1

j=0 <Xntj ,ϕj>E [e−<X
n
tm
,ϕm>∣FX

n

tm−1]}

= E{e
−∑m−1

j=0 <Xntj ,ϕj>E [e−<X
n
tm
,ϕm>∣Xn

tm−1]} .

Desarrollando y utilizando la expresión (5.2) del funcional de Laplace de Xn
t , resulta

E [e−∑
m
j=0<X

n
t ,ϕj>] = E{e

−∑m−1
j=0 <Xntj ,ϕj>e

⟨Xntm−1 ,n log(1− 1
nωϕm/n(tm−tm−1))⟩}

= E{e
−∑m−1

j=0 <Xntj ,ϕj>e
⟨Xntm−1 ,n log(1− 1

nωϕm/n(tm−tm−1))+uϕm(tm−tm−1)−uϕm(tm−tm−1)⟩}

donde uϕm es la solución mild de la ecuación diferencial parcial (5.9), con condición inicial ϕm.
Usando (5.32) y la hipótesis de inducción (5.37) se sigue que

E [e
−∑mj=0<X

n
tj
,ϕj>] Ð→

n→∞
E{e−∑

m−1
j=0 <Xtj ,ϕj>−⟨Xtm−1 ,uϕm(tm−tm−1)⟩} .

Además,

E{e−∑
m−1
j=0 <Xtj ,ϕj>e−⟨Xtm−1 ,uϕm(tm−tm−1)⟩}

5,9
= E{e−∑

m−1
j=0 <Xtj ,ϕj>E [e−⟨Xtm ,ϕm⟩∣Xtm−1]}

= E{E [e−∑
m
j=0<Xtj ,ϕj>∣Xtm−1]}

= E [e−∑
m
j=0<Xtj ,ϕj>] .
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Se obtiene la convergencia deseada:

E [e−∑
m
j=0<X

n
t ,ϕj>] Ð→

n→∞
E [e−∑

m
j=0<Xtj ,ϕj>] .

Con lo anterior se termina la prueba de la convergencia de distribuciones de dimensión finita del
MRαR a las del superproceso X.

∎

El siguiente resultado permite generalizar el caso anterior al caso en el que el proceso Xn = {Xn
t , t ≥ 0}

sea un MRαR en el que Nn
0 no necesariamente es un campo de Poisson.

Corolario 5. Sea Xn = {Xn
t = 1

n
Nn
t , t ≥ 0} un MRαR donde Nn

0 no necesariamente es un campo de
Poisson. Si

Xn
0

d
⇒X0, n→∞,

entonces Xn Df⇒ X, donde X0 es el estado inicial del límite de DW.

Demostración. Denótese

−ψnr−s(ϕ) ∶= n log (1 −
1

n
ωϕ/n(r − s)) , 0 ≤ s ≤ r, ϕ ∈ C+

p (R
d).

Sean m ∈ N, 0 ≤ t0, t1, . . . , tm, y ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm ∈ C+
p (Rd). Usando el funcional de Laplace, condicionando

con respecto a FX
n

tm−1 y usando la propiedad de Markov como en la prueba anterior, se tiene que para
cada n ∈ Z+ se cumple

E [e
−∑mj=0<X

n
tj
,ϕj>] = E{e

−∑m−1
j=0 <Xntj ,ϕj>E [e−<X

n
tm
,ϕm>∣Xn

tm−1]}

= E [e
−∑m−1

j=0 ⟨Xntj ,ϕj⟩+⟨X
n
tm−1 ,n log(1− 1

nωϕm/n(tm−tm−1))⟩]

= E [e
−∑m−1

j=0 ⟨Xntj ,ϕj⟩−⟨X
n
tm−1 ,ψ

n
tm−tm−1(ϕm)⟩

]

= E [e
−∑m−2

j=0 ⟨Xntj ,ϕj⟩−⟨X
n
tm−1 ,ϕm−1+ψntm−tm−1(ϕm)⟩

] =∶ A.

Repitiendo el proceso anterior, pero ahora condicionando con respecto a FX
n

tm−2 , se tiene que

A = E{E [e
−∑m−2

j=0 ⟨Xntj ,ϕj⟩−⟨X
n
tm−1 ,ϕm−1+ψntm−tm−1(ϕm)⟩

∣FX
n

tm−2]}

= E{e
−∑m−2

j=0 ⟨Xntj ,ϕj⟩E [e
−⟨Xntm−1 ,ϕm−1+ψntm−tm−1(ϕm)⟩

∣Xn
tm−2]}

= E{e
−∑m−2

j=0 ⟨Xntj ,ϕj⟩e
⟨Xntm−2 ,ψ

n
tm−1−tm−2(ϕm−1+ψntm−tm−1(ϕm))⟩

}

= E{e
−∑m−3

j=0 ⟨Xntj ,ϕj⟩−⟨X
n
tm−2 ,ϕm−2ψntm−1−tm−2(ϕm−1+ψntm−tm−1(ϕm))⟩

} .

Utilizando el mismo procedimiento, inductivamente se llega a que

E [e
−∑mj=0<X

n
tj
,ϕj>] = E{e

−⟨Xn0 ,ϕ0+ψnt1−t0(ϕ1+ψnt2−t1(ϕ2+ψt2−t2(ϕ2+.....)⋯))⟩
} .

Haciendo n → ∞, usando la hipótesis, así como la propiedad de Markov de X y que −ψnr−s(ϕ) → uϕ(t),
se obtiene lo deseado, a saber,

ĺım
n→∞

E [e
−∑mj=0<X

n
tj
,ϕj>] = E [e−⟨X0,ϕ0+u(t1−t0)+ϕ1+uϕ2

(t2−t1)⟩]

= E [e
−∑mj=0⟨Xtj ,ϕj⟩] .

∎
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5.2.4. Caracterización vía el problema de la martingala

Como fue mencionado anteriormente, el superproceso de Dawson-Watanabe se puede caracterizar como
solución a un problema de martingala bien planteado, tal problema de martingala está relacionado con
lo siguiente:

Sea µ ∈ Mp(Rd). Se tiene que el generador infinitesimal An de Xn, valuado en la función cilíndrica

µz→ f(< µ,ϕ(s) >), s ≥ 0,

se expresa de la forma

Anf(< µ,ϕ(s) >) = f ′(< µ,ϕ(s) >) < µ,
∂ϕ(s)

∂s
> +f ′(< µ,ϕ >) < µ,∆αϕ(s) >

+ n−1 1

2
f ′′(< µ,ϕ(s) >) < µ,∆αϕ

2(s) − 2ϕ(s)∆αϕ(s) >

+ n−2V f ′(< µ,ϕ(s) >) < µ,n−1ϕ(s)
∞
∑
j=0

q
(n)
j (j − 1) >

+
1

2
n2V f ′′(< µ,ϕ(s) >) < µ,n−2ϕ2(s)

∞
∑
j=0

q
(n)
j (j − 1)2 > + ○ (1)

y por lo tanto

f(<Xn
t , ϕ(t) >) − ∫

t

0
Anf(<Xn

s , ϕ(s) >)ds, t ≥ 0, (5.38)

bajo condiciones adecuadas para ϕ y f (las cuales se establecerán formalmente en el Lema 6), es {FX
n

t }-
martingala (local). Lo anterior lleva a establecer que el generador infinitesimal A de X, valuado en f

(función cilíndrica dependiente del tiempo) esta dado por

Af(< µ,ϕ(s) >) = f ′(< µ,ϕ(s) >) < µ,
∂ϕ

∂s
> +f ′(< µ,ϕ(s) >) < µ,∆αϕ(s) >

+ V af ′(< µ,ϕ(s) >) < µ,ϕ(s) > +
1

2
V m2f

′′(< µ,ϕ(s) >) < µ,ϕ2(s) > .

La expresión anterior lleva a establecer el problema de martingala del superproceso de Dawson-Watanabe
que se enuncia a continuación.

Lema 6. Sea {X0
t } un proceso con trayectorias en D(R+,Mp(Rd)) tal que es solución al siguiente

problema de martingala: ∀f ∈ C3
b (R) y ϕ(x, s) ∈ C1

b (Rd × [0,∞)) tal que

ϕ(⋅,0) ≡ ϕ(⋅) ∈Kp(Rd),

ϕ(⋅, s) ∈D(∆α), s ≥ 0,

∂ϕ

∂s
∈ Cp(Rd),

el proceso

Mt ≡ f(<X
0
t , ϕ(t) >) − ∫

t

0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

f ′(<X0
s , ϕ(s) >) <X

0
s ,
∂ϕ(s)

∂s

+ (∆α + V a)ϕ(s) > +
1

2
V m2f

′′(<X0
s , ϕ(s) >) <X

0
s , ϕ

2(s) >

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

ds, t ≥ 0, (5.39)
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es martingala con respecto a la filtración {FX0
t }t≥0 con valor inicial M0 = f(< λ,ϕ >). Si Ht(ψ) denota

a la única solución clásica de la ecuación diferencial parcial

∂u(t)

∂t
= (∆α + V a)u(t) −

1

2
V m2u

2(t), t > s,

u(x, s) = ψ(s), ψ ∈ C+
p (R

d),

con valor inicial H0(ψ) = ψ ∈D(∆α), entonces

a) ∀T ≥ 0, RTt ≡ e−<X
0
t ,HT−t(ψ)>, 0 ≤ t ≤ T es martingala local con respecto a la filtración {FX0

t }.

b) Para cualesquiera 0 = t0 < t1 < ⋯ < tm y ψi ∈D(∆α), i = 0, . . . ,m, m = 1,2, . . .,

LX0
t0
,...,X0

tm
(ψ0, . . . , ψm) ∶= E [e−∑

m
i=0<X

0
ti
,ψi>] = e−<λ,Ψ>,

donde Ψ = ψ0 +Ht1(ψ1 +Ht2−t1(ψ2 + (. . . +Htm−tm−1(ψm))). En particular, (5.39) tiene no más de
una solución.

Demostración. a) Sustitúyase en (5.39) las funciones f(x) = e−x y ϕ(t) = HT−t(ψ), 0 ≤ t ≤ T . Se
obtiene de (5.39) la martingala

e−<X
0
t ,HT−t(ϕ)> − ∫

t

0

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

− e−<X
0
s ,HT−s(ψ)> <X0

s ,
∂HT−s(ψ)

∂s
+ (∆α + V a)HT−s(ψ) >

+
1

2
V m2e

−<X0
s ,HT−s(ψ)> <X0

s , (HT−s(ψ))
2 >

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

ds, t ≥ 0,

donde

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

− e−<X
0
s ,HT−s(ψ)> <X0

s ,
∂HT−s(ψ)

∂s
+ (∆α + V a)HT−s(ψ) > +

1

2
V m2e

−<X0
s ,HT−s(ψ)> <X0

s , (HT−s(ψ))
2 >

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

= −e−<X
0
s ,HT−s(ψ)> <X0

s ,−
∂HT−s(ψ)

∂(T − s)
+ (∆α + V a)HT−s(ψ) −

1

2
V m2(HT−s(ψ))

2 >= 0,

lo cual prueba a).

b) Sean 0 = t0 < t1 < . . . < tm y ψj ∈D(∆α), j = 0, . . . ,m. Por a), se tiene que

E [e−∑
m
j=0 <X0

tj , ψj >] = E {E [e−<X
0
tm
,Htm−tm(ψm)>∣Fx0

tm−1] e
∑m−1
j=0 <X0

tj
,ψ1>}

= E {e
−<X0

tm−1 ,Htm−tm−1(ψm)>−∑m−1
j=0 <X0

tj
,ψj>}

= E {e
−<X0

tm−1 ,Htm−tm−1(ψm)>−∑m−2
j=0 <X0

tj
,ψj>}

⋮

= E {e−<X
0
0 ,Ψ>} ,

donde
Ψ = ψ0 +Ht1(ψ1 +Ht2−t1(⋯ +Htm−tm−1(ψm)⋯) ∈D(∆α).

Así, se ha probado el resultado para Ψ ∈ D(∆α). Usando que D(∆α) es denso en C+
p (Rd) se sigue

el resultado.
∎
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Proposición 26. Si X es un proceso en D(R+,Mp(Ṙd)) que es punto de acumulación de {Xn}n≥1,
entonces X tiene una versión X0 en D(R+,Mp(Rd)), la cual es la única solución del problema de
martingala (5.39) y Xn ⇒X0 en D(R+,Mp(Ṙd)).

Demostración. Por el Lema 5 se sigue que X tiene una versión en D(R+,Mp(R)d) que se denotará por
X0. Por el teorema de convergencia dominada, ∀ϕ ∈ C+

p (Rd) se obtiene que

E [e−<X
0
0 ,ϕ>] = ĺım

n→∞
E [e−<X

n
0 ,ϕ>]

= ĺım
n→∞

e<nλ,e
−ϕ/n−1> = e−<λ,ϕ>,

por lo tanto X0
0 = δλ c.s. lo cual cumple con la condición de que M0 = f(< X0

0 , ϕ(0) >) = f(< λ,ϕ >).
Resta ver que Mt dada por (5.39) es martingala, pues por el Lema 6, inciso b), se sigue que X es el único
punto de acumulación de {Xn} ya que X =X0 en distribución.

Sea T > 0 y C(X) = {t ≥ 0 ∶ P [Xt = Xt−] = 1}. Si n1 < n2 < ⋯ es tal que Xnk ⇒ X en D(R+, Ṙd),
entonces ∀0 ≤ t1 < t2 < ⋯ < tl ≤ t ≤ t + s ≤ T , ti ∈ C(X), t, t + s ∈ C(X),

(Xnk
t1
, . . . ,Xnk

tl
,Xnk

t ,Xnk
t+s) ⇒ (Xt1 , . . . ,Xtl ,Xt,Xt+s)

d
= (X0

t1 , . . . ,X
0
tl
,X0

t ,X
0
t+s). (5.40)

Para probar que el proceso

Mt ∶= f(<X
0
t , ϕ(t) >) − ∫

t

0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

f ′(<X0
s , ϕ(s) >) <X

0
s ,
∂ϕ(s)

∂s
(∆α + V a)ϕ(s) >

+
1

2
V m2f

′′(<X0
s , ϕ(s) >) <X

0
s , ϕ

2(s) >

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

ds

es martingala, por la Proposición 9, es suficiente ver que

E [(f(<X0
t+s, ϕ(t + s) >) − f(<X

0
t , ϕ(t) >) − ∫

t+s

t
g(<X0

u, ϕ(u) >)du)
l

∏
i=1

hi(X
0
ti)] = 0 (5.41)

para cualequiera 0 ≤ t1 < ⋯ < tl ≤ t < t + s y h1, . . . , hn ∈ Cp(Rd), donde g = Af está dada por

Af(< µ,ϕ(s) >) = f ′(< µ,ϕ(s) >) < µ,
∂ϕ(s)

∂s
>

+ f ′(< µ,ϕ(s) >) < µ,∆αϕ(s) >

+ V af ′(< µ,ϕ(s) >) < µ,ϕ(s) >

+
1

2
V m2f

′′(< µ,ϕ(s) >) < µ,ϕ2(s) > .

Para probar que se cumple (5.41), sean hi ∈ Cp(Mp(Rd)), i = 1,2, .... Por el Lema 4 resulta

ĺım
k→∞

E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎛

⎝
f(<Xnk

t+s, ϕ(t + s) >) − f(<X
nk
t , ϕ(t) >) − ∫

t+s

t
g(<Xnk

u , ϕ(u) >)du
⎞

⎠

l

∏
i=1

hi(X
nk
ti

)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 0,

y por (5.40) se sigue que

E [(f(<X0
t+s, ϕ(t + s) >) − f(<X

0
t , ϕ(t) >) − ∫

t+s

t
g(<X0

s , ϕ(t) >)du)
l

∏
i=1

hi(X
0
ti)] = 0. (5.42)

Debido a la continuidad por la derecha de las trayectorias de X0 y al teorema de convergencia dominada,
(5.42) se cumple ∀0 ≤ t1 < t2 < . . . ≤ tl ≤ t ≤ t + s, lo cual prueba (5.41). ∎
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En resumen, se ha probado lo siguiente:

1. Si X es punto de acumulación débil de {Xn} en D(R+,Mp(Ṙd)) y si d < 2p entonces X tiene una
versión X0 en D(R+,Mp(Rd)).

2. X0 resuelve el problema de la martingala (5.39).

3. Por el Lema 6, inciso b), X d
=X0, es decir, X0 es único.

4. X d
=X0 es el superproceso de Dawson-Watanabe con X0

0 = λ, ya que por el Lema 6, inciso a),

Rts = e
−<X0

s ,Ht−s(ϕ)>, 0 ≤ s ≤ t,

es martingala y entonces

E [e−<X
0
t ,ϕ>] = E [e−<X

0
t ,Ht−t(ϕ)>]

= E [e−<X
0
0 ,Ht(ϕ)>] = e<λ,Ht(ϕ)>

donde

∂Ht(ϕ)

∂t
= (∆α + V a)Ht(ϕ) −

1

2
V m2H

2
t (ϕ), t > 0,

H0(ϕ) = ϕ.

5.3. (d,α, β, b)-Superproceso
El (d,α, β, b)-superproceso se obtiene como un límite de difusión deMRαR tales que la ley de ramificación
y reescalamiento difieren a los utilizados para el proceso de Dawson-Watanabe. Los parámetros de este
superproceso indican lo siguiente: d, la dimensión del espacio euclideano sobre el cual se desplazan las
partículas, α es el exponente del movimiento estable simétrico de cada partícula, b determina si el proceso
es crítico, subcrítico o supercrítico, y β es el parámetro de la función generadora de probabilidades
asociada a la dinámica de ramificación, y cuya expresión es

F (s) =
∞
∑
k=0

skqk = s + b(s − 1) + c(1 − s)1+β , (5.43)

donde s ∈ [0,1], b ∈ (−1, c], c ∈ (0, 1+b
1+β ] , y β ∈ (0,1].

Observaciones:

1. El valor medio de ésta dinámica de ramificación es m = 1 + b, y tiene segundo momento finito si, y
sólo si, β = 1, en cuyo caso, el segundo momento factorial es m2 = 2c.

2. Por lo anterior, si b = 0 se tiene una ley de ramificación crítica.

3. El parámetro de Malthus para esta ley es V b.

4. Las condiciones sobre b y c permiten garantizar que F es una función generadora.

5. F así definida está en el dominio de atracción normal de una ley estable de exponente 1+ β, por lo
que para β < 1, solamente se tienen momento finitos de orden menor que 1 + β.

6. Si α = 2 y β = 1 se obtiene un movimiento browniano ramificado con ramificación binaria crítica.
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Si N = {Nt, t ≥ 0} es el movimiento α-estable ramificado con ley de ramificación (5.43), entonces el
funcional de transición de Laplace está dado por

E [e−<Nt,ϕ>∣N0 = µ] = e
<µ,log(1−vϕ(t))>, ϕ ∈ C+

p (R
d), µ ∈ Mp(Rd).

donde vϕ es la solución de evolución de

∂v

∂t
= (∆α + V b)v − V cv

1+β ,

v(x,0) = 1 − e−ϕ(x), ϕ ∈ C+
p (R

d).

En este caso, el límite de difusión que lleva al superproceso X, utiliza el proceso reescalado Nn donde

Vn = V n
β ,

bn = bn
−β .

De manera similar al superproceso de Dawson-Watanbabe, se prueba que Xn = {Xn
t = 1

n
Nn
t , t ≥ 0} con-

verge débilmente a X, el (d,α, β, b)-superproceso.

Definición 37. Sea X = {Xt, t ≥ 0} un proceso de Markov homogéneo con trayectorias en D(R+,Mp(Rd)).
Entonces X es un (d,α, β, b)-superproceso si su funcional de Laplace está dado por

E [e−<X(t),ϕ>∣X(0) = µ] = e−<µ,uϕ(t)>, ϕ ∈ C+
p (R

d), µ ∈ Mp(Rd),

donde uϕ resuelve

∂u

∂t
= (∆α + V b)u − V cu

1+β

u(x,0) = ϕ(x).

Para este superproceso se tienen resultados similares a los establecidos para el superproceso de Dawson-
Watanabe.

5.4. Movimiento α-estable Ramificado con Inmigración

Una variante del superproceso de Dawson-Watanabe, es el superproceso en el cual se considera el efecto
de inmigración. En esta sección se introduce, a grosso modo, el movimiento α-estable ramificado con
inmigración. Se enuncia un resultado análogo al Lema 6 y otros tres resultados contrapartes de los es-
tablecidos para el caso sin inmigración. Debido a que la técnica de las demostraciones es similar, no se
incluyen en esta sección.

El movimiento α-estable ramificado con inmigración es un MRα en el que inmigran partículas
en el sistema según un campo aleatorio de Poisson en espacio tiempo, con medida de intensidad

βΛC = βICΛRd×R+ ,

donde β ≥ 0 y C ∈B(Rd ×R+). Una vez en el sistema, cada partícula inmigrante evoluciona independien-
temente siguiendo la dinámica del movimiento α-estable ramificado.

El caso más simple de inmigración corresponde a C = R ×R+, y más generalmente, a

C =D ×R+, D ∈B(Rd).
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En este caso se obtiene un proceso de Markov homogéneo en el tiempo, es decir tanto N como Xn = 1
n
Nn

son procesos homogéneos de Markov.
Para un C ∈B(Rd×R+) general, sea It la medida aleatoria determinada por las posiciones de las partículas
que han inmigrado hasta el tiempo t; se consideran las posiciones de las partículas al inmigrar, antes de
los efectos de migración y ramificación. Entonces {It} es proceso de Markov enMp(Rd) cuyo generador
infinitesimal está dado por

Gf(It) =< λCt , f(It + δ⋅ − f(It)) >,

donde λCt es la medida de Lebesgue en Rd restringida a B(Ct), y

Ct = {y ∈ Rd ∶ (y, t) ∈ C},

es decir Ct es la t-sección de C.

Observación: Nótese que G depende de t. En particular {It} no es temporalmente homogéneo, ni tam-
poco los procesos N y Xn (correspondientes al MRα con inmigración).

No obstante, todo proceso markoviano que no es temporalmente homogéneo puede hacerse markoviano
homogéneo agrandando su espacio fase. Lo que se hará aquí es incluir a t como una variable de estado para
hacer de {It} un proceso homogéneo de Markov. Entonces en lugar del movimiento α-estable ramificado
Xn se considerará el proceso

Y n = {(Xn
t , t), t ≥ 0},

que sí es homogéneo de Markov, con generador infinitesimal Ln dado por

Lng(µ, t) =
∂

∂t
g(µ, t) +Ant g(µ, t), µ ∈ Mp(Rd), t ≥ 0,

para g ∈D(Ln), donde Ant , valuado en una función cilíndrica H de la forma

H ∶ µz→ f(< µ,ϕ >), ϕ ∈ Cp(Rd), f ∈ C3(Rd),

está dado por

Ant f(< µ,ϕ >) = f ′(< µ,ϕ >) < µ,∆αϕ >

+
1

n

1

2
f ′′(< µ,ϕ >) < µ,∆αϕ

2 − 2ϕ∆αϕ >

+ n2V < µ,
∞
∑
j=0

q
(n)
j [f(< µ,ϕ > +n−j(j − 1)ϕ) − f(< µ,ϕ >)]

+ nβ < ΛCt , f(< µ,ϕ > +n−1ϕ(⋅)) > −f(< µ,ϕ >) > + ○ (n−1), n→∞,

donde ΛCt es la medida de Lebesgue en Rd restringida a la t-sección Ct de C.
Nótese que al hacer el reescalamiento tenemos alta densidad también en el termino de inmigración, es
decir reescalamos también ΛC .

Usando un desarrollo en serie de Taylor para la función f , tenemos que

Atf(< µ,ϕ >) ∶= ĺım
n→∞

Ant f(< µ,ϕ >)

= f ′(< µ,ϕ >) < µ,∆αϕ > +V af ′(< µ,ϕ >) < µ,ϕ >

+
1

2
V m2f

′′(< µ,ϕ >) < µ,ϕ2 > +β < ΛCt , ϕ > f ′′(< µ,ϕ >).
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Teorema 30. Si X es punto de acumulación débil de {Xn} en D(R+,Mp(Ṙd)), entonces ∀f ∈ C3
b (R),

ϕ ∈ C1
b (Rd ×R+) tal que ϕ(⋅, s) ∈D(∆α) ∀s ≥ 0 y ∂ϕ

∂s
∈ Cp(Rd),

Mt ≡ f(<X(t), ϕ >) − ∫
t

0
[f ′(<Xs, ϕ(s) >) <Xs,

∂

∂s
ϕ(s) > +Asf(<Xs, ϕ(s) >)]ds, t ≥ 0

es martingala respecto a FX .

De manera análoga al caso sin inmigración, se tiene el siguiente

Corolario 6. ∀ϕ ∈Kp(Rd),

<Xt, ϕ > −∫
t

0
[<Xs, (∆α + V a)ϕ > + < βΛCs , ϕ >]ds, t ≥ 0,

es martingala local. Más aún, si H(t) es la única solución al problema con valor inicial

∂H(t)

∂t
= (∆α + V a)H(t) −

1

2
V m2(H(t))2, t ≥ 0 (5.44)

H(0) = ϕ ∈D(∆α)

y si T > 0, entonces

RTt ∶= exp{− <Xt,H(T − t) > +β < ΛC∧t,H(T − ⋅) >} , 0 ≤ t ≤ T,

es martingala local respecto a la filtración FX , donde C ∧ t = {(x, s) ∈ C; s ≤ t} y

ΛC∧t = IC∧tΛRd×R+

Nótese que ∀ϕ ∈Kp(Rd) y t ≥ 0,

E [e−<Xt,ϕ>] = e−γ<λ,H(t)>−β<ΛC∧t,H(t−⋅)>

Proposición 27. {Xn}n≥1 es relativamente compacto en D(R+,Mp(Ṙd)) y además ∀t ≥ 0, Xt({τd}) = 0

c.s.

Nota: Usando lar martingala RTt se puede probar que cualquier proceso que satisface el problema de la
martingala del teorema anterior tiene las mismas distribuciones de dimensión finita y por tanto es único
(en distribución).

Teorema 31. X es un proceso de Markov con valores en Mp(Rd), el cual posee una versión continua
que resuelve el siguiente problema de martingala: ∀ϕ ∈Kp(Rd),

<Xt, ϕ > −∫
t

0
[<Xs, (∆α + V a)ϕ > + < βΛCs , ϕ >]ds, t ≥ 0

es martingala con valor inicial <X0, ϕ >=< λ,ϕ > y proceso creciente

⟨X⟩t ∶= V m2 ∫
t

0
<Xs, ϕ

2 > ds, t ≥ 0.

En particular, debido a la continuidad del proceso creciente, se sigue que Xt tiene una versión continua. El
caso de {Xt} correspondiente a ramificación con variación finita es el único para el cual ⟨X⟩t es continuo.
Si α < 2, entonces ∆α es un proceso de saltos puros sin embargo la continuidad del proceso X depende
de la ramificación.





Capítulo 6

Comportamiento Asintótico

El propósito de éste capítulo es enunciar el teorema básico sobre persistencia de superprocesos. En
términos generales, la persistencia está relacionada a la existencia de una distribución de equilibrio no
trivial de Xt, cuando t → ∞. Para el (d,α, β, b)-superproceso (caracterizado en el capítulo anterior) se
probará que para dimensiones d ≥ α

β
, el proceso persiste, y para dimensiones menores, se extingue. La

prueba aquí expuesta corresponde a la de Yong-Jin Wang [54]. La ventaja de tal prueba radica en que
no hace uso de las herramientas probabilísticas usuales en este tipo de resultados (específicamente las
distribuciones de Palm, ver [28]) y en su lugar utiliza métodos analíticos (incluso más simples a los usados
en [8]).

6.1. Extinción Local

De [8] se sabe que para procesos de difusión multiplicativos con ramificación de varianza finita, si el mo-
vimiento espacial es un movimiento α-estable simétrico en Rd y el estado inicial es la medida de Lebesgue
en Rd, entonces la existencia o no existencia de una distribución límite no degenerada para el MRα es
equivalente a la recurrencia o transitoriedad del movimiento α-estable. Resultados análogos se tienen para
sistemas de partículas en los cuales el mecanismo de migración es más general, por ejemplo un proceso
Markoviano regular, ver [16].

Debido a que el superbrowniano es un límite reescalado de sistemas de partículas, no resulta extraño que
dicho criterio sobre existencia o no existencia de una distribución límite para el superproceso se traslade
a la recurrencia o transitoriedad del mecanismo de migración del sistema de partículas sobre el cual se
construye. Así, el concepto de persistencia está relacionado con el concepto de extinción local siguiente.

Definición 38. Sea X un proceso con valores enMp(Rd). Se dice que X sufre extinción local si para
cada subconjunto compacto K ⊂ Rd, existe tiempo aleatorio τK finito c.s., tal que

Xt(K) ∶=<Xt,1K >= 0, ∀t > τK .

En adelante, {< Yt,1 >, t ≥ 0} denotará al proceso de masa de las partículas. Por tanto, que Y presente
extinción local indica que la masa total contenida en subconjuntos compactos de Rd converge a cero en
probabilidad. Se sigue que la extinción local dependerá de tres aspectos básicos:

1. De la transitoriedad del movimiento espacial.

2. Que tan grande es el parámetro de la ley de los tiempos de vida de las partículas.



96 Comportamiento Asintótico

3. De la tasa de ramificación asociada, es decir el número de partículas generadas en cada ramificación.

Por lo anterior, no es de sorprenderse que los métodos para probar extinción local de superprocesos estén
directamente relacionados a la ley de ramificación considerada. Para este capítulo se considerará el me-
canismo de ramificación (crítico) utilizado para la construcción del (d,α, β, b)-superproceso del capítulo
anterior. Intuitivamente se tiene que el proceso persistirá cuando la movilidad del sistema sea suficiente-
mente grande como para cubrir los regiones vacías producidas por la tendencia a la extinción debida a
la ramificación crítica.

Para la siguiente sección será necesario tener en cuenta lo siguiente:

1. Se sabe que el proceso α-estable simétrico en Rd es transitorio si, y sólo si, d > α. Por tanto, los
procesos α-estables simétricos recurrentes en Rd son los siguientes:

a) d = 2 y α = 2, es decir el movimiento browniano en R2.

b) d = 1 y 1 ≤ α ≤ 2.

2. Lo anterior indica que en dimensiones grandes se tiene una noción de movilidad de partículas
expresada por la relación

Pt(x) ∼ Ct
−d/α, t > 1, x ∈ Rd B ∈B(Rd),

donde B es un conjunto acotado y C = C(B) es una constante que puede depender de B. Aquí
{Pt, t ≥ 0} denota la familia de densidades de transición del movimiento α-estable simétrico en Rd.

3. La medida de Lebesgue es invariante para el semigrupo {Tt} con generador infinitesimal ∆α, 0 <

α ≤ 2, es decir
< λ,Ttf >=< λ, f >, ∀f ∈ L1(Rd). (6.1)

6.2. Persistencia en dimensiones grandes

Sea X = {Xt, t ≥ 0} el (d,α, β, b)-superproceso construido como límite de difusión de MRαR , para
los cuales la ley de ramificación tiene función generadora dada por (5.43), donde β ∈ (0,1], b = 0 y
c ∈ (0,1/(1 + β)], es decir

F (s) =
∞
∑
k=0

skqk = s + c(1 − s)
1+β , s ∈ [0,1].

El funcional de Laplace de X está dado por

E [e−<Xt,f>∣X0 = µ] = e
−<µ,vtf>, f ∈ C+

p (R
d), µ ∈ Mp(Rd),

y vtf =Ht(f) es la única solución mild de la ecuación diferencial parcial

∂vt
∂t

= ∆αvt − V v
1+β
t , v0 = f,

es decir, la solución de la ecuación integral

vtf(x) = Ttf(x) − V ∫
t

0
Tt−s(Vsf)

1+β(x)ds, t ≥ 0, x ∈ Rd, (6.2)

con Tt = e∆αt.

Observación:
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Si β = 1, se obtiene el proceso de Dawson-Watanabe con a = 0 y con V en lugar de 1
2
V m2.

Bajo el supuesto de que N0 es un campo aleatorio de Poisson con intensidad λ, la medida de Lebesgue, se
sigue que X0 = λ c.s. Más aún, debido a la invarianza de λ y la criticalidad del mecanismo de ramificación,
Nt y Xt tienen intensidad λ, es decir

ENt = EXt = λ, ∀t ≥ 0.

Además, el Funcional de Laplace es

E [e−<Xt,f>∣X0 = λ] = e
−<λ,vtf>

= e−<λ,Ttf−V ∫
t
0 Tt−s(Vsf)

1+βds>

= e−<λ,f>+V ∫
t
0 <λ,Tt−s(vsf)

1+β>ds

= e−<λ,f>+V ∫
t
0 <λ,(vsf)

1+β>ds.

Haciendo t ↑ +∞, se sigue que

E [e−<Xt,f>∣X0 = λ] → e−<λ,f>+V ∫
∞
0 <λ,(vsf)1+β>ds =∶ Ee−<X∞,f>,

donde X∞ es medida aleatoria de Radon en Rd y

<Xt, f >
D
⇒<X∞, f >, t→∞.

Además,

E <X∞, f > = E ĺım
t→∞

<Xt, f >

≤ ĺım inf
t→∞

E <Xt, f >

= ĺım inf
t→∞

< λ,Ttf >=< λ, f > .

Por otro lado, usando la desigualdad de Jensen,

e−E<X∞,f> ≤ Ee−<X∞,f>

= e−<λ,f>+V ∫
∞
0 <λ,(vsf)1+β>ds,

y por lo tanto,
< λ, f > −V ∫

∞

0
< λ, (vsf)

1+β > ds ≤ E <X∞, f > . (6.3)

Poniendo εf en lugar de f en (6.3), con ε > 0, resulta

< λ, f > −
V

ε
∫

∞

0
< λ, (vs(εf))

1+β > ds ≤ E <X∞, f > ≤ < λ, f > (6.4)

Nótese que si
V

ε
∫

∞

0
< λ, (vs(εf))

1+β > ds→ 0, ε→ 0

Entonces ⟨λ, f⟩ ≤ E⟨X∞, f⟩ ≤ ⟨λ, f⟩, ∀f ∈ C+
p (Rd). Lo cual implicaría que X∞ es no trivial, es decir que

la intensidad de X∞ sería la misma que el estado inicial λ.

Definición 39. Se dice que X persiste (o que X es persistente) si existe una medida aleatoria X∞ en

Rd, no trivial, tal que Xt
d
⇒X∞ y EX∞ = λ.
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Teorema 32 ( Dicotomía de persistencia-extinción). Sea X el (d,α, β)-superproceso. Entonces el
proceso persiste, o bien, sufre extinción local c.s. cuando t→∞.

Dado d, resulta natural preguntarse para que valores de los parámetros α y β, el superproceso X tiene
un límite no degenerado.

Teorema 33. Si d > α
β
, entonces X es persistente, es decir si X0 = λ, la medida de Lebesgue en Rd,

entonces existe una medida aleatoria X∞, tal que Xt
D
→X∞ y EX∞ = λ.

Para probar este teorema, debido a (6.4) basta mostrar

Lema 7. Si d > α
β
, entonces

ĺım
ε↓0

1

ε
∫

∞

0
< λ, (vs(εf))

1+β > ds = 0.

Demostración. Sin perder generalidad, supóngase que ∣∣f ∣∣∞ = 1. Entonces

∫
1

0
< λ, (vs(εf))

1+β > ds
(6,2)
≤ ∫

1

0
< λ, (Ts(εf))

1+β > ds

≤ ε1+β ∫
1

0
< λ,Tsf ∣∣f ∣∣

β
∞ > ds

≤ ε1+β < λ, f >, (6.5)

mientras que

∫
∞

1
< λ, (vs(εf))

1+β > ds
(6,2)
≤ ∫

∞

1
< λ, (Ts(εf))

1+β > ds

= ε1+β ∫
∞

1
ds∫

Rd
dx(∫

Rd
Ps(y − x)f(y)

1
1+β f(y)

β
1+β dy)

1+β

D.deHolder
≤ ε1+β ∫

∞

1
ds∫

Rd
dx

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

(∫
Rd
Ps(y − x)

1+βf(y)dy)

1
1+β

(∫ f(y)dy)

β
1+β

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1+β

,

donde {Ps, s ≥ 0} son las densidades de transición α-estables simétricas. Recordar que ∀s > 0, Ps(⋅) es
unimodal, radialmente simétrica (es decir, vale lo mismo en todos los puntos que tengan la misma norma)
y tiene la propiedad de escala

PCr(z) = C
−d/αPr (

z

C1/α ) , ∀C > 0, z ∈ Rd, r > 0. (6.6)

Luego,

∫
∞

1
< λ, (vs(εf))

1+β > ds ≤ ε1+β ∫
Rd
dx∫

∞

1
ds [∫

Rd
Ps(y − x)

1+βf(y)dy] < λ, f >β

= ε1+β < λ, f >β ∫
Rd
∫
Rd
dxdyf(y)

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣
∫

∞

1
Ps(y − x)

1+βI∣∣x−y∣∣≤1 (6.7)

+ ∫
∞

1
Ps(y − x)

1+βI∣∣y−x∣∣>1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. (6.8)

Poniendo

I1 ∶= ∫
∞

1
Ps(y − x)

1+βI∣∣x−y∣∣≤1,

I2 ∶= ∫
∞

1
Ps(y − x)

1+βI∣∣y−x∣∣>1,
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tenemos que

I1
(6,6)
= ∫

∞

1
s−

d
α (β+1) (P1 (

y − x

s1/α ))
1+β

I∣∣y−x∣∣≤1ds

≤ ∫
∞

1
s−

d(1+β)
α (P1(0))

1+βI∣∣y−x∣∣≤1ds

= c1
α

d(1 + β) − α
I∣∣y−x∣∣≤1,

donde c1 ∶= (P1(0))
1+β . Para estimar I2 hacemos el cambio de variable s = ∣∣y − x∣∣αt > 1, resultando

I2 = ∫
∣∣y−x∣∣−α

∣∣y − x∣∣αds(Ps (
y − x

((y − x)α)1/α ))

1+β

((∣∣y − x∣∣α)
−d/α

)
1+β

I∣∣y−x∣∣>1

= ∫
∣∣y−x∣∣−α

dsPs(ε)
1

∣∣y − x∣∣d(1+β)−α
I∣∣y−x∣∣>1,

donde
ε ∶=

y − x

((y − x)α)1/α , ∣∣ε∣∣ = 1.

Luego

∫
∞

∣∣y−x∣∣−α
Ps(ε)

1+βds = ∫
1

∣∣y−x∣∣−α
Ps(ε)

1+βds + ∫
∞

1
Ps(ε)

1+βds

≤ ĺım
δ↑0 ∫

1

δ
Ps(ε)

1+βds ≤ C2,

donde C2 > 0 y se ha usado que Ps(ε) es acotada para ε ∈ (0,1) y que ∣∣ε∣∣ = 1. Por otra parte,

∫
∞

1
Ps(ε)

1+βds
(6,6)
= ∫

∞

1
s−d(1+β)/α (P1

y − x

s1/α )
1+β

ds

≤ C1 ∫
∞

1
s−d(1+β)/αds

≤ C1
α

d(1 + β) − α
.

Por lo tanto,

∫
∞

∣∣y−x∣∣−α
Ps(ε)

1+βds ≤ C1
α

d(1 + β) − α
+C2,

y sustituyendo esto último en I2 obtenemos

∫
∞

1
< λ, (vs(εf))

1+β > ds ≤ ε1+β < λ, f >β
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

C1
α

d(1 + β) − α
∫
Rd
∫
Rd
dxdyf(y)I∣∣y−x∣∣≤1

+ (C1
α

d(1 + β)α
+C2)∫

Rd
∫
Rd
dxdyf(y)

1

∣∣y − x∣∣d(1+β)−α
I∣∣y−x∣∣>1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= ε1+β < λ, f >β
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

C1
α

d(1 + β) − α
V ol(B1(0)) < λ, f >

+ (C1
α

d(1 + β) − α
+C2)∫

Rd
(∫

∣∣y−x∣∣>1

dx

∣∣y − x∣∣d(1+β)−α
) f(y)dy.

Observando que

∫
∣∣y−x∣∣>1

dx

∣∣y − x∣∣d(1+β)−α
∶=K2(d) < ∞

debido a que d > α
β
, y haciendo ε ↓ 0 obtenemos la prueba del lema y por lo tanto que d > α

β
implica

persistencia.
∎
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Observaciones:

1. Para este caso, dc = α/β es llamada la dimensión crítica , de modo que para d > dc, el proceso
Xt converge en distribución a un límite no trivial y en caso contrario, sufre extinción local.

2. Como se explica en [26], la interpretación para el resultado anterior está relacionada con contra-
rrestar la extinción para lograr la persistencia de acuerdo a lo siguiente: el parámetro α representa
la movilidad de las partículas, de modo que si éste disminuye, entonces aumenta la movilidad de las
partículas. El parámetro β representa la fertilidad de las partículas. Si β disminuye, entonces au-
menta el número de partículas producidas, pero por criticalidad, también aumenta la posibilidad de
muerte. Por lo tanto, para una dimensión d específica, si β disminuye, la extinción local del proceso
deja regiones vacías, pero si α disminuye lo suficiente y mantiene la relación d > α

β
, la probabilidad

de que las partículas lleguen a las regiones vacías desde otras regiones antes de morir aumenta.

6.3. Resumen

En este capítulo se ha probado el resultado de persistencia en dimensiones grandes para el (d,α, β, b)-
superproceso, para el caso en el que b = 0. Este resultado se estableció en el Teorema 33. La prueba
corresponde a la dada en [54] y por la expresión (6.4), se reduce a la prueba del Lema 7.

Notas Adicionales

Resultados de persistencia para modelos de ramificación con masa total finita fueron considerados
por Jirina, y el caso de masa total infinito se debe a Dawson (1977).

Los resultados sobre persistencia no sólo han sido estudiados para el caso de superprocesos. En
los primeros estudios al respecto, Kallenberg introdujo el uso de distribuciones Palm para probar
persistencia en procesos de ramificación en tiempo discreto. Dicha metodología fue extendida al
caso continuo en [27], y al caso multitipo en [29].

Como fue mencionado, los métodos para probar resultados de persistencia dependen de la dinámica
de ramificación considerada, por ejemplo, en [27], la dinámica considerada fue tal que su función
generadora es de la forma

F (s) = s +
1

2
(1 − s)1+β , 0 < β ≤ 1.

Con este dinámica de ramificación, en [27], se extienden los resultados de persistencia al caso de
procesos de ramificación con valores medidas continuos, y se prueba por dos técnicas: el uso de
distribuciones de Palm y utilizando la fórmula de Feynman-Kac.

En [55], se establecen criterios sobre el comportamiento asintótico de superprocesos construidos con
mecanismos de ramificación generales (Teorema 3.1), a saber

F (s) = bs + cs2 + ∫
∞

0
(e−su − 1 + su)µ(du), (6.9)

donde c ≥ 0, b ∈ R y µ una medida en R+ tal que ∫
∞

0 u ∧ u2µ(du) < ∞. Para el caso de medidas
iniciales finitas, el Teorema 2.1 de [55], establece los criterios para determinar extinción o no del
superproceso en consideración. Los resultados sobre existencia de distribuciones límites o estados
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de equilibrio de superprocesos sobre espacios de medidas infinitas, con medida inicial la medida
de Lebesgue en Rd, son dados en el Teorema 3.1 del mismo artículo. En resumen, este resultado
establece que

i) Si b > 0, o bien si b = 0 y d < 3, el superproceso tiene un estado de equilibrio cero, es decir
Xt ⇒ 0, cuando t→∞.

ii) Si b < 0, o bien, b = 0 y d ≥ 3, el superproceso tiene un estado de equilibrio distinto de cero.
Mas aún, si b = 0 y d ≥ 3, existe una medida aleatoria no trivial X∞, tal que Xt ⇒X∞ cuando
t→∞ y EX∞ = λ.

La dimensión crítica para sistemas de partículas y sus correspondientes límites de difusión, como por
ejemplo para el MRα y para el superproceso de Dawson-Watanabe, coinciden debido a que se sabe
que ambos están relacionados mediante una representación de Cox. Así, si N es un movimiento
browniano ramificado y X su límite de difusión, entonces Nt es una medida aleatoria de Cox
dirigida por Xt, es decir Nt es una medida aleatoria de Poisson doblemente estocástica, con medida
de intensidad Xt:

LNt(ϕ) = LXt(1 − e
−ϕ), ϕ ∈ CK(Rd).
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Apéndice

.1. Semigrupos de Markov

Definición 40. Sea (L, ∣∣ ⋅ ∣∣) un espacio de Banach. Una familia de operadores lineales y acotados Tt ∶
L→ L , t > 0, se llama semigrupo de operadores en L si

a) Tt+s = TtTs, s, t ≥ 0,

b) T0 = Id.

El semigrupo {Tt, t ≥ 0} se dice fuertemente continuo ( o semigrupo C0) si ∀f ∈ L,

ĺım
t↓0

∣∣Ttf − f ∣∣ = 0.

Definición 41. El generador fuerte A de {Tt(∶= T (t)), t ≥ 0} es

A = {(f, g) ∈ L ×L ∶ ĺım
t↓0

T (t)f − f

t
= g} ;

es decir
Af = ĺım

t↓0

T (t)f − f

t
, ∀f ∈D(A)

donde

D(A) = {f ∈ L ∶ ĺım
t↓0

T (t)f − f

t
existe} .

Para [a, b] ⊂ (−∞,∞) denotamos

C([a, b]) = {f ∶ [a, b] → L ∶ f es continua}

Si u ∶ [a, b] → L, se dice que u es R−integrable en [a, b] si

ĺım
δ→0

n

∑
k=1

u(sk)(tk − tk−1)

existe, donde a ≤ t0 ≤ t1 ≤ ⋯ ≤ tn ≤ b, y máxk ∣tk − tk−1∣ = δk, tk−1 ≤ sk ≤ tk. En este caso definimos

∫
b

a
u(s)ds = ĺım

δ↓0

n

∑
k=1

u(sk)(tk − tk−1).

Si u es R-integrable en [a, b], ∀b > 0 y ĺımb→∞ ∫
b
a u(s)ds existe, la integral impropia se define como

∫
∞

0
u(s)ds = ĺım

b→∞∫
b

a
u(s)ds.

Definición 42. Un semigrupo de Feller es una familia {Tt, t ≥ 0} de operadores lineales positivos en
C0 tal que
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a) Ttf ∈ C0

b) Si f ∈ C0 y 0 ≤ f ≤ 1 entonces 0 ≤ Ttf ≤ 1

c) T0 = I y Tt+s = TtTs, para toda s, t ≥ 0

d) Para cada f ∈ C0, ĺımt→0+ ∣∣Ttf − f ∣∣ = 0

Propiedades de Semigrupos

Sea {T (t), t ≥ 0} un semigrupo fuertemente continuo en (L, ∣∣ ⋅ ∣∣) con generador A. Entonces

a) Si f ∈ L y t ≥ 0, se cumple ∫
t

0 T (s)fds ∈ Dom(A) y T (t)f − f = A ∫
t

0 T (s)fds.

b) Si f ∈ Dom(A) y t ≥ 0, entonces T (t)f ∈ Dom(A) y

d

dt
T (t)f = AT (t)f = T (t)Af, (10)

T (t)f − f = ∫
t

0
AT (s)fds = ∫

t

0
T (s)Afds.

Cuando {T (t), t ≥ 0} es el semigrupo de un proceso de Markov, las identidades en (10) se conocen
como las ecuaciones de Kolmogorov hacía atrás y adelante, respectivamente.

c) Sean {T (t), t ≥ 0} y {S(t), t ≥ 0} semigrupos en (L, ∣∣ ⋅ ∣∣) fuertemente continuos con generadores A
y B respectivamente. Si A = B entonces T (s) = S(s), ∀s ≥ 0. Es decir, los generadores determinan
al semigrupo.

d) (Teorema de Trotter-Kato) Sean {T (t), t ≥ 0}, {S(t), t ≥ 0} y {U(t), t ≥ 0} semigrupos fuertemente
continuos en (L, ∣∣ ⋅ ∣∣), con generadores respectivos A,B y A +B, entonces

ĺım
n→∞

[T (
t

n
)S (

t

n
)]
n

f = U(t)f, ∀f ∈ L,

∀t uniformemente en compactos. En el caso del MBR, este teorema permite determinar el generador
de la dinámica del proceso como la suma de los generadores de difusión (desplazamiento) y el de
ramificación.

e) (Teorema de la Fórmula Exponencial) Si A ∶ L → L acotado, entonces T (t) = eAt = ∑
∞
k=0

(tA)k
k!

. En
general si {T (t), t ≥ 0} es fuertemente continuo y A su generador, entonces ∀f ∈ L,

[I − (
t

n
)A]

−n
f Ð→ T (t)f, n→∞,

∀t ≥ 0 uniformemente en intervalos acotados.

Sea (Ω,F ,P) espacio de probabilidad y {X(t), t ≥ 0} un proceso E−valuado de Markov respecto a {Ft},
(donde (E,d) es métrico con σ-álgebra de Borel B(E)). Entonces ∀f ∶ E → R medible y acotada se tiene
que

E[f(Xt+s)∣Ft] = E[f(Xt+s)∣Xt]

Definición 43. Sea {T (t), t ≥ 0} un semigrupo en L ⊂ Bb(E), donde Bb(E) es el espacio de funciones
f ∶ E → R) medibles y acotadas. Entonces {T (t), t ≥ 0} es el semigrupo asociado al proceso {X(t), t ≥ 0}

si
E[f(Xt+s)∣Ft] = T (s)f(Xt), c.s. t ≥ 0, f ∈ L.
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