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Introduccion

En este trabajo se estudia al proceso de ramificacién con espacio de estados y
tiempo continuo o C.B. proceso el cual puede ser visto como una version mas ge-
neral del proceso de Galton - Watson. Este fue introducido por Jirina [8] y estudiado
por muchos autores, entre los cuales se incluyen Bingham [3], Grey [6], Grimvall [7],
Lamperti [11, 12], por mencionar algunos. Uno de nuestros objetivos es exponer su
intima relacion con los procesos de Lévy espectralmente positivos, debido a que las
trayectorias de estos dos procesos estan relacionadas a través de la transformacion
de Lamperti. Esto permite establecer varios resultados acerca del comportamiento
asintotico del C.B. proceso.

En particular se estudia al C.B. proceso a-estable (para o € (1,2]) el cual es el
proceso resultante al aplicar la transformacion de Lamperti a un proceso de Lévy
espectralmente positivo a-estable. A partir de ello se obtendra como consecuen-
cia que el C.B. proceso a-estable tiene la propiedad de auto-similitud. Lo anterior
permite establecer resultados explicitos concerniente a las trayectorias del C.B. pro-
ceso a-estable, como los establecidos en el articulo de Kyprianou y Pardo [10]. En
particular se especifican test integrales para obtener leyes de logaritmo iterado (LLI)
para el C.B. proceso cerca de la extincion. Por otro lado, es importante sefalar que
en este trabajo damos una prueba diferente a varios de los resultados de Kyprianou
y Pardo [10].

El Capitulo 1 define a los procesos de Lévy espectralmente positivos y los pro-
cesos de Lévy condicionados a permanecer positivos, asi como a los proceso auto-
similares y a-estables. El objetivo de este es introducir los objetos que estaremos
trabajando en el desarrollo de esta tesina.

En el Capitulo 2 se define al C.B. proceso y a su exponente de Laplace, lo cual
da lugar a una primera relacién con los procesos de Lévy espectralmente positi-
vos. Se define la transformacién de Lamperti, para posteriormente establecer los



conceptos de explosidén y probabilidad extincion como en el caso del proceso de
Galton-Watson. En una segunda parte definimos al C.B. proceso a-estable (para
a € (1,2]) via la transformacién de Lamperti, al igual se demuestra que este pro-
ceso tiene la propiedad de auto-similitud. También se demuestra una propiedad de
reversibilidad para este proceso y se establecen propiedades para el primer y ultimo
tiempo de pasada del C.B. proceso a-estable retornado al tiempo de extincion.

Finalmente, en el Capitulo 3 se establece tests integrales para obtener LLI en
0, para el envolvente inferior del primer y ultimo tiempo de pasada del C.B. proceso
a-estable retornado al tiempo de extincién, asi como un test integral para obtener
una LLI en 0, para el envolvente superior del proceso infimo futuro del C.B. proceso
a-estable retornado. De modo que a partir de ellos obtener la LLI cerca de la extin-
cion, para el envolvente superior del C.B. proceso a-estable. Nuestros argumentos
son basados en la propiedad de auto-similitud de dichos procesos y en el articulo
de Pardo [14].



Capitulo 1

Procesos de Levy y procesos
auto-similares

En este capitulo se va a introducir a los procesos de Lévy espectralmente posi-
tivos, a los procesos de Lévy condicionados a permanecer positivos y los procesos
auto-similares con incrementos independientes, con los cuales vamos a estar tra-
bajando en el desarrollo de esta tesis. Este Capitulo tiene como base bibliogréafica
el material contenido en Bertoin [2], Kyprianou [9] y Sato [15].

1.1. Procesos de Lévy espectralmente positivos

Sea (P,,z € R) una familia de medidas de probabilidad sobre el espacio de ma-
peos cadlag de [0,c0) a R, denotado por D, tal que para cada = € R, el proceso
canonico X es un proceso de Lévy sin saltos negativos que inicia en z. Denotare-
mos P := P, tal que P, es la ley del proceso X + z bajo P. El exponente de Laplace
Y : [0,00) — (—00,00) de X esta dado por E(e™Xt) = ¥, para A > 0, y satisface
la célebre formula de Lévy-Khinchine

Y(A) = aX + ;ﬁw + (e — 1+ Aalery)(da), (1.1)

(0,00)

donde a € R, 5 > 0y Il es una medida con soporte en (0, co) tal que

/(0 )(1 A 2*)II(dr) < oo.

En adelante, se asume que (X,P) no es un subordinador (recordando que un
subordinador es un proceso de Lévy con trayectorias crecientes). En este caso,
se sabe que el exponente de Laplace es cero en cero y tiende a co cuando \ se



1.2. Procesos de Lévy condicionados a permanecer positivos

va a infinito. M&s aun es infinitamente diferenciable y estrictamente convexo. En
particular ¢ (0+) = E(X;) € [—o0,00). Definimos la inversa por la derecha de 1
como:

O(q) =mf{A>0:¢(\) > q}.

para ¢ > 0. Si ¢'(0+) > 0 entonces A = 0 es la Gnica solucion a ¥(\) = 0, de otra
forma, hay dos soluciones a esta ultima ecuacion, A = ®(0) > 0y A = 0. El Teorema
VII.1 en [2] implica que la condicion ®(0) > 0 se cumple si y solo si el proceso se va
a oo. Mas aun, casi seguramente, la trayectorias de X se van a oo, oscilan o se van
a —oo de acuerdo a ¢’ (0+) < 0, ¢’ (0+) = 00 %' (0+) > 0.

1.2. Procesos de Lévy condicionados a permanecer
positivos

Se puede hablar del condicionamiento de cualquier proceso de Lévy a perma-
necer positivo pero en este trabajo se restringira al caso de procesos de Lévy es-
pectralmente positivos. Lo siguiente es tomado del Capitulo VII de Bertoin [2], Ky-
prianou [5] y el Capitulo 10 de Doney [9] en donde podemos ver dos construcciones
trayectoriales de este proceso, la construccién de Bertoin y la construccion de Ta-
naka. El proceso X condicionado a permanecer positivo es un proceso fuerte de
Markov cuya ley esta dada por

Pl (X, € dy) = lilr(rJllP)x(Xt cedy,t<e/qro>e/q), t>0, x,y>0 (1.2)
q

donde e es una variable aleatoria exponencial de media uno e independiente del
proceso X y
1o = Inf{t > 0: X, <0}

Resulta que la medida del lado izquierdo también puede ser construida como
resultado de una h-transformada de Doob de X matado cuando entra a (—oc, 0] por
primera vez. En el caso especial ¥’ (0+) < 0, el semi-grupo resultante esta dado por

1 — €¢(O)y

PL(X,; € dy) = =

P.(X; € dy,t <7p), t>0, z,y>0 (1.3)

donde el cociente del lado derecho se entiende como y/x en el caso ¢(0) = 0 (es
decir, el caso ¢’ (0+) = 0).

Ahora, definamos X := — X, el proceso dual de X. Denotamos por P, |a ley de X

4



1.3. Procesos auto-similares y a-estables

cuando inicia en z, en otras palabras (X,P,) = (X,P_,). El proceso dual condicio-
nado a permanecer positivo en el sentido de (1.2) es de nuevo una h-transformada
de Doob de (X, P,) matado cuando entra en (—oo, 0] por primera vez. En este caso,
asumiendo que v’ (0+) > 0, uno tiene

. W(y)

Pl (X; € dy) = ﬂPJ(Xt edy,t<m), t>0, z,y>0 (1.4)

W (z)

donde W es la llamada funcidn escala para el proceso —X. Esta es la Unica funcién
sobre [0, co) con transformada de Laplace

00 D B 1
/O eAW(x)da:fW, A >0, (1.5)

donde ) es el exponente de Laplace de X.

1.3. Procesos auto-similares y a-estables

En esta seccién se introduce a los procesos auto-similares, que son procesos
estocasticos que son invariantes en distribucion bajo un adecuado escalamiento
de tiempo y espacio. Estos procesos aparecen en varias partes de la teoria de
probabilidad, como en los procesos de Lévy, procesos de ramificacion, teoria de
fragmentacion, teoria de coalescencia, fisica, etcétera (Ver Bertoin [2] y Sato [15].

Un proceso de Markov auto-similar X = (X;,¢ > 0) es un proceso que posee
la propiedad de Markov con probabilidades (Q,,z > 0) tal que para cada k& > 0,
la ley de (kXj-o4,t > 0) bajo Q, es la misma que la del proceso (X;,t > 0) bajo
Qz, donde o > 0 es una constate conocida como indice de auto-similitud. Otra
definicién que se encuentra comunmente en la literatura es la siguiente,

Definicion 1.1 Sea X = (X,,t > 0) un proceso estocastico que toma valores en R
tal que X, = 0. Decimos que X es auto-similar si para toda k > 0, existe o > 0 tal
que

(Xpeot > 0) 2 (KX, t > 0).

En caso de que X sea un proceso de Lévy que cumple esta propiedad, se dice
que X es un proceso estrictamente estable de indice «, pero en lo subsecuente se
omitir4 el adverbio “estrictamente” y se dird que el proceso es a-estable. De acuer-
do a Sato [15] (Teorema 14.1,14.2 y 14.3), o € (0, 2].



1.4. Procesos auto-similares con incrementos independientes

A partir de ahora, estaremos enfocados en procesos de Lévy a-estable espec-
tralmente positivos, en otras palabras estamos interesados en procesos de Lévy
espectralmente positivos que satisfagan la propiedad de auto-similitud para algun
indice « € (0, 2], (Ver Capitulo VIII en Bertoin [2] para una mayor discusién acerca
del proceso de Lévy a-estable). Se sabe, que el exponente de Laplace de (X,P,)
toma la forma

PN =A%, A>0 ae(0,2] (1.6)

donde ¢, > 0. Cuando a« = 2, el proceso de Lévy (X,PP,) es un multiplo de un
movimiento Browniano estandar.

Observacion 1.1 Para un proceso de Lévy espectralmente positivo a-estable su
funcion escala esta dada por

donde T es la funcion Gama.

1.4. Procesos auto-similares con incrementos inde-
pendientes

Una clase importante de procesos estocasticos es la clase L, la cual también es
conocida como procesos auto-similares aditivos, es decir, procesos auto-similares
con incrementos independientes.

Definicion 1.2 Sea i un medida de probabilidad en R y denotemos por i a su
funcion caracteristica. Decimos que . es auto-descomponible si para cualquier b >
0, hay una medida de probabilidad p, en R tal que

i(z) = (b2)pe(2),  z €R,

donde p, denota la funcion caracteristica de py.

En términos de variables aleatorias esta definicion es: Una variable aleatoria X
se dice que es auto-descomponible si para cualquier constante b € (0, 1) existe una
variable aleatoria independiente X tal que

X Lpx +x0,

6



1.4. Procesos auto-similares con incrementos independientes

En otras palabras, una variable aleatoria es auto-descomponible si tiene la mis-
ma distribucién que la suma de un version escalada de si misma y una variable
aleatoria residual independiente. Un ejemplo importante de tal clase de distribucio-
nes son las variables aleatorias estables y Gaussianas.

Una propiedad que satisfacen las leyes auto-descomponibles es la de ser infini-
tamente divisibles, véase Proposicion 15.5 de Sato [15].

Ahora, notemos que un proceso estocastico aditivo satisface la propiedad de
Markov (pero no necesariamente homogénea). Si suponemos que sus incrementos
son también homogéneos, entonces se tiene un proceso de Lévy.

El siguiente resultado conecta las leyes auto-descomponibles con los procesos
auto-similares aditivos. La prueba de este resultado se puede ver en Sato [15] (Teo-
rema 16.1).

Teorema 1.1 Sea X = (X,,t > 0) un proceso de Markov auto-similar aditivo que
toma valores en R, entonces para cadat > 0 la ley de X, es auto-descomponible.
Reciprocamente, si . es una medida auto-descomponible en R, entonces para cual-
quier v > 0 existe un proceso auto-similar aditivo X de indice ~, donde ;. es la
distribucion de X;.



Capitulo 2

El C.B. proceso

En este capitulo se introduce a los procesos de ramificacion con espacio de
estados y tiempo continuo o C.B. procesos y se expone su intima relacién con los
procesos de Lévy espectralmente positivos, asi como se analiza y desarrollan sus
principales propiedades.

El C.B. proceso fue introducido por primera vez por Jirina en [8], en este articulo
se expone una extension de la propiedad de ramificacion a procesos de Markov con
espacio de estados en [0, oo], a tiempo continuo. Posteriormente Lamperti en [12]
caracterizé el C.B. Proceso como limite de procesos de Galton-Watson a tiempo
continuo y en [11] muestra como este proceso puede ser obtenido realizando un
cambio de tiempo a un proceso de Lévy espectralmente positivo.

2.1. Definicién del C.B. proceso

Un proceso fuerte de Markov Y* = (Y%, ¢t > 0) que toma valores en [0, o], con
0 y oo dos estados absorbentes, es un C.B. proceso que empieza en a > 0, Si
sus trayectorias son continuas por la derecha con limite por la izquierda y ademas
satisface la propiedad de ramificacion, esto es,

Definicion 2.1 (Propiedad de Ramificacion) SiY?’ es una copia independiente de
Y?, entonces Y + Y tiene la misma ley que Y.

Otra forma de escribir la propiedad anterior es la siguiente, para toda 6 > 0y
x,y > 0,

Epy(e ) = By B, (), @1)



2.1. Definicion del C.B. proceso

Notemos que iterando la igualdad tenemos para = > 0,
E.(e ) = Eypn(e )" (2.2)

mostrando asi que Y; es necesariamente infinitamente divisible para cada ¢ > 0.
Ahora, si definimos para 0,t > 0,
g(ta 67 $) = - lOg Ex(eian)a

entonces (2.2) implica que para todo entero positivo m,

g(t,0,m) =ng(t,0,m/n) y g(t,0,m)=mg(t,0,1)

mostrando que para z € Q N [0, o),
g<t7 07 .Z') = ZIZ”U,t<6), (23)

donde u,(0) = g¢(¢,0,1) > 0. Por otro lado, de (2.1) vemos que para 0 < z < y,
g(t,0,2) < g(t,0,y) lo cual implica que ¢(t, 0, x—) existe como limite por la izquierda
y es menor o igual que ¢(t, 0, x+) el cual existe como limite por la derecha. Gracias
a (2.3) tanto el limite por la izquierda como el limite por la derecha son iguales, por
lo tanto para toda x > 0

E, (e ) = e, (2.4)

Otra observacion importante es que el exponente de Laplace de Y satisface la
propiedad de semi-grupo, es decir,

Uy 5(0) = ug(us(0)),
para toda t,s,0 > 0. Esto se deduce de la ecuacion (2.4) junto con la ecuacién de

Chapman-Kolmogorov.

El siguiente resultado permite ver una primera relacion entre los procesos de
Lévy espectralmente positivos y los C.B. procesos. Una demostracion de este re-
sultado se puede encontrar en el Capitulo Il de Le Gall [13] o Silvertein [16].

Teorema 2.1 Parat,f > 0, supongamos que u;(0) es el funcional de Laplace de un



2.2. La transformacion de Lamperti

C.B. proceso definido en (2.4). Entonces esta es diferenciable ent y satisface

3ut

S 0) + w6l (6)) =0, @5)

con condicion inicial uy(6) = 6, donde para \ > 0,

1

d%M::—q+wM%—5ﬂA2+ ( )@—M-—1+Axuwﬂgngmy (2.6)
0,00

donde ¢ > 0,a € R, 0 > 0 y Il es una medida con soporte en (0,c0) que satisface

Ji0.00) (LA 2?)TI(dz) < o0.

Notemos que para A > 0, ¥(\) = logE(e~***) donde X es un proceso de Lévy
espectralmente positivo o un subordinador, matado en un tiempo exponencial in-
dependiente de parametro ¢ > 0. Recordando lo mencionado en la Seccién 1.1,
sabemos que ¢ es convexa, infinitamente diferenciable en (0,00), ¥(0) = —q y
Y'(04) € [—o0,00). Mas aun, de la Seccién 5.5 de [9], si X es un subordinador
(matado), entonces ¥ (c0) < 0y de otra forma tenemos que ¢ (c0) = oc.

Del teorema anterior es sencillo confirmar a través de una derivacion que para
cada @ > 0 la solucién a (2.5) puede ser determinada de forma Unica por la relaciéon

_/M”1d5:t 2.7)
o (&)

De la discusion anterior se puede deducir que si un C.B. proceso existe, enton-
ces tiene asociado una funcion ¢ : [0, 00) — R dada en (2.6), a la cual nos vamos a
referir como mecanismo de ramificacion.

2.2. Latransformacion de Lamperti

A continuacién enunciaremos la transformada de Lamperti, que entre otras co-
sas, muestra que cada mecanismo de ramificacién ¢ tiene asociado un C.B. proce-
So.

Para entender mejor la transformacidén de Lamperti, vamos a estudiar al proceso
de Galton-Watson a tiempo continuo como un cambio de tiempo de un proceso
de Poisson compuesto. Esta construccién se puede extender, conectando a los
C.B. procesos con los procesos de Lévy espectralmente positivos. De esta forma el
C.B. proceso puede ser visto como una versién del proceso de Galton-Watson con

10



2.2. La transformacion de Lamperti

valores en [0, o<].

2.2.1. Construcion de Lamperti del proceso de Galton Watson a
tiempo continuo

Consideremos un proceso de Galton-Watson a tiempo continuo en el cual cada
individuo muere con tasa ¢ > 0, independientemente uno de los otros. Al final de
su vida, cada individuo da nacimiento a un niamero aleatorio de hijos (de manera
independiente) el cual es distribuido de acuerdo a alguna medida de probabilidad
v, llamada la distribucién de los nacimientos. La distribucién v tiene soporte en N.
Sean(i) =v(i+ 1) parai= —1,0,... y por simplicidad supondremos que 7(0) = 0.

En otras palabras, si denotamos por Y; al niumero de individuos vivos al tiempo
t > 0, con poblacién inicial Yy = a, el proceso (Y;,t > 0) es una cadena de Markov
homogénea a tiempo continuo con valores en N que satisface la propiedad de rami-
ficacién y cuya dindmica puede ser descrita como sigue. La cadena inicia en a € N
y permanece ahi un tiempo exponencial T} de parametro ca, y a ese tiempo realiza
un salto de tamafo X, — X el cual es independiente de Ty tiene distribucion .
El estado 0 es absorbente.

La propiedad de ramificacion implica, como ya lo vimos anteriormente, que la
transformada de Laplace de este proceso satisface la siguiente identidad. Para toda
0 >0,

Ea(e_eyt) = ¢~ou(0) (2.8)

para alguna funcion u,(0). Ademas, es posible verificar a partir de la dinamica de Y
que wu,(f) es solucién de la ecuacion diferencial

aut (9)
ot

= b (®),  u(6) =, (2.9)

donde 1 es el mecanismo de ramificacion del proceso de Galton-Watson a tiempo
continuo Y, donde

o0

v =c¢ Y (1—eMm(k). (2.10)

k=—1

Hasta el momento parece ver poca relacion con los procesos de Levy espec-
tralmente positivos, sin embargo un cambio de tiempo muestra que el camino de

11



2.2. La transformacion de Lamperti

Y esta ligado a la trayectoria de un proceso de Poisson compuesto cuyos saltos
tienen distribucién con soporte en {—1,0,1,2,...} que empieza en «a y tiene como
estado absorbente a cero. Visto de otra forma, de las tasas de transicion del pro-
ceso de Galton-Watson a tiempo continuo, notamos que el tiempo de permanencia
en el estado = es exponencial de parametro cz, lo que significa que los eventos de
nacimiento y muerte ocurren a una tasa la cual es lineal con respecto al tamarno
de la poblacién. Entonces lo que se hara a continuacién es desacelerar al reloj de
manera proporcional al tamano de la poblacion para obtener una cadena de Markov
cuyas tasas sean independientes del estado en que se encuentre.

Ahora, la idea es ajustar al tiempo de acuerdo a la evolucién de Y de tal for-
ma que el tiempo de sus saltos sean independientes y con la misma distribucion
exponencial. Para esto consideremos para t > 0,

t
J, = / Y.ds,
0

sea
oy =nf{s >0:J, >t}

con la convencioén de que inf () = co y definamos

Xt:Y

ot

donde X; = 0 si ¢; = oc.

A partir de esto se puede ver inmediatamente que (X;,t > 0) es de nuevo una
cadena de Markov homogénea a tiempo continuo que inicia en a, donde el estado 0
también es absorbente. Ahora, observemos que cuando Yy = a # 0 el primer tiem-
po de salto de Y ocurre a un tiempo exponencial 7; de parametro ac y el tamafo
del salto es independiente de T3 con ley 7. Sin embargo notemos que Jr, = aT}
es el primer tiempo en el cual el proceso X salta. Este ultimo tiempo se distribuye
como una variable aleatoria exponencial de parametro c. El tamario del salto a este
tiempo es independiente y tiene ley 7. En otras palabras, (X;,t > 0) puede ser visto
como un proceso Poisson Compuesto con medida de intensidad cr y parado en el
primer instante que toca 0.

Una construccion inversa también es posible, consideremos (A;,t > 0) un proce-
so de Poisson puntual sobre {—1,0, 1, ...} con medida caracteristica cr y definamos
Xy = a+ Yp<s<t As. El proceso X tienen incrementos independientes y estacio-
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2.2. La transformacion de Lamperti

narios; el cual es conocido como proceso de Poisson compuesto continuo por la
izquierda que toma valores en Z y que todos sus saltos negativos son de tamano
—1. Este es el simple caso de un proceso de Lévy y se puede ver que su transfor-
mada de Laplace esta dada por

E(e—A(Xt—a)) — o)

i

donde ¢ satisface (2.10). Ahora, definiendo 7y = inf{¢t > 0 : X; = 0} el primer tiempo
de llegada a 0, escribimos

t 1
At = ‘/0 st, t - [077(]),

y sea

0(t) = inf{s > 0: As > t},

donde inf () = 0o, de modo que si

}/;5 = X@(t)7

el proceso (Y; : t > 0) es un proceso de Galton-Watson a tiempo continuo.

Esta correspondencia elemental entre el proceso de Galton-Watson a tiempo
continuo y el proceso Poisson puede ser extendido al caso en que el espacio de es-
tados es continuo, ya que se puede demostrar que un C.B. proceso aparece como
limite de una sucesion de procesos de Galton-Watson normalizados en tiempo y
espacio. Si nosotros construimos este proceso de Galton -Watson usando un cam-
bio de tiempo sobre un proceso Poisson compuesto, se puede ver que la corres-
pondiente sucesion normalizada de procesos de Poisson compuestos converge en
distribucion a un proceso de Lévy espectralmente positivo con exponente de Lapla-
ce 1. Entonces poniendo todas estas piezas juntas, se llega a la siguiente conexién
entre el C.B. proceso y el proceso de Lévy espectralmente positivo.

Teorema 2.2 Sea ) un mecanismo de ramificacion como en (2.6).

(i) Supongamos que X = (X; : t > 0) es un proceso de Lévy espectralmente
positivo, con posicion inicial X, = x, matado en un tiempo exponencial in-
dependiente de parametro ¢ > 0 de x y con exponente de Laplace {)(\) =
log E,(e~**1=2)). Definimos port > 0,

Y = Xow),

13



2.3. Comportamiento a largo plazo

con
0(t) =inf{s >0: A >t}
donde g
S
At = 0 Z, tE [077-0),

y1o = inf{t >0: X, =0}, entoncesY = (Y;,t > 0) es un C.B. proceso con
mecanismo de ramificacion i) que inicia enYy = x.

(i) Reciprocamente supongamos que Y = (Y;,t > 0) es un C.B. proceso con
mecanismo de ramificacion v, tal que Y, = x > 0. Definimos parat > 0

Xt — th,

donde
oy = inf{s > 0: J; > t},

t
Jt:/sts, t>0.
0

Entonces X = (X;,t > 0) es un proceso de Lévy espectralmente positivo ma-
tado en el primer instante que entra en (—oo, 0] y este tiempo es independiente
y se distribuye como una variable aleatoria exponencial de parametro q > 0,
con posicion inicial X, = = y que satisface que ¢()\) = log E(e *1).

Para ver una prueba de este resultado nos referimos a Ma. E. Caballero, A.
Lambert and G. Uribe Bravo [4]. De esta forma, la construccién anterior nos per-
mite trasladar resultados que provienen de los procesos de Lévy espectralmente
positivos al C.B. proceso.

2.3. Comportamiento a largo plazo

Al igual que en el proceso de Galton-Watson estamos interesados en la pro-
babilidad de extincion o explosién del C.B. proceso. En esta seccion estudiaremos
ambos casos dando condiciones para que esto suceda.

2.3.1. Proceso no explosivo

El C.B. proceso Y = (Y;,t > 0) se dice que no explota si para toda ¢ > 0,
P(Y; < o) = 1. El siguiente resultado es tomado de Grey [6].

14



2.3. Comportamiento a largo plazo

Teorema 2.3 Un C.B. proceso con mecanismo de ramificacion ) es no explosivo si
y solo si

: 1
—— ¢ = 0.
/o+ |[¥(€)]
Una condicion necesaria es, por lo tanto, 1(0) = 0 y una condicion suficiente es
¥(0) = 0 y [¢'(04)] < oo ( equivalentemente q = 0 y [, .., +T1(dx) < oo).

Prueba. A partir de la definicion de w,(¢), para cada = > 0,

Y AN Y
P.(Y; < o0) = lelngw(e )= exp{ xlg%l ut(Q)},

donde el limite es justificado por monotonia. De modo que un C.B. proceso es no
explosivo si y solo si limgo u:(¢) = 0. Sin embargo, notemos de (2.7) que cuando
010,

=/ 5+/ —5

donde § > 0 es suficientemente pequefio. Como el lado izquierdo es independiente
de 6 se concluye que el limg u:(f) = 0 si y solo si

1
/(deg:oo.

Notemos que () puede ser negativa en una vecindad cercana al origen, por lo
que el valor absoluto es tomado en la integral.

De esta condicion y el hecho que ¢ es una funcion suave, uno ve inmediata-
mente que una condicidn necesaria para que un C.B. proceso no explote es que
¥(0) = 0; en otras palabras que la tasa de muerte sea ¢ = 0. También es claro
que una condicion suficiente es ¢ = 0y [¢/(0+)| < oo. Debido al hecho de que
1 es el exponente de Laplace de un proceso de Lévy espectralmente positivo, se
sigue que la ultima condicién es equivalente a E(|X;|) < oo donde X es el proce-
so de Lévy espectralmente positivo asociado a v, esto también es equivalente a
Ji1 00y 21L(dx) < 00,

O

A partir de ahora asumiremos que para todo mecanismo de ramificacion ¢ = 0.

2.3.2. Probabilidad de extincion

Gracias a la representacion del C.B. proceso dada en el Teorema 2.2 (i), es claro
que este proceso satisface la propiedad de que si Y; = 0 para alguna ¢ > 0, enton-

15



2.3. Comportamiento a largo plazo

ces Yy, =0paras > 0.SeaT, = inf{t > 0:Y; = 0}. El evento {7, < oo} ={Y; =
0 para alguna ¢t > 0} es llamado extincién de acuerdo a la terminologia usada en
el proceso de Galton-Watson.

Notemos de (2.4) que u;(0) es continuamente diferenciable en ¢ > 0, de modo
gue derivando esta expresidn nosotros podemos encontrar para cada z,t > 0,

E, (Ve ) = 2% ()e-=u® (2.11)
06
y entonces tomando el limite cuando ¢ | 0 nosotros obtenemos
E.(Y;) = 2—(0+) (2.12)

de modo que si un lado de la igualdad es infinito el otro también. Derivando (2.5) en
6 > 0 vemos también que

0 Ouy ‘ ouy
&WW) + v (Ut(e))%(e) =0.

Usando técnicas estandar para ecuaciones diferenciales de primer orden se tie-
ne que,

L) = ce Jo ¥ (wsO)ds (2.13)

donde ¢ > 0 es una constante. Analizando (2.11) cuando ¢ | 0 vemos que ¢ = 1.
Ahora tomamos el limite cuando ¢ | 0y recordado que para toda s > 0, us(f) | 0 es
sencillo deducir de (2.12) y (2.13) que

E, () = ze™ O, (2.14)

donde vemos que el lado izquierdo es infinito cuando v’ (0+) = —oc. Esto nos lleva
a la siguiente clasificacién del C.B. proceso.

Definicion 2.2 Un C.B. proceso con mecanismo de ramificacion v es llamado
(i) subcritico, siv'(04) > 0,
(i) critico, i)' (0+) =0y
(i) superecritico, si ' (0+) < 0.

Esta misma terminologia es empleada en el proceso de Galton-Watson, donde
estos tres conceptos corresponden a los casos en que la media de la distribucién
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2.3. Comportamiento a largo plazo

de los nacimientos es estrictamente menor, igual 0 mayor que uno. En el caso del
C.B. proceso el uso de las terminologias subcritico, critico y supercritico se refieren
al hecho de cuando el proceso en promedio, decrece, permanece constante o in-
crementa.

En el proceso de Galto-Watson se puede establecer que hay extincién con pro-
babilidad uno si y solo si la media del nimero de nacimientos es menor o igual
que la unidad (ver Athreya and Ney [1]). El resultado analogo para el C.B. proce-
so podria ser que hay extincion con probabilidad uno si y solo si ¢ (0+) > 0. Sin
embargo, aqui nos encontramos con una sutil diferencia como se muestra en el si-
guiente ejemplo. De la representacién dada por el Teorema 2.2, tomando X; =1—t¢
tenemos Y; = e*. Claramente 1()\) = ), por lo que ¢/ (0+) = 1y Y; > 0 para toda
t>0.

La extincién es caracterizada por el siguiente resultado que se puede ver en
Grey [6] o en Bingham [3].

Teorema 2.4 Supongamos que Y es un C. B. proceso con mecanismo de ramifica-
cion . Sea p(x) = P,(Ty < o0).

(i) Si(c0) < 0, entonces para toda x > 0, p(x) = 0.

(i) De otra forma, cuando 1)(cc) = oo, p(x) > 0 para algun (y entonces para toda)
x > 0 si y solo si

< 1
——d
TG
en cuyo caso p(r) = e~ donde ®(0) = sup{\ > 0 : () = 0}.

Prueba. (i) Si ¢(\) = logE(e=**1) donde X es un subordinador, entonces del Teo-
rema 2.2 (i), la extincién ocurre con probabilidad cero. De la discusion después del
Teorema 2.1, el caso en que X es un subordinador es equivalente a ¢)(\) < 0 para
toda A\ > 0.

(i) A partir de que para s,t > 0, {¥; = 0} C {Y;s = 0} tenemos por monotonia
que para cada x > 0,

Po(Yy = 0) T p(2) (2.15)

cuando ¢t T oo. Entonces p(z) > 0 siy solo si P,(Y; = 0) > 0 para alguna t > 0. A
partir de que P,(Y; = 0) = e~*“(*), vemos que p(z) > 0 para alguna (y para toda)
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2.3. Comportamiento a largo plazo

x > 0 siy solo si u;(c0) < oo para alguna t > 0.

Para ¢ > 0 fija, tomamos limites en (2.7) cuando ¢ T co vemos que u;(oc0) < oo Si
y solo si

~ 1
/ st <o (2.16)

Finalmente, asumamos que (2.16) se satisface, entonces

0o 1
——d¢ = t. 2.17
/ut(OO) ¢(£) § ( )
De la ecuacién (2.15) y el hecho que u;(o0) = —z~tlogP,(Y; = 0) vemos que

u(00) decrece cuando ¢ T co a la mas grande constante c tal que [ 1/¢(&)d¢ em-
pieza a hacer infinito. Apelando a la convexidad y suavidad de ¢, la constante ¢
necesariamente corresponde a la raiz de ¢ en [0, o), punto en cual se comporta
linealmente y por lo tanto causa que [ 1/1(£)d€ explote. Por lo discutido en la Sec-
cién 1.1 hay a los mas dos raices, y la mas grande de ellas esta dada precisamente
por ¢ = ®(0) € [0,00). En conclusién

zut(o0) _ ,—P(0)x

p(z) =lime

tToo
como es requerido.
O.
Debido de la convexidad de ¢ y de la parte (ii) del Teorema anterior se tiene el
siguiente corolario.

Corolario 2.1 Para un C.B. proceso con mecanismo de ramificacion ) que satisface
Y(oo) =00y .
——df < 00,
I s
tenemos que p(x) < 1 para alguna ( y para toda) = > 0 si y solo si )’ (0+) < 0.

Observacion 2.1 Del Corolario 2.1 concluimos que un C.B. proceso se extingue si
y solo si

d(oo) =00, W(OH) 20, y [* w(lf)df < 0. (2.18)
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2.4. C.B. proceso a-estable

2.4. C.B. proceso a-estable

De aqui en adelante (X,P,) sera un proceso de Lévy espectralmente positivo
a-estable con indice a € (1, 2] que inicia en x > 0. Por lo tanto nos referiremos a Y,
el C.B. proceso asociado a X, como el C.B. proceso a-estable.

Empezaremos mostrando que el C.B. proceso a-estable es un proceso auto-
similar positivo, para ello notemos de la ecuacién (1.6) que el exponente de Laplace
de un proceso de Lévy espectralmente positivo a-estable esta dado por

Y(A) =c A, A>0, ae€(l,2]

con ¢t > 0. Entonces, usando la relacion (2.7) se tiene que el exponente de Laplace
del C.B. proceso a-estable es

w(0) = (tep(a—1) + 0=, 6,t>0, aec(1,2] (2.19)
de modo que paraz > 0
E,(e~t) = em#ltera=DH0m) T8 g 4 > ), (2.20)

Una primera observacion es la siguiente.

Observacion 2.2 E/ C.B. proceso «-estable se extingue casi seguramente para o €
(1,2].

A partir de lo anterior estableceremos el siguiente resultado. Su prueba aparece
en Kyprianou y Pardo [10]. Nosotros aqui presentamos otra prueba.

Proposicion 2.1 E/ C.B. proceso a-estable que inicia en x es auto-similar positivo
de indice o — 1.

Prueba. Es claro que el C.B. proceso es positivo, a partir de su definicion. Notemos
que de la ecuacion (2.19) el exponente de Laplace del C.B. proceso satisface para
k>0y60,t>0

U (o1 (KO) = kuy(0) (2.21)

Ahora, para probar que es auto-similar de indice o — 1 es suficiente ver que para
0<th <ty <--<ty,yk>0laleyde (KY,-ca-1y,--., kY-, ) bajo P, es la
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2.4. C.B. proceso a-estable

misma que la de (Y;,,...,Y;, ) bajo Py,.

Para ello procedamos por induccién. De la ecuacion (2.15) y la relacion (2.21),
notamos que parak >0yt >0
E, (e "i--01) = Egp(e” ) 0,2 > 0.

De modo que, la ley de kY, «-1, bajo P, es la misma que la de Y; bajo Py,.
Supongamos que para 0 <t; <ty <--- <t,_1yk>0,laleyde (kY,-cw-1y,---,
kYy-@-v,, ,) bajo P, es la misma que lade (Y;,,...,Y;, ) bajo Py,.

Entonces usando la propiedad de Markov y la relacion (2.21) se tiene para 0 <
th<to<- - <tp,01,...0,>0yk>0

x

= ]EI <€_91kYk<o‘1)t1 _'.._077'_lkyk7(a71>tn—1 Eykf(afl)t (e_enkyk(al) (tn—tp—1) ) )
n—1

=E, (eelkyk_(a_l)tl“'9"1]{Yk‘(““l)tn1 eYk_(a_l)tn1uk‘(“‘1)<tntn1>(0nk)>
=E, <6_91ky’“‘(“‘“t1"”“’"2’“Yr<a—1>tn;“’n1+“tntn—lwn))’“Yk—m—lunl)
— Ekx (e_elyvtl_"‘_en—an_Q_(en—l+utn7tn71(en))nn_l)
= Fy, (6—91Yt1—...—9n_1Ytn_1 EYtn_l (6—9nYtn—tn_1>>
=E,; (6_91%1_“'_9”3/%)
. :
Lo que implica que, la ley de (kY,-w-1y,, ..., kY;-w-1,, ) bajo P, es la misma que
la de (Y3, ...,Y;:,) bajo P,. Por lo tanto, el C.B. proceso a-estable es auto-similar

positivo de indice o — 1.
O

A continuacién se establece una igualdad en distribucion para el C.B proceso
retornado al tiempo de extincion en general. En particular cuando el C.B. proceso
satisface la propiedad de auto-similitud veremos que el proceso retornado hereda
dicha propiedad. Para ello, denotemos por Z = (Z; = Y(5,—-,0 < t < Tp) al C.B.
proceso retornado bajo PP, donde y > 0.

Proposicion 2.2 Supongamos que X es un proceso de Lévy espectralmente posi-
tivo. Si la condicion (2.18) se satisface, entonces para toda y > 0

{(Z,0 <t < T), Py} £ {(Xo, 0 <t < Ay,), PT}
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2.4. C.B. proceso a-estable

cono, =sup{t >0:X; <y}

Prueba. Primero probemos que la representacion de Lamperti para el C.B. proceso
esta bien definida para el proceso (X, P'). Con este fin, basta probar que el mapeo
s — 1/X, es P! casi seguramente integrable en una vecindad de 0. Recordemos
que (2.18) implica que P,(1y < oo) = 1 para toda y > 0. Entonces por el Teorema
VII.18 de Bertoin [2], sabemos que para y > 0.

{(X,0<t<0,), P} £ {(X(rmp-, 0 <t < 70), P, } (2.22)
que a su vez puede ser utilizado para deducir que
/Jy L s bajo P! esigualenleya /TO L s bajo P (2.23)

S

No obstante la ultima integral es igual a 7 lo cual es finito P, casi seguramente
debido a la condicion (2.18).

Ahora, de la definicion de Y, bajo P,, tenemos

(}/(To—t)*a 0<t< T[)) = (XE'(ATO—t)*ao <t< AT())‘ (224)
Definimos
s 1
0'(t) = fuf{s >0: B, >t} donde B, = / du.
0 Xro—u

Tomando ¢t = B, tenemos

A - = [ty / L /TO_S L
70 — DPs = VW au — U= T au
0 0o Xy, Jo Xoro—u 0 X

y entonces

Xo(ary—t~ = Xoarg—s)~ = X(ro—s)= = X(rp—0/(t))~-

Como Ty = A,, = B,,, se sigue de (2.22), (2.23) y (2.24) que

{(Z,0 <t < Ty), Py} £ {(Xo, 0 <t < Ay,), BT}

como es requerido.
O

Proposicion 2.3 SiY es un C.B. proceso a-estable, o € (1,2], entonces Z es auto-
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2.4. C.B. proceso a-estable

similar de indice oo — 1.

Prueba. De la propiedad de auto-similitud de Y para & > 0

Ty = nf{s>0:Y,=0}
L inf{s>0:k 51Y, =0}
= k'inf{s >0:Y, =0} =k 'Tp.
Observemos que esta igualdad en distribucion es en el siguiente sentido (7, P,) 4
(k='Ty, Pkﬁy) para y > 0. Entonces, de la auto-similitud de Y y la relacidén anterior
se tiene para k > 0

d 1 _1
Zie = Yi—ry- = Ve 11—t~ = ko 1Y (- = k=12,

donde la igualdad en distribucion es en el siguiente sentido (Z;, P k%) il (kﬁ Z,Py)
Yk =

para y > 0. De aqui se sigue que Z es un proceso auto-similar de indice « — 1, en

el caso de que Y sea un C.B. proceso a-estable, para « € (1, 2].

a

Ahora estudiaremos dos procesos importantes relacionados con el C.B. proceso
retornado Z, el primer tiempo de pasada por encima de un cierto nivel T = (?m, 0<
x < y)y el ultimo tiempo de pasada por debajo de un cierto nivel U = (Fm, 0<z<
y), bajo P,, donde

— —
T,=if{s>0:Z;,>z} y U,=sup{s>0:7Z; <z}

En el caso que Z sea el C.B. proceso a-estable retornado, estos procesos per-
tenecen a la conocida clase L, es decir, los procesos crecientes auto-similares adi-
tivos. Lo anterior queda formalizado en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4 Si Z es el C.B. proceso a-estable retornado, entonces (?x, 0 <
r<y)y (ﬁv, 0 < x < y) son procesos crecientes auto-similares aditivos de indice
—L, bajoP,.

a—17

Prueba. Es claro que ambos procesos son crecientes, de modo que pasemos a
probar primero que son auto-similares. Sea £k > 0y z > 0, de la propiedad de
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2.4. C.B. proceso a-estable

auto-similitud de Z tenemos

Tie = Wf{s>0:2Z,>kr}=inf{s>0:k"Z, >z}
= inf{s >0: k’_lzk(aq)skf(afn > ZL’} 4 inf{s >0:Zp-a1g > IK}

= ke Vinf{s>0: 2, >z} = k(o‘_l)?x,

donde la igualdad en distribucion es en el siguiente sentido (T, Py,) < (k*~ VT, P,)
para y > 0. Lo cual nos permite concluir que,

(T, 0 < 2 < y), Py} = (k(o“l)(fz, 0<z<y),P,}, paray >0,

Ve . <— . . Va .
analoga se sigue que el proceso (U,,0 < x < y) es auto-similar de indice ﬁ
Ahora, solo resta ver que ambos procesos son aditivos. Iniciemos con el proceso

<_ . . ’ .
por lo que el proceso (T,,0 < z < y) es auto-similar de indice -1;. De forma

(?QE,O <z <y), sean z,z > 0, notemos que gracias a la propiedad de Markov del
proceso 7,

— — — =
Tx+Z:inf{520:ZSZx—l—z}:Tm+inf{520:Z<T+Szz}:Tx+Tz,

T

donde ?Z es independiente de ?x. Esto implica que (?x, 0 < x < y) es un proceso

con incrementos independientes.

Por ultimo, para verificar que el proceso (R,o < z < y) es aditivo, notemos
que el ultimo tiempo de pasada por debajo del nivel z, Ux, del proceso (Z;,0 <
t < Tp), coincide con el primer tiempo de pasada por encima del nivel = del C.B.
proceso a-estable Y. Entonces la propiedad de Markov aplicada al primer tiempo
de pasada y la propiedad de reversibilidad de la Proposicion 2.2 muestran que el
proceso (Zy _,,t > 0) es independiente a (Z;,t < Fm). De modo que usando un

—
razonamiento analogo al caso del proceso (7' ,,0 < z < y), se sigue que el proceso
(Fz, 0 <z < y) también es aditivo.
O
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Capitulo 3

Comportamiento asintotico del C.B.
proceso a-estable

En este capitulo se establecera tests integrales para el envolvente inferior del
primer y ultimo tiempo de pasada del C.B. proceso a-estable retornado, lo que a
Su vez nos permitira obtener un test integral para el envolvente superior de su pro-
ceso infimo futuro definido en la Seccién 3.2. De esta forma se obtendra una ley
de logaritmo iterado para el C.B. proceso a-estable cerca de la extincidén, ya que
como veremos mas adelante, el envolvente superior del infimo futuro determina el
envolvente superior del del C.B. proceso a-estable retornado en 0.

Observacion 3.1 Notemos de la Proposicion 2.2 que Fw bajo P,, parax < y tiene
la misma ley que A, bajo P'. Vamos a denotar por U, a A,,, el cual es un proceso
creciente, auto-similar de indice o — 1 con o € (1,2] y ademas tiene incrementos
independientes a partir que el proceso U también satisface lo anterior.

3.1. El envolvente inferior del primer y ultimo tiempo
de pasada

Los siguientes dos resultados dan un test integral para el envolvente inferior
de los procesos T y U. Denotemos por Hy ! al conjunto de funciones crecientes
positivas h(x) en (0, 00) que satisfacen

(i) h(0+) =0y
(i) Existe 5 € (0,1) tal que sup,_ gz~ "h(z) < oo.
Teorema 3.1 Sea h € H,', entonces para toda = > 0
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3.1. El envolvente inferior del primer y ultimo tiempo de pasada

(i) Si
a—1
0+ y Yy
entonces para todae >0

P,(U, < (1—e)h*(y),i.s., cuando y — 0) = 0.

(i) Si

Amﬁz<@yfj§em

entonces para toda e > 0

Px(Uy < (14 e)h*(y),i.s., cuando y — 0) = 1.

Prueba. En la prueba supondremos que = > 1, el caso = < 1 se sigue de los mis-
mos argumentos usando la propiedad de auto-similitud. Primero probemos la parte
convergente. Sea 0 < r < 1, entonces a partir de que h es creciente deducimos
paran < u < n+ 1, tenemos

P! (U < h7L(rY)) > PN (U < A7),

Entonces

Ny~ n+l .
Z]P,T(Urn < ha_l(rn+1)) < Z/ ]P’T(Uru < ha_l(?”u))du

a—1
1 T [~
. /P%mg(wg )@<m
logr Jo Y Y

De modo que, por el Lema de Borel-Cantelli, vemos

Upnio > r2eDpa=tnily pl_cg,

para toda n grande. Notemos que Uy»+2 > r2@Dpe=1 (1) implica

U, > re=Vpa=l(y) para 2 <y <" bajo P'.

Entonces obtenemos la parte (i) de la arbitrariedad de r € (0, 1) y la Observacién
3.1.
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3.1. El envolvente inferior del primer y ultimo tiempo de pasada

Ahora, probemos la parte divergente. Sea 0 < r < 1. Como h es creciente
tenemos que

PN (U < ho7Y (%)) < PN (Upnin < h7H0™)) para n < u <n+ 1.

Entonces

SB (O < 20710) > Y / B (T < hO (%)) du

= 0. (3.1)

% "
Denotando A, = {w : U, < r~2e"Dhe=1(y) L Sean m y n enteros que satis-
facen 0 < m <n — 1y definamos

S(m,n) = PN (U,j-1 — Upn-1 > r2@"Dpe~1(47) paratoda j tal que m < j <n—1).
Veamos que la siguiente afirmacion se satisface.

(a) Existen una sucesiones crecientes {m;}2, y {n«}32, tal que 0 < my, <
ng — 1,y my, ni — ooy S(my,n,) — 0 cuando k — oo.

Supongamos, lo contrario, que existe 6 > 0 tal que S(m,n) > § para enteros
m Yy n suficientemente grandes. Entonces vemos de la propiedad de incrementos

independientes que
[ee] R n—1 ¢
> pT((UAj) Mn)
n=m+1 j=m

> Y BUA)Smn) =83 BI(4)

n=m+1 m+1

v

121@( fj An>

n=m+1

Esto contradice (3.1) y entonces la afirmacién (a) es cierta. Denotemos S(k) =
S(mk, nk) Yy

L(k) = PY(U,-1 > r~2@=Vpa=1(17) paratoda j tal que my < j < ny —1).
Definimos

pr(x) = PN U o1 —Uyng—2 > 120 Vpa=1 (7)Y —z paratoda j tal que my < j < n—2).
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3.1. El envolvente inferior del primer y ultimo tiempo de pasada

Notemos que 0 < pi(z) < 1y px(z) es creciente en x. Vamos a probar que

lim L(k) = 0. (3.2)

k—o00

Denotemos a las distribuciones de Uy, Uy — U, Y U,ny—2 — U,np—1 POF 1, 'Y 71, PAra
k > 0, respectivamente. Sea v, = r-2@~Dpe-l(pm—l) y sea wy, = r~@Dpa=l(pm—l),
Entonces S(k) y L(k) son expresados como

S(k) = [ " peltmeldt) = [ " pr D (ar)

Wk

Observemos que

S(k) = pp(ri™=PUN) / T(dt) > 0 para N > Colet
N

donde C = sup,_;4 h(z)/x. Entonces la afirmacion (a) implica que

lim py(r™=2@-VN) =0 paratoda N > Co lrot, (3.3)

k—o0

Por otro lado,

L) < [ DD N ) + [ (),

De modo que, haciendo k£ — oy N — oo, obtenemos (3.2) de (3.3). Denotando

By = {w: U, <r 2o Vpa1(3) paraalgin z e (0,r™)},

vemos que los conjuntos B son decrecientes conforme k crece y satisfacen que
P'(By,) > 1 — L(k). Entonces de (3.2) tenemos que P' (N2, By,) = 1, lo que implica
que

PI(U, < r~ 2= Ype=Y(y) i.s., cuando y — 0) = 1.

Por lo tanto, obtenemos la parte (ii) de la arbitrariedad de r € (0,1) y la Obser-
vacion 3.1.
O
De forma anéloga, es posible obtener un test integral para el envolvente inferior
de ?, observando que de la Proposicién 2.2, ?m bajo P,, para z < y tiene la misma
ley que A., bajo P!, donde 7, = inf{t > 0 : X; > z}.
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3.2. El envolvente superior del infimo futuro

Teorema 3.2 Sea h € H, ', entonces para toda = > 0

(i) Si
/Px(?K(h(y)) )dym
0+ Yy Yy

entonces para fodae >0
(_
P.(T, < (1—eh* (y),is., cuando y — 0) = 0.

(i) Si

/O;Px (?1 < <h(yy)>a_l> C;y — 0

entonces para toda e > 0

}P’x(?y < (1+e)h*Ny),i.s., cuando y — 0) = 1.

3.2. El envolvente superior del infimo futuro

Definamos al infimo futuro J = (J;,t > 0) por

Jy= Inf Z, t>0

t<s<Tpy
El siguiente resultado da un test integral para el envolvente superior de J. De-

notemos por H, al conjunto de funciones crecientes positivas h(z) en (0,00) que
satisfacen

(i) h(0+) =0y

(ii) existe 3 € (0,1) tal que sup,g 757 < o

Teorema 3.3 Sea h € H,, entonces para toda x > 0

(i) Si
- t o\ dt
/0+]P’x<U1<h(t)>t<oo

entonces para toda e > 0
P,(J; > (1 + €)hai(t),i.s., cuando t — 0) = 0.

(i) Si



3.2. El envolvente superior del infimo futuro

entonces para toda e > 0

P,(Jy > (1 — e)hﬁ(t),z'.s., cuando t — 0) = 1.

Prueba. En la prueba supondremos que = > 1, el caso x < 1 se sigue de
los mismos argumentos usando la propiedad de auto-similitud. Sea (z,) una su-
cesion decreciente la cual converge a 0. Definamos los eventos A, = {Existe ¢ €
[F%H, an] tal que J; > hﬁ(t)}. Del hecho de que U,, se va a0, c.s. cuando n
se va a +oo, vemos

{J; > hﬁ(t),z'.s., cuando ¢t — 0} = limsup A,,.

n—-+o00
Como h es una funcidn crecientey J; = =, .., las siguientes inclusiones se
cumplen

(20> ha1(Uy,)} C Ay C {an > b1 (Ua, )} (3.4)

Ahora, probemos la parte convergente. Tomemos =, = ", para0 < r < 1y
h(t) = r‘%ﬁ(t). Dado que h es creciente, deducimos

S P > b (Uyee)) = SPT0" > hp(Unsn))

- _dt
/Mwhﬁ(m))?
JO

_log r
Reemplazando & por h, en (3.4), vemos que obtenemos nuestro resultado si

/07« Bt > hail(z?t))cff < . (3.5)

A través de calculos elementales, deducimos que

T _dt - T dt
]P’Tt>hﬁU—:ET/1 L,z
/0 ( ( t))t 0 {t>hE T} ¢

h=t(r) o ~ t o\ dt
- (a—1 P, < — | &
@1 [ (1<h(t))t,

donde h~1(s) = inf{t > 0 : h(t) > s}, la inversa por la derecha de h. Entonces, la
integral (3.5) converge si

Yy t dt h=1(r) t dt
/ P! Uy < — *:/ P, Fl<7 — < Q.
0 h(t)) t 0 h(t)) t

De modo que por el Lema de Borel-Cantelli y la Observacion 3.1 se prueba la
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3.2. El envolvente superior del infimo futuro

parte (i).
Probemos la parte divergente. Supongamos que h satisface

— t \ dt

Tomemos, de nuevo, z,, = rn, para r < 1 y notemos que,

B, = |J A, ={Existe t € (0,U,.] tal que J, > h,(t)} (3.6)

— {Existe = € (0,7"] tal que hY(U,) <z}

donde h.(t) = rh(t) y h! es la inversa por la derecha. Entonces para terminar la
prueba de esta parte, como los conjuntos B,, son decrecientes conforme n crece,
es suficiente probar que P,(N>2, B,) = 1. Por la relacion (3.4)

P,(B,) >1—P,(r' <rh(U,), paratoda n<j<m—2) (8.7)
donde m es escogida de forma arbitraria de tal forma que m > n + 2.

Ahora, definamos los eventos

C, = {r" > rhﬁ((ﬁrn)} :

y vemos que > P,(C,) = oo. A partir de que la funcién h es creciente, es sencillo
ver que

1
logr

1 1 dt
/ P,(t > hm(ﬁt))?
0

SEC) 2 [ Bt > ht (T ) =

n>1

Entonces, es suficiente probar que esta ultima integral es infinita. En esta direc-
cidbn vemos que

r 1L — . dt h=(r) — t o\ dt
o — = P — =,
| B> nmm(UT = [ $<U1< h(t)> t

De modo que deducimos que > P, (C,) = co 0 lo que equivale a > P'(C") = oo
con C! = {r" > rhﬁ(ﬁrn)} :
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3.2. El envolvente superior del infimo futuro

Ahora, sean m y n enteros tales que 0 < n < m — 2 y definamos el evento
S(n,m) =P'(r’ < rh(U,; — U,m—1) paratoda j que satisface n < j < m —2).
Veamos que la siguiente afirmacidn se satisface.

(a) Existen sucesiones crecientes {m;}72, Y {ne}2, talque 0 < np < my — 2,y

My, N — 00y S(ng, my) — 0 cuando k — oc.

Supongamos, lo contrario, que existe ¢ > 0 tal que S(n,m) > § para enteros
m y n suficientemente grandes. Entonces vemos de la propiedad de incrementos
independientes que

oo o) m—2 ¢
o (0 ) £ ((Ue)nal
m=n+2 m=n+2 j=n+1

> 3 P(CSmm) 25 3 BI(CL).

m=n+2 m=n+2

V

Esto contradice que SP'(C”) = oo y entonces la afirmacién (a) se cumple.
Denotemos S(k) = S(ny, mg) Yy
L'(k) =P > rhﬁ(ﬁﬂ) para toda j tal que ny, < j < my — 2).

Definamos
pe(z) =B > rha1 (U, — Upmy—2 + 2) paratoda j tal que ny, < j < my — 3).
Notemos que 0 < pi(z) < 1y px(z) es creciente en x. Vamos a probar que

Jim 1/(k) = 0. (3.8)
Denotemos a las distribuciones de U, Uy — U, y U,mj—2 — U,m,—1 POF 11, 'y 1), para
k > 0, respectivamente. Sea v, = A~ (rm =31 y sea wy, = r~ (M=l p=1(pme=3(o
1)). Entonces S(k) y L'(k) satisfacen

S = [ peltimelde) = [~ pulrt 2D ryn(a)
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3.3. Leyes de logaritmo iterado

Observemos que

S(k) > pe(a™2N) / To(dt) > 0 para N > Colpet,
JN

donde C = sup,5 z/h(z). Entonces la afirmacion (a) implica que
Jim pe(a™2N) =0 paratoda N > Cr. (3.9)

Por otro lado,

! N 2 >
L) < [ pela 2 N)pdt) + [ p(at).
0 N
De modo que, haciendo £ — ooy N — oo, obtenemos (3.8) de (3.9), de modo

gue por la Observacién 3.1 se tiene que

lim L(k) =0, (3.10)

k—o00

donde

L(k) =P,(r7 > rhﬁ(ﬁnj) para toda j tal que ny, < j < my —2).

Entonces vemos que los conjuntos B,,, definidos en (3.6) satisfacen P,(B,, ) >

1 — L(k) por (3.7). Asi de (3.10) vemos que P.(N2, B,,) = 1, lo que finaliza la
prueba.

O

3.3. Leyes de logaritmo iterado

En esta seccidn se establecera leyes de logaritmo iterado para el C.B. proceso
«-estable retornado cerca del origen y los procesos relacionado a este. Para esto,
dado que los tests integrales de las secciones anteriores dependen de la distribu-
cidén del ultimo tiempo de pasada por debajo de uno, Ul, nos enfocaremos en ello
primero.

Lema 3.1 La distribucion de Fl esta dada por
P, (U, < t) = exp{—[cs(a — 1)t] =1} (3.11)

Prueba. Sabemos que,
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3.3. Leyes de logaritmo iterado

P, (Y; = 0) = e7m),

y por (2.19) us(o0) = [e4 (o — 1)t]‘ﬁ, entonces

P,(Y, = 0) = expfales (a = 1)i] =),
Ahora, observando que parat > 0, {T; < t} = {Y; = 0} y del hecho de que
Fm 4 T, bajo P, observamos
— 1
]P)x(Ux < t) = 6Xp{-l’[C+<O& - 1)t]7ﬁ}

Por altimo de la Observacién 3.1 y la propiedad de auto-similitud de U se obtiene
(3.11).
O
De aqui en adelante por simplicidad, introduciremos la notacion

h(t) = t(cy (o — 1))(log | log t)*~*. (3.12)

El siguiente resultado nos da una ley de logaritmo iterado para el proceso del
infimo futuro, J.

Teorema 3.4 Paratodaz > 0

) Ji
limsup ———— =
t—0  ta-T log|logt|

Prueba. A partir del Lema 3.1 vemos que
—logP, (U1 <t) = (ci(a— 1) a1t 57, (3.13)

Definamos para 0 < e < 1,

hict)=(1+e) 7 h(t) y hoe(t)=(1—¢€) "h(t).

Entonces de la ecuacién (3.13)

—log P, <<51< ) :(1+6)ﬁ10g|logt|.

hl,e (t)
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3.3. Leyes de logaritmo iterado

Por lo tanto, tomando &, = (1 + e)ﬁ, tenemos que

— t dt dt
p, (T, < 7:/ log |+ <
/0+ < ! hl,e(t)> A

a partir de que k. > 1. De forma similar se demuestra que,

d
/ P, Fl < t l = 00
0+ h276(t) t

De modo que el resultado se sigue del Teorema 3.3, tomando ¢ suficientemente
pequeno.

a

Ahora, a través del resultado anterior establezcamos una ley de logaritmo iterado
para el C.B. proceso retornado al tiempo de extincién, Z.

Teorema 3.5 Paratodax > 0

Z
lim sup ———— (cr(a— 1))ﬁ, P, —c.s.

t=0  to-1log|logt| B
Prueba. La cota inferior es sencilla a partir del Teorema (3.4). Entonces

(ci(a— 1))ﬁ = lim sup # < lim sup # P, —c.s.
t=0  to-1log|logt| t=0  ta-1log|logt|

Ahora, probemos la cota superior. Sea 0 < r < 1y recordemos que el supremo
de Z, esta definido por S; = sup,,<, Zs. Definamos los eventos A4, = {S»1 >
ndhﬁ(r")}, donde (1+7r)d ' =nyd= (cy(a— 1))ﬁ. Del Lema de Borel Cantelli,
si Y, P.(4,) < oo, se sigue que Syn-1 < ndhﬁ(r") para toda n suficientemente
grande, P,-c.s., donde es h esta dada en (3.12). A partir de que la funcién h y el
proceso S son crecientes en una vecindad de 0, tenemos que

S, <ndhai(t) para r"<t<r"!, bajo P,.

Entonces, es suficiente probar que >, P,(A,) < oc.
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3.3. Leyes de logaritmo iterado

1

Seal <e<1-—"55 y 0 < r < 1, entonces por la propiedad de Markov

Py (Jyur > (1 — €)ndhaT (r™))
> Py (Synr > ndhaT (5™, Jyur > (1 — e)ndhaT (™))

= /T PIE<<T 1 c dt)]Px(Jrn—lit > (1 — G)ndhﬁ (,rn))
0

ndha=1 (rn)
> Py (Son1 > ndha1 (r"))P, (J"dh" S (1= endhaT (), (3.14)
donde J”dh ™) es el infimo futuro del proceso Z + ndhﬁ(r"). Por otro lado note-
_1
mos que J, gdh (™) es un infimo absoluto, de modo que por la Proposicién 2.2 y el

Lema VII.12 en [2] tenemos que

W (endh== ("))
W (ndh== (rm))

P(J"dh“l ™ > (1 - e)pdhaT (M) =

donde W es la funcién escala del proceso de Lévy a-estable espectralmente positi-
vo dada en la Observacion 1.1 asociado al C.B. proceso a-estable. Entonces

P (T S (1 pdhati () = e,
De modo que de la desigualdad (3.14), tenemos que
Py(Jur > (1 — e)ndhai(r™)) > € Py(Syns > ndha1(r™)).  (3.15)

Ahora, probemos lo que queremos, como el ultimo tiempo de pasada por debajo
de un cierto nivel es el inverso por la derecha del infimo futuro, tenemos que

% Y\ — n—1
]P)x(t]rn_l ~ (1 B E)Wdh 1 (7" )) B IED:E<U(1—6)77dhﬁ(7“”) =7 >7

por otro lado del Lema 3.1

«—

P.(U

n—1 . IP) U rnil
(-emanaT ey ST ) = B Ui< (1 —e)a-tpa—tdo—1h(rn)
= (n|logr|)~(=omdr ==t 5 ¢ (3.16)

Entonces de la desigualdad (3.14), tenemos que

1
ZIP’Q;(A < € 12 (n|logr|)” (I=endr o1 |
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3.3. Leyes de logaritmo iterado

a partir de que (1 — e)ndr‘ﬁ > 1. Por lo tanto,

lim sup — L < 1, P,—c.s.,
t—0 hﬁ(t)

ya que escogemos r cercano a cero. De donde se sigue que

Z,
lim sup —————— < (i (a — 1))ﬁ P, —c.s.
t=0  ta-T log | logt|

Un resultado inmediato que se obtiene del Teorema anterior es el siguiente.

Corolario 3.1 Paratodaz > 0

lim sup —; S (e (o — 1))ﬁ, P, —c.s.

t—0  ta-1 log|logt| B

El siguiente resultado describe la envolvente superior del C.B proceso retornado

al tiempo de extincion reflejado en su futuro infimo (Z; — J;,0 < ¢t < Ty), en forma
de una ley de logaritmo iterado.

Teorema 3.6 Paratodaz > 0

) Zy — Jy
lim sup —

—— = (e (a — 1))ﬁ, P, —c.s.
t—0  ta-T log|logt|

Prueba. Del Teorema 3.5 es claro que

, Zy— Jy , Zy
limsup ————— < limsup —4———— =
t—0  ta-T log|logt| t=0  ta-T log |logt|

(cy(a—1))a1 P,—c.s.
Ahora, fijemos € € (0,1/2) y definamos

Rn:inf{igs:hf; 2(1—6)}.

Notemos que para n grande 1/n < R,, < oo P,-c.s. Ademas del Teorema 3.5 se

sigue que R, — 0 P,-c.s.



3.3. Leyes de logaritmo iterado

Del Lema VII.12 en [12] y a partir de que Z no tiene saltos positivos, aplicando
la propiedad fuerte de Markov, obtenemos

ZR —JR ( € )
P,| ——————>(1-2 = P, < ZR,
x( h(Rn) —( 6)) JRn — 1 — € Ry

€

- E (Px (JRn < 7.
1—e¢€

- e (i)

)

donde /(e) = (1—2¢)/(1—¢€) y W es la funcion escala del proceso de Lévy a-estable
espectralmente positivo dada en la Observacién 1.1 asociado al C.B. proceso a-
estable. A partir de que

lim sup W(Bz)

=p3“1<1, paratodap < 1.
D8P B P B

Una aplicacién del Teorema de Fatou-Lebesgue, muestra que

limsup E (

n—-400

W((e)Zr,) , W((e)Zr,)
iz ) <2 ) <

lo cual implica que

, Zr, — Jr
1 P, ——————>(1-2 0.
Bl ( W) €)> -

Notemos que

Zr, — IR, Zr, —Jr
P, | ——===% > (1 — 2¢), para alguna pZn) > P, ( > (1_2€)>.
< h(Ry) ( ) h(R,)

A partir de que R, —— 0, P,-Cs,, es suficiente tomar limite de ambos lados
cuando n — oo, por lo tanto para toda e € (0,1/2)

Zy — Jy . , Zr, — Jr
P, > (1—2¢), i.s.,, cuando t - 0] > 1 P, ——————>(1-2 =1.
(Zh" 2 020 i cuando = 0) = i (Fe = 1-20)

Entonces,

o 2=,
11m Ssu
2ot TR

y a partir de que ¢ puede ser escogido arbitrariamente pequefo, se sigue que

>1—2¢ P,—cC.S.,
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3.3. Leyes de logaritmo iterado

Zy — J,
lim sup —————— > (¢, (a — 1))ﬁ7 P, —c.s.
t—0  ta-1log|logt|

El siguiente resultado nos da una ley de logaritmo iterado para el ultimo tiempo
de pasada. Definamos la funcién

g(t) = t(cs(a — 1)) "7 (log| log t]) .

Teorema 3.7 Paratodax > 0

U
1im inf t

_ o -1 _
t=0 ta71(10g|logt|)1fa_(c+(a n)~, P,-cs

Prueba. A partir del Lema 3.1 vemos que

~logP, (U1 <t) = (ci(a— 1) 77t 7T, (3.17)

Definamos para 0 < e < 1,

gre(t) =1 —e)g(t) ¥y goct) = (1+e€)g(t).

Entonces de la ecuacion (3.17)

a—1
e(? -
—logP, (Fl < (gl’t( >> ) = (1—¢)""log|logt|.

Por lo tanto, tomando k. = (1 — ¢)~ !, tenemos que

a—1
t dt dt
/ P, (Fl < <9176( )> ) - :/ |logt|7k€— < 00
0+ t t o+ t

a partir de que k. > 1. De forma similar se demuestra que,

o (7o (352) ) ¥ ==

De modo que el resultado se sigue del Teorema 3.1.
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3.3. Leyes de logaritmo iterado

Lema 3.2 La distribucion de ?1 satisface para0 < e < 1

1

exp{—[ei(a— 1)t 71} S Po(T1 < 1) < e exp{—(1 — )les(a — 1)) a1},

para o € (1,2].

Prueba. El Lema 3.1, claramente implica que
R — 1
P.(T1 <t) > exp{—[e,(a — 1)t 77},

Para la otra desigualdad, definamos el proceso del supremo S = (S;,t > 0) por
Sy = supy<,<; Zs- Fijemos e € (0, 1), entonces por la propiedad de Markov

P.(Ji > (1—¢€) = Pu(S:>1,J;>(1—¢))

— /Ot Py (T € dy)Po(J), > (1 —¢))
> Po(Ty < )P(Jy > (1 —¢)),

donde J! es el futuro infimo del proceso Z + 1 con. Ahora, de la definicion del
proceso del futuro infimo, es claro que Jj es un infimo absoluto. Entonces por la
Proposicién 2.2 y el Lema VII.12 en [2] tenemos que

B3> (1-€) =

Por otro lado, a partir de que el ultimo tiempo de pasada de pasada por debajo
de un cierto nivel es el inverso por la derecha del futuro infimo, tenemos que

-
]P)z(Jt > (1 — E)) = Px(U(l,e) < t).
Por lo tanto, del Lema 3.1
1

Po(T1 <) < e Fexp{—(1— )les(a — 1)t =T},

O.
Ahora establezcamos una ley de logaritmo iterado para el primer tiempo de pa-
sada.
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3.3. Leyes de logaritmo iterado

Teorema 3.8 Para toda x > 0

h
.. T,
lim inf
t=0 t*~!(log | log )

— = (cr(a - )t P,-cs.

Prueba. Definamos para 0 < € < 1,

gre(t) =1 =e)%g(t) ¥ g2e(t) = (1 =) (1 +€)g(t).

A partir del Lema 3.2, tomando k. = (1 — ¢)~!, vemos que

o 91,c(?) o —1 —hey———
P, | T,< == < € |logt| et AT,

t

Por lo tanto, tenemos que

a—1
t dt dt
/ Px (?1 < <91,€( )) ) < 6cufl‘/ |10gt|7kéf < 00
o+ t t 0+ t

a partir de que k. > 1. De forma similar se demuestra que,

[T (20) ) -
or "\ ! t t

De modo que el resultado se sigue del Teorema 3.2.
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