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Capítulo 1

INTRODUCCIÓN

La existencia y no-existencia de soluciones globales de ecuaciones semilineales fue
investigada inicialmente por Fujita [4], quien demostró que si D ⊂ Rd es un dominio
acotado con frontera suave, la solución de la ecuación

∂u(t, x)
∂t

= ∆u(t, x) + u1+βu(t, x), x ∈ D,

con condición de Dirichlet en la frontera de D, donde β > 1, explota en tiempo finito
para todos los valores iniciales 0 < u(0, x) ∈ L2(D) que cumplan la condición∫

D
u(0, x)ψ(x) dx > λ

1/β
1 .

Aquí λ1 > 0 es el primer valor propio del Laplaciano ∆ en D y ψ es la función propia
correspondiente, normalizada de forma que ‖ψ‖L1 = 1.
Sea {Wt, t ≥ 0} un movimiento browniano estándar unidimensional, iniciando en 0,
definido en un espacio de probabilidad filtrado (Ω,F , (Ft)t≥0,P). En este trabajo se
estudian propiedades de explosión en tiempo finito, similares a las investigadas por
Fujita, de ecuaciones diferenciales parciales estocásticas del prototipo

du(t, x) = [∆u(t, x) + u1+β(t, x)] dt+ κu(t, x) dWt, t > 0 (1.1)
u(0, x) = f(x) ≥ 0, x ∈ D,
u(t, x) = 0, t ≥ 0, x ∈ ∂D,

donde κ > 0 es constante. Esta clase de ecuaciones diferenciales aparecen como modelos
en muchas áreas aplicadas, tales como mecánica cuántica [5], de fluídos [18] y
conducción del calor [6].
El objetivo de esta tesina es determinar, en función de los parámetros de (1.1), cotas
para la probabilidad de que las soluciones de la ecuación exploten en tiempo finito, o
bien que éstas sean globales. A grandes rasgos, estas cotas se obtienen generando sub- y
super-soluciones apropiadas de una ecuación diferencial parcial aleatoria, determinada
por (1.1). Como un caso especial, tomando κ = 0, se recuperará el resultado clásico de
Fujita citado arriba.
Asimismo, se determinarán tiempos aleatorios τ∗, τ ∗ tales que

τ∗ ≤ τ ≤ τ ∗,

9



10 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

donde τ es el tiempo de explosión de (1.1). Una peculiaridad relevante de las variables
aleatorias τ∗ y τ ∗, es que su distribución está determinada por un funcional del
movimiento browniano {Wt} de la forma∫ ∞

0
exp{Wt − µt}dt, (1.2)

donde µ > 0 es una contante. Este tipo de funcionales han sido investigados
recientemente por muchos probabilistas, incluyendo a Dufresne, Yor, Salminen,
Matsumoto y otros. En el caso de (1.2) es posible conocer su distribución
explícitamente, ver [12] y [19], lo cual será de mucha utilidad en esta tesina.
La exposición de esta temática está basada en el artículo reciente de M. Dozzi y J.A.
López-Mimbela [10], donde se discuten enfoques alternativos y se incluyen referencias
adicionales.
La tesina está organizada de la siguiente manera. En el Capítulo 2 se señalarán algunos
conceptos y resultados básicos, necesarios para explicar los resultados y sus
demostraciones. En el Capítulo 3 se presentan algunas consideraciones antes de mostrar
cómo se obtiene la cota superior τ ∗, del tiempo de explosión de la solución u(t, x) de
(1.1), y de una ecuación un poco más general dada por la expresión (2.3), abajo. En el
Capítulo 4 se obtiene la cota inferior τ∗ del tiempo de explosión de la solución u(t, x) de
(1.1). En el Capítulo 5 se presentan algunos comentarios finales.



Capítulo 2

NOCIONES PRELIMINARES

En esta sección daremos definiciones y conceptos que utilizaremos en los capítulos
posteriores, señalando donde se consiguen los resultados y su prueba respectiva.

2.1. Un funcional exponencial del browniano
Un resultado importante de D. Dufresne citado en [19] y utilizado en el presente trabajo,
para establecer la probabilidad de explosión en tiempo finito de la solución de la
ecuación diferencial (2.3) dice lo siguiente

Teorema 1. Sea v > 0. Entonces, siendo {Bt, t > 0} un movimiento browniano real
valuado empezando en 0, se tiene:∫ ∞

0
ds exp 2(Bs − vs)

ley= 1
2Zv

, (2.1)

donde Zv está distribuido gamma con parámetro v, es decir,

P (Zv ∈ du) = e−uuv−1du

Γ(v) .

Cabe mencionar que en [12] se encuentra una expresión para la función de distribución
de 1

2Zv , y además Marc Yor en [19] y otros han desarrollado la teoría sobre este tipo de
funcionales del browniano y procesos relacionados, los cuales han sido de interés en
diversas investigaciones en matemática financiera.

2.2. Eigenvalores del operador de Laplace en un
dominio acotado

En los Capítulos 4 y 5 se hará referencia a las eigenfunciones y eigenvalores del operador
de Laplace y su relación con el semigrupo del browniano matado en un dominio acotado
D ⊂ Rd.
Consideramos el siguiente problema,

∆ϕ+ λϕ = 0 en D, ϕ|∂D = 0. (2.2)

11



12 CAPÍTULO 2. NOCIONES PRELIMINARES

Definición 1. Sea {Bt} el movimiento browniano d-dimensional y D ⊂ Rd un conjunto
abierto, conexo y acotado. Definimos

Xt =
{
Bt si t < τD,
x si t ≥ τD,

donde x es un punto cementerio, y

τD = ı́nf{t > 0 : B(t) ∈ ∂D}.

Al proceso {Xt} se le llama movimiento browniano matado en la frontera de D.

Sea {QD
t } el semigrupo de transición de {Xt}, esto es:

QD
t f(x) = Ex[f(Xt), t < τD], x ∈ D.

Se ha probado en [?] que existe una sucesión {λj} de eigenvalores de ∆ tales que
0 < λ1 < λ2 ≤ · · · ≤ λn →∞ y un conjunto completo ortonormal de eigenfunciones
{ϕj} tal que la serie ∑∞j=1 e

−λjtϕj(x)ϕj(y) converge absolutamente y

QD
t f(x) =

∑
n

e−λntϕn(x)
∫
D
ϕn(y)f(y)m(dy),

para cada f ∈ L2(D).
El operador de Laplace ∆ con condición de Dirichlet en la frontera del dominio D es el
generador del semigrupo QD

t , para el cual el primer eigenvalor λ0 > 0 tiene una
eigenfunción asociada ϕ, la cual es positiva y ortonormal al resto de eigenfunciones del
operador ∆; ver [?].
Otros conceptos importantes para el desarrollo del presente trabajo son los siguientes.

2.3. Soluciones débiles de EDES
Sea D ⊂ Rd una bola abierta. Consideremos la ecuación diferencial estocástica
semilineal (EDES)

du(t, x) = [∆u(t, x) +G(u(t, x))]dt+ κu(t, x)dWt, t > 0
u(0, x) = f(x) > 0, x ∈ D,
u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂D,

(2.3)

donde f ∈ C2(D) es no negativa, G es localmente Lipschitz, convexa, {Wt, t > 0} es un
movimiento browniano estándar unidimensional, iniciando en 0, definido en un espacio
de probabilidad filtrado (Ω,F , (Ft)t>0,P), y

G(z) > Cz1+β, z > 0, con constantes C > 0, β > 0, (2.4)

y κ > 0.
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Definición 2. Solución débil. Sea τ un tiempo de paro. Un campo Ft-adaptado,
continuo u = {u(t, x), t > 0, x ∈ D} es una solución débil de (2.3) sobre el intervalo
(0, τ), si ∀ ϕ ∈ C2(D) tal que ϕ |∂Ω = 0, se cumple∫

D u(t, x)ϕ(x)dx =
∫
D f(x)ϕ(x)dx

+
∫ t

0
∫
D[u(s, x)∆ϕ(x)

+G(u(s, x))ϕ(x)]dxds

+κ
∫ t
0
∫
D u(s, x)ϕ(x)dxdWs P − c.s. ∀t ∈ [0, τ).

(2.5)

Definición 3. Tiempo de explosión. Sea u una solución débil de (2.3). Un tiempo
aleatorio τ es llamado tiempo de explosión de u si

ĺımt→τ supx∈D |u(t, x)| = +∞ P − c.s. sobre {τ < +∞} (2.6)
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Capítulo 3

COTA SUPERIOR τ∗

Como se mencionó en la introducción, en el presente capítulo se encontrará una cota
superior τ ∗ del tiempo de explosión de la solución de la ecuación (2.3). Se analiza el
comportamiento de v(t, x) = e−κWtu(t, x) donde u es solución débil de (2.3), y por medio
del cálculo de Itô mostramos que v(t, x) satisface (3.1) abajo. Teniendo lo anterior, la
igualdad (2.2) reescrita como en (3.7) y que G(z) > z1+β, para todo z > 0, se consigue
una subsolución I(t), en el sentido de que I(t) ≤ v(t, x), x ∈ D y t ≥ 0, y que explota en
un tiempo τ ∗ > 0. A τ ∗ lo llamamos tiempo de explosión de I(t) τ ∗ y al tiempo de
explosión de v(t, x) lo llamaremos τ , así que τ ≤ τ ∗. De esta manera hallamos una cota
superior para τ . Pasa lo que se representa gráficamente a continuación.

v(t, x)
I(t)

0 τ τ*

15
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3.1. Una ecuación diferencial parcial no lineal
relacionada

A continuación se analizará la siguiente ecuación diferencial parcial aleatoria

∂v
∂t

(t, x) = ∆v(t, x)− κ2

2 v(t, x) + e−κWtG(e−κWtv(t, x)), t > 0, x ∈ D.

v(0, x) = f(x), x ∈ D.

v(t, x) = 0, x ∈ ∂D.

(3.1)

donde f , D, G y κ son como en (2.3)

Proposición 2. Sea u una solución débil de (2.3). Entonces la función
v(t, x) = e−κWtu(t, x), t > 0, x ∈ D, es solución débil de (3.1).

Demostración. De la fórmula de Itô para el movimiento browniano y tomando
h(x) = e−κx, la cual tiene derivadas continuas se sigue que

h(Wt) = h(W0) +
∫ t

0
h
′(Ws)dWs + 1

2

∫ t

0
h
′′(Ws)ds, (3.2)

es decir,

e−κWt = 1− κ
∫ t

0
e−κWsdWs + κ2

2

∫ t

0
e−κWsds. (3.3)

Sea ϕ una función de clase C2 con soporte compacto contenido en D. Escribamos
v(t, ϕ) =

∫
D v(t, x)ϕ(x)dx . Por definición, una solución débil u de (2.3) cumple

u(t, ϕ) = u(0, ϕ) +
∫ t

0
u(s,∆ϕ)ds+

∫ t

0
G(u)(s, ϕ)ds+ κ

∫ t

0
u(s, ϕ)dWs. (3.4)

De ahí, para ϕ fija y aplicando la fórmula de integración por partes conseguimos

v(t, ϕ) = v(0, ϕ) +
∫ t

0
e−κWsdu(s, ϕ) +

∫ t

0
u(s, ϕ)d(e−κWs) + [e−κW· , u(·, ϕ)]t.

donde [W,Z]t. es la variación cuadrática entre Z y W al tiempo t.
Reemplazando en lo anterior (3.3) y la forma diferencial de (3.4) se tiene que

v(t, ϕ) = v(0, ϕ) +
∫ t

0
e−κWs [(∆u(t, ϕ) +G(u(t, ϕ))) ds+ κu(s, ϕ)dWs]

+
∫ t

0
u(s, ϕ)

[
−κe−κWsdWs + κ2

2 e
−κWsds

]
+ [e−κW· , u(·, ϕ)]t.

Simplificando términos semejantes y utilizando que

v(s,∆ϕ) =
∫
D
v(s, x)∆ϕ(x)dx =

∫
D

∆v(s, x)ϕ(x)dx = ∆v(s, ϕ),
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lo cual se sigue del hecho de que ϕ(x) = 0 para x ∈ ∂D, se llega a que

v(t, ϕ) = v(0, ϕ) +
∫ t

0
e−κWs [u(s,∆ϕ) +G(u(s, ϕ))]ds

+ κ
∫ t

0
e−κWsu(s, ϕ)dWs − κ

∫ t

0
e−κWsu(s, ϕ)dWs

+ κ2

2

∫ t

0
e−κWsu(s, ϕ)ds+ [e−κW· , u(·, x)]t.

= v(0, ϕ) +
∫ t

0
e−κWs [u(s,∆ϕ) +G(u(s, ϕ))]ds

+ κ2

2

∫ t

0
e−κWsu(s, ϕ)ds+ [e−κW· , u(·, x)]t. (3.5)

Ahora, como las integrales en (0, t) de una función de variación finita con respecto a la
medida de Lebesgue son funciones de variación finita también, entonces tienen variación
cuadrática nula. De ahí que

[e−κW· , u(·, ϕ)]t =
[
1− κ

∫ ·
0
e−κWsdWs + κ2

2

∫ ·
0
e−κWsds

, u(0, ϕ) +
∫ ·

0
u(s,∆ϕ)ds+

∫ ·
0
G(u)(s, ϕ)ds+ κ

∫ ·
0
u(s, ϕ)dWs

]
t

=
[
−κ

∫ ·
0
e−κWsdWs, κ

∫ ·
0
u(s, ϕ)dWs

]
t

= −κ2
[∫ ·

0
e−κWsdWs,

∫ ·
0
u(s, ϕ)dWs

]
t

= −κ2
∫ t

0
e−κWsu(s, ϕ)d[W ]s

= −κ2
∫ t

0
e−κWsu(s, ϕ)ds, t > 0. (3.6)

Reemplazando (3.6) en (3.5) se tiene que

v(t, ϕ) =v(0, ϕ) +
∫ t

0
e−κWs [u(s,∆ϕ) +G(u(s, ϕ))]ds

+ κ2

2

∫ t

0
e−κWsu(s, ϕ)ds− κ2

∫ t

0
e−κWsu(s, ϕ)ds

=v(0, ϕ) +
∫ t

0
e−κWsu(s,∆ϕ) + e−κWsG(u(s, ϕ))ds

− κ2

2

∫ t

0
e−κWsu(s, ϕ)ds

=v(0, ϕ) +
∫ t

0

[
v(s,∆ϕ) + e−κWsG(eκWv)(s, ϕ)− κ2

2 v(s, ϕ)
]
ds.

La última igualdad se sigue de que v(s, ϕ) = e−κWsu(s, ϕ) y que
G(u(s, ϕ)) = G(eκWv)(s, ϕ). Entonces v es una solución débil de (3.1).
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3.2. Existencia de la cota superior τ ∗

Dado que G1 = G
C
satisface que G1(z) > z1+β, para todo z > 0, sin pérdida de

generalidad podemos tomar C = 1 en (2.4).
Sea ψ la eigenfunción correspondiente al primer eigenvalor λ1 del Laplaciano sobre D,
normalizada por

∫
D ψ(x)dx = 1. Se conoce que ψ es estrictamente positiva sobre D. De

la Proposición 2 tenemos que

v(t, ψ) = v(0, ψ) +
∫ t

0

[
v(s,∆ψ)− κ2

2 v(s, ψ)
]
ds+

∫ t

0
e−κWsG(eκWv)(s, ψ)ds.

Además

v(s,∆ψ) = −λ1v(s, ψ) (3.7)
y debido a (2.4)

G(eκWsv(s, x)) > [eκWsv(s, x)]1+β = eκWsv(s, x)eκβWsv(s, x)β.

Se sigue que ∫
D
e−κWsG(eκWsv(s, x))ψ(x)dx > eκβWs

∫
D
v(s, x)1+βψ(x)dx. (3.8)

Por la desigualdad de Jensen

∫
D
v(s, x)1+βψ(x)dx >

[∫
D
v(s, x)ψ(x)dx

]1+β
= v(s, ψ)1+β, (3.9)

por lo tanto

d

dt
v(t, ψ) = v(t,∆ψ) + e−κWtG(eκWtv)(t, ψ)− κ2

2 v(t, ψ)

> −λ1v(t, ψ)− κ2

2 v(t, ψ) + eκβWtv(s, x)1+β.

Entonces por un teorema de comparación como se puede ver en [?] se tiene que
v(t, ψ) > I(t), para todo t > 0, donde I(t) es la solución de

d

dt
I(t) = −

(
λ1 + κ2

2

)
I(t) + eκβWtI(t)1+β,

I(0) = v(0, ψ),

y está dada por

I(t) = e
−
(
λ1+κ2

2

)
t
[
v(0, ψ)−β − β

∫ t

0
e
−
(
λ1+κ2

2

)
βs+κβWs

ds

]− 1
β

, 0 6 t < τ ∗,
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con

τ ∗ = ı́nf
{
t > 0 :

∫ t

0
e
−
(
λ1+κ2

2

)
βs+κβWs

ds >
1
β
v(0, ψ)−β

}
. (3.10)

Se sigue que I exhibe explosión en tiempo finito sobre el evento {τ ∗ <∞}. Como
I 6 v(·, ψ), τ ∗ es una cota superior para el tiempo de explosión de v(·, ψ) y de ahí para
el tiempo de explosión de u.

3.3. Probabilidad de que v no explote
Ahora obtendremos una estimación para la probabilidad de explosión en tiempo finito
de v. De (3.10) se sigue que

P [τ ∗ = +∞] = P
[∫ t

0 exp
(
−
(
λ1 + κ2

2

)
βs+ κβWs

)
ds < 1

β
v(0, ψ)−β,∀t > 0

]
= P

[∫∞
0 exp

(
−
(
λ1 + κ2

2

)
βs+ κβWs

)
ds 6 1

β
v(0, ψ)−β

]
.

(3.11)

Denotando

W (µ)
s := µs+Ws,

µ := −(λ1 + κ2/2)/κ, (3.12)
β̂ := κβ/2,

se tiene que

P [τ ∗ = +∞] = P

[∫ ∞
0

exp(2β̂W (µ)
s )ds 6 1

β
v(0, ψ)−β

]

= P

[∫ ∞
0

exp(2β̂(Ws + µs)ds 6 1
β
v(0, ψ)−β

]

= P

[∫ ∞
0

exp(2(β̂Ws + β̂µs))ds 6 1
β
v(0, ψ)−β

]

= P

[∫ ∞
0

exp(2(Wβ̂2s + β̂µs))ds 6 1
β
v(0, ψ)−β

]

= P

[
1
β̂2

∫ ∞
0

exp
(

2
(
Wz + µz

β̂

))
dz 6

1
β
v(0, ψ)−β

]

= P

[
1
β̂2

∫ ∞
0

exp (2 (Wz − rz)) dz 6 1
β
v(0, ψ)−β

]
,

con z = β̂2s y r = −µ

β̂
, cumpliéndose las condiciones del teorema (1) y obteniendo∫ ∞

0
exp 2(Bz − rz)dz ley= 1

2Zr
, (3.13)



20 CAPÍTULO 3. COTA SUPERIOR τ ∗

donde Zr es una variable aleatoria con distribución gamma de parámetro r, Γ(r), es decir

P (Zr ∈ dy) = 1
Γ(r)e

−yyr−1dy. (3.14)

Se consigue de ahí que

P (τ ∗ = +∞) = P

∫ ∞
0

exp (2 (Wz − rz)) dz 6 β̂2

β
v(0, ψ)−β


= P

[∫ ∞
0

exp (2 (Wz − rz)) dz 6 κ2β

4 v(0, ψ)−β
]

= P

[
1

2Zr
6
κ2β

4 v(0, ψ)−β
]

= P

[
Zr >

2
κ2β

v(0, ψ)β
]

=
∫ ∞

2
κ2β

v(0,ψ)β

1
Γ(r)e

−yyr−1dy.

Realizamos el cambio de variable y = 2
κ2β2z

, con lo cual: dy = − 2
κ2β2 z

−2dz y

P (τ ∗ = +∞) = −
∫ 1

β
v(0,ψ)−β

0

1
Γ(r) exp

(
− 2
κ2β2z

)(
2

κ2β2z

)r (
κ2β2z

2

)(
− 2
κ2β2 z

−2
)
dz

=
∫ 1

β
v(0,ψ)−β

0
h(z)dz,

donde

h(z) = 1
zΓ(r) exp

(
− 2
κ2β2z

)(
κ2β2z

2

)−r
.

Con lo anterior se probó que
Proposición 3. La probabilidad de que la solución de (2.3) explote en tiempo finito es
acotada por abajo por

∫+∞
1
β
v(0,ψ)−β h(y)dy.

Observación 4. Poniendo κ = 0 en la Proposición 2 conseguimos que v = u y más aún,
de la segunda igualdad de (3.11) y de que u(t, ϕ) =

∫
D u(t, x)ϕ(x)dx, obtenemos que

P [τ ∗ = +∞] = P
[∫∞

0 exp (−λ1βs) ds 6 1
β
v(0, ψ)−β

]
= P

[
1
λ1β
6 1

β
v(0, ψ)−β

]
= P

[
v(0, ψ) 6 λ

1
β

1

]
= P

[∫
D u(0, x)ψ(x)dx 6 λ

1
β

1

]
= P

[∫
D f(x)ψ(x)dx 6 λ

1
β

1

]
.

(3.15)

De ahí que P [τ ∗ = +∞] = 0 ó 1 según que
∫
D f(x)ψ(x)dx > λ

1
β

1 ó
∫
D f(x)ψ(x)dx 6 λ

1
β

1 .
De aquí se sigue uno de los resultados de Fujita en [4].



Capítulo 4

COTA INFERIOR τ∗

Como se mencionó en la introducción, en el presente capítulo se encontrará una cota
inferior τ∗ del tiempo de explosión de la solución de la ecuación (2.3). Para esto,
comenzaremos probando el Teorema (5), que permitirá tener una condición suficiente
para que exista una supersolución J(t, x), es decir v(t, x) ≤ J(t, x). De lo anterior si
J(t, x) explota al tiempo τ∗, lo hará primero que v(t, x) que explota al tiempo τ , es decir
τ∗ ≤ τ . Hasta aquí habríamos hallado las dos cotas de τ , τ∗ ≤ τ ≤ τ ∗ como se ilustra a
continuación. Posteriormente se obtiene la probabilidad de explosión en tiempo finito de
J(t, x), es decir P [τ∗ < +∞].

J(t, x)
v(t, x)
I(t)

0 τ* τ τ*

21
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4.1. Existencia de la cota inferior τ∗
Se considera de nuevo la ecuación (3.1), suponiendo que κ 6= 0 y que G : IR+ → IR+ es
tal que G(0) = 0, con G(z)/z creciente y

G(z) ≤ Λz1+β ∀ z > 0, (4.1)

donde Λ y β son números positivos. Reescribiendo (3.1) en forma integral se tiene que

v(t, x) = e−κ
2t/2Stf(x) +

∫ t

0
e−κ

2(t−r)/2St−r
(
e−κWrG

(
eκWrv(r, ·)

))
(x) dr, (4.2)

donde {St, t ≥ 0} denota el semigrupo del movimiento Browniano d-dimensional matado
en la frontera de D. Ahora se dará una condición suficiente para la existencia de una
solución global de (3.1).

Teorema 5. Si f > 0 es tal que

Λβ
∫ ∞

0
eκβWr‖e−κ2r/2Srf‖β∞ dr < 1, (4.3)

entonces la ecuación (3.1) admite una solución global v(t, x) que satisface

0 ≤ v(t, x) ≤ e−κ
2t/2Stf(x)(

1− Λβ
∫ t

0 e
κβWr‖e−κ2r/2Srf‖β∞ dr

) 1
β

, t ≥ 0. (4.4)

Demostración. Definiendo

B(t) =
(

1− Λβ
∫ t

0
eκβWr‖e−κ2r/2Srf‖β∞ dr

)− 1
β

, t ≥ 0,

implica que B(0) = 1 y

dB

dt
(t) = 1

β

(
1− Λβ

∫ t

0
eκβWr‖e−κ2r/2Srf‖β∞ dr

)− 1
β

(1+β)
ΛβeκβWt‖e−κ2t/2Stf‖β∞

=
(1− Λβ

∫ t

0
eκβWr‖e−κ2r/2Srf‖β∞ dr

)− 1
β

(1+β)

eκβWt‖e−κ2t/2Stf‖β∞

=B(1+β)(t)ΛeκβWt‖e−κ2t/2Stf‖β∞, (4.5)

he integrando en [0, t] resulta que B(t) cumple la ecuación integral

B(t) = 1 + Λ
∫ t

0
eκβWr‖e−κ2r/2Srf‖β∞B1+β(r) dr.

Sea V : [0,∞)×D 7→ R una función continua no negativa tal que Vt(·) es continua sobre
D, t ≥ 0, y

e−κ
2t/2Stf(x) ≤ Vt(x) ≤ B(t)e−κ2t/2Stf(x), t ≥ 0, x ∈ D. (4.6)
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Poniendo

R(V )(t, x) := e−κ
2t/2Stf(x) +

∫ t

0
e−κWre−κ

2(t−r)/2St−r
(
G(eκWrVr(·))

)
(x)dr,

entonces

R(V )(t, x) = e−κ
2t/2Stf(x) +

∫ t

0
e−κWre−κ

2(t−r)/2St−r

(
G(eκWrVr(·))

Vr(·)
Vr(·)

)
(x) dr.

Ahora por (4.6) y el hecho de que G(z)/z es creciente, se tiene que

R(V )(t, x) ≤ e−κ
2t/2Stf(x) +

∫ t

0
e−κWre−κ

2(t−r)/2St−r

(
G(eκWrB(r)‖e−κ2r/2Srf‖∞)

B(r)‖e−κ2r/2Srf‖∞
V (r)

)
(x) dr,

y como G(z) 6 Λz1+β, entonces

R(V )(t, x)

≤ e−κ
2t/2Stf(x) +

∫ t

0
e−κWre−κ

2(t−r)/2 (4.7)

· St−r

Λ
(
eκWrB(r)‖e−κ2r/2Srf‖∞

)1+β

B(r)‖e−κ2r/2Srf‖∞
V (r)

 (x) dr,

= e−κ
2t/2Stf(x) + Λ

∫ t

0
e−κWre−κ

2(t−r)/2 (4.8)

· St−r

(
(eκWr)1+βB1+β(r)‖e−κ2r/2Srf‖1+β

∞
B(r)‖e−κ2r/2Srf‖∞

V (r)
)

(x) dr,

de nuevo aplicando (4.6) se llega a que

R(V )(t, x)

≤ e−κ
2t/2Stf(x) + Λ

∫ t
0 e
−κWre−κ

2(t−r)/2

· St−r

(
(eκWr )1+βB1+β(r)‖e−κ2r/2Srf‖β∞

B(r) B(r)e−κ2r/2Srf(x)
)

(x) dr,

= e−κ
2t/2Stf(x) + Λ

∫ t
0 e
−κWre−κ

2(t−r)/2(eκWr)1+βB1+β(r)‖e−κ2r/2Srf‖β∞

· St−r
(
e−κ

2r/2Srf(x)
)

(x) dr,

≤ e−κ
2t/2Stf(x)

+Λ
∫ t

0 e
κβWrB1+β(r)‖e−κ2r/2Srf‖β∞e−κ

2(t−r)/2St−r(e−κ
2r/2Srf)(x) dr

= e−κ
2t/2Stf(x)

[
1 + Λ

∫ t
0 e

κβWrB1+β(r)‖e−κ2r/2Srf‖β∞ dr
]

= e−κ
2t/2Stf(x)B(t).
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Por como está definido R(V )(t, x) y de lo anterior se tienen las desigualdades

e−κ
2t/2Stf(x) ≤ R(V )(t, x) ≤ B(t)e−κ2t/2Stf(x), t ≥ 0, x ∈ D.

Sea
v0
t (x) := e−κ

2t/2Stf(x) y vn+1
t (x) = R(vn)(t, x), n = 0, 1, 2, . . . .

Por lo anterior se evidencia que v0
t (x) ≤ R(v0)(t, x) = v1

t (x). Supongamos ahora que
vn−1
t (x) ≤ vn+1

t (x) para algún n > 1, todo t > 0 y x ∈ D. Ahora, del hecho de que
G(z)/z es creciente, se tiene que

G(ekWrvnr (·)) = G(ekWrvnr (·))
ekWrvnr (·) ekWrvnr (·) (4.9)

>
G(ekWrvn−1

r (·))
ekWrvn−1

r (·) ekWrvn−1
r (·) (4.10)

= G(ekWrvn−1
r (·)), (4.11)

por tanto, (vnt )∞n=0 es una sucesión monótona creciente de funciones no negativas. De ahí,
que al tomar el límite para n→∞, y debido al teorema de convergencia monótona, se
llega a que para t ≥ 0 y x ∈ D,

0 ≤ v(t, x) = ĺım
n→∞

vnt (x) ≤ B(t)e−κ2t/2Stf(x)

= e−κ
2t/2Stf(x)(

1− Λβ
∫ t

0 e
κβWr‖e−κ2r/2Srf‖β∞dr

)1/β .

Lo cual implica que v(t, x) es una solución global de (4.2). �

A continuación se deriva una condición suficiente para (4.3) en términos de las
densidades de transición {pt(x, y), t > 0} de {St, t ≥ 0}, del primer eigenvalor λ1 del
laplaciano en D y la correspondiente eigenfunción ψ. Recordemos las siguientes cotas
para {pt(x, y), t > 0}, las cuales se demuestran en [13].

Teorema 6. Sea ψ > 0 la primera función de Dirichlet sobre D en IRd, y sea pt(x, y) el
correspondiente núcleo del calor de Dirichlet. Existe una constante c > 0 tal que para
todo t > 0,

máx
{

1, 1
c
t−(d+2)/2

}
≤ eλ1t sup

x,y∈D

pt(x, y)
ψ(x)ψ(y) ≤ 1 + c(1 ∧ t)−(d+2)/2e−(λ2−λ1)t,

donde λ2 > λ1 son los primeros dos eigenvalores del laplaciano con condición de
Dirichlet.

El Teorema (6) se usa para verificar la condición (4.3). Para ello tomemos el valor inicial
f ≥ 0 de modo que

f(y) ≤ KSηψ(y), y ∈ D, (4.12)
donde η ≥ 1 es fija y K > 0 es una constante suficientemente pequeña que será
especificada más tarde. Por lo tanto, Stf ≤ KSt+ηψ, y para todo t > 0,
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Stf(x) ≤ K
∫
D
pt+η(x, y)ψ(y) dy

= K
∫
D
eλ1(t+η)pt+η(x, y)

ψ(x)ψ(y)e
−λ1(t+η)ψ(x)ψ2(y) dy

≤ K

(
sup
x∈D

ψ(x)
)2 ∫

D
eλ1(t+η) sup

x,y∈D

pt+η(x, y)
ψ(x)ψ(y)e

−λ1(t+η)ψ(y) dy

≤ K

(
sup
x∈D

ψ(x)
)2

·
∫
D

(
1 + c(1 ∧ (t+ η))−(d+2)/2e−(λ2−λ1)(t+η)

)
e−λ1(t+η)ψ(y) dy

= K

(
sup
x∈D

ψ(x)
)2 (

e−λ1(t+η) + ce−λ2(t+η)
) ∫

D
ψ(y) dy

≤ K(1 + c)e−λ1η

(
sup
x∈D

ψ(x)
)2

e−λ1t
∫
D
ψ(y) dy. (4.13)

En la anterior prueba, la tercera desigualdad se obtiene haciendo uso del Teorema (6),
donde c > 0 es una constante. De (4.13) se tiene que

Λβ
∫ ∞

0
eκβWr‖e−κ2r/2Srf‖β∞ dr ≤ Λβ

∫ ∞
0

eκβWr

∥∥∥e−κ2r/2

·

K(1 + c)e−λ1η

(
sup
x∈D

ψ(x)
)2

e−λ1t
∫
D
ψ(y) dy

∥∥∥∥∥∥
β

∞

dr

≤ Λβ
K(1 + c)e−λ1η

(
sup
x∈D

ψ(x)
)2 ∫

D
ψ(y) dy

β

·
∫ ∞

0
dr eκβWr−(λ1+κ2/2)βr,

lo cual es independiente de x. De ahí que la función (t, x) 7→ Stf(x) es acotada
uniformemente en x, y de la última desigualdad es claro que la condición (4.3) es
satisfecha siempre que

Λβ
K(1 + c)e−λ1η

(
sup
x∈D

ψ(x)
)2 ∫

D
ψ(y) dy

β ∫ ∞
0

dr eκβWr−(λ1+κ2/2)βr < 1,

o equivalentemente,
∫ ∞

0
dr eκβWr−(λ1+κ2/2)βr <

eλ1βη

Λβ
K(1 + c)

(
sup
x∈D

ψ(x)
)2 ∫

D
ψ(y) dy

β
, (4.14)

lo cual se cumple si K > 0 es suficientemente pequeña.
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Observación 7. La integral del lado izquierdo de (4.14) coincide con la correspondiente
integral en (3.10). El mismo tipo de cotas como en la sección 3.3 puede, por lo tanto, ser
aplicado para estimar la probabilidad de existencia de una solución global positiva.

Obsérvese que si τ∗ = ı́nf
{
t > 0 : 1 6 Λβ

∫ t
0 e

κβWr‖e−κ2r/2Srf‖∞
}
, se tiene:

Corolario 8. Sea J(t, x) dada como

J(t, x) = e−κ
2t/2Stf(x)(

1− Λβ
∫ t

0 e
κβWr‖e−κ2r/2Srf‖β∞ dr

) 1
β

, 0 ≤ t < τ∗, (4.15)

entonces v(t, x) ≤ J(t, x) y J(t, x) explota en τ∗. En particular τ∗ 6 τ .

Observación 9. En el caso en que f sea la primera eigenfunción del operador St, con
su correspondiente eigenvalor λ1, Stf = e−λ1tf y para Λ = 1, se tiene que

τ∗ = ı́nf
{
t > 0 : 1 ≤ β

∫ t

0
eκβWr‖e−κ2r/2Srf‖β∞dr

}
= ı́nf

{
t > 0 : 1 ≤ β

∫ t

0
eκβWr‖e−κ2r/2e−λ1rf‖β∞dr

}
= ı́nf

{
t > 0 : 1 ≤ β

∫ t

0
eκβWre−βκ

2r/2e−βλ1r‖f‖β∞dr
}

= ı́nf
{
t > 0 : 1 ≤ β

∫ t

0
eκβWr−βκ2r/2−βλ1r‖f‖β∞dr

}
= ı́nf

{
t > 0 : 1 ≤ β

∫ t

0
eκβWr−βr(κ2/2+λ1)‖f‖β∞dr

}
= ı́nf

{
t > 0 : 1

β
‖f‖−β∞ ≤

∫ t

0
eκβWr−βr(κ2/2+λ1)dr

}
. (4.16)

4.2. Probabilidad de que v no explote
Ahora obtendremos una estimación para la probabilidad de explosión en tiempo finito
de v. Para tal efecto consideramos el caso especial v(0, x) = ψ(x), donde ψ(x) es una
eigenfunción de St. Entonces Stψ(x) = e−λ1tψ(x). Si Λ = 1, obtenemos de (4.15) que
J(t, x) explota si y sólo si se cumple la siguiente igualdad

∫ t

0
eκβWr

∥∥∥∥∥exp
(
−κ

2r

2 − λ1r

)
ψ

∥∥∥∥∥
β

∞
dr 6

1
β
.

Por lo tanto, de manera similar al caso de la cota superior, obtenemos:

P [τ∗ = +∞] = P
[∫ t

0 exp
(
−
(
λ1 + κ2

2

)
βs+ κβWs

)
ds < 1

β
‖v(0, x)‖−β∞ ,∀t > 0

]
= P

[∫∞
0 exp

(
−
(
λ1 + κ2

2

)
βs+ κβWs

)
ds 6 1

β
‖v(0, x)‖−β∞

]
(4.17)

Haciendo un cambio de variable similar a (3.12) se consigue que

P (τ∗ = +∞) =
∫ 1

β
‖v(0,x)‖−β∞

0
h(y)dy, (4.18)
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donde
h(y) = (κ2β2y/2)−(2λ1+κ2)/κ2β

yΓ((2λ1 + κ2)/(κ2β)) exp
(
− 2
κ2β2y

)
. (4.19)

Con lo anterior se probó que

Proposición 10. La probabilidad de que la solución de (2.3) explote en tiempo finito es
acotado por arriba por

∫+∞
1
β
‖v(0,x)‖−β∞

h(y)dy.
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Capítulo 5

COMENTARIOS FINALES

Debido a la continuidad de W· y a la relación

v(t, x) = e−κWtu(t, x),

v explota en tiempo finito si y sólo si u lo hace. En tal caso, ambas funciones tienen los
mismos tiempos de explosión.

5.1. Conclusiones
1). Si v(0, x) = kψ(x),

τ ∗ = ı́nf
{
t > 0 :

∫ t

0
e
−
(
λ1+κ2

2

)
βs+κβWs

ds >
1
βkβ

(
∫
ψ2(x)d(x))−β

}
. (5.1)

τ∗ = ı́nf
{
t > 0 :

∫ t

0
e
−
(
λ1+κ2

2

)
βs+κβWs

ds >
1
βkβ
‖ψ(x)‖−β∞

}
. (5.2)

Notemos que ∫
D
ψ2(x)dx ≤

∫
D
‖ψ‖∞ψ(x)dx = ‖ψ‖∞,

ya que
∫
D ψ(x)dx = 1. Sin embargo de (5.1) y (5.2), τ∗ = τ = τ ∗ si y sólo si

∫
D
ψ2(x)d(x) = ‖ψ(x)‖∞, (5.3)

por tanto se podría encontrar la distribución exacta de τ .

2). Como τ∗ ≤ τ ≤ τ ∗ entonces P (τ ∗ < +∞) ≤ P (τ < +∞) ≤ P (τ∗ < +∞), es decir
también se han encontrado cotas para la probabilidad de que la solución explote
en tiempo finito.

29
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5.2. Cotas del tiempo de explosión para el caso d = 1
Supongamos D = (a, b) es un intervalo acotado abierto. Una función ψ sobre (a, b) es
una eigenfunción de ∆ correspondiente al eigenvalor λ > 0 si ϕ es dos veces diferenciable
sobre (a, b), ϕ′′ = −λϕ sobre (a, b) y ϕ = 0 sobre {a, b}. La solución general de la
ecuación ϕ′′ = −λϕ sobre (a, b) está dada por

ϕ(x) = c1 sin(
√
λ(x− a)) + c2 cos(

√
λ(x− a)), a < x < b. (5.4)

Nótese que ϕ(a) = 0 si y sólo si c2 = 0. Supongamos que c2 = 0 pero ϕ no es
idénticamente cero. Entonces c1 6= 0 y la solución se hace 0 en la frontera cuando

λ = λn = n2π2

(b− a)2

ya que sin(
√
λ(x− a)) = 0 si

√
λ(x− a) = nπ, con x = b y n ∈ N.

Por otro lado, necesitamos que ‖ϕ‖1 = 1 para esto hacemos∫ b

a
c1 sin(

√
λ(x− a))dx = c1

∫ b

a
sin

(
nπ

b− a
(x− a)

)
dx

= c1
b− a
nπ

(
− cos

(
nπ

b− a
(x− a)

)) ∣∣∣ba
= c1

b− a
nπ

(− cos (nπ) + 1) ∀ n = 2k − 1, k ∈ N. (5.5)

Para que (5.5) sea igual a 1,

c1 = nπ

(b− a)(1− cos(nπ)) .

En particular si n = 1,

ϕ(x) = π

2(b− a) sin
(

π

b− a
(x− a)

)
.

Ahora veamos en qué intervalos
∫
ϕ(x)2dx = ‖ϕ‖∞.

∫ b

a
ϕ(x)2dx =

∫ b

a

(
π

2(b− a) sin
(

π

b− a
(x− a)

))2

dx

=
π
[
(a− b) sin

(
2π(a−x)
a−b

)
+ 2π(x− a)

]
16(a− b)2

∣∣∣ba
= π2(b− a)

8(a− b)2

= π2

8(b− a) . (5.6)
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Luego notemos que

‖ϕ‖∞ = π

2(b− a) . (5.7)

Al igualar (5.7) y (5.6) se tiene
1
4 = 1

π
. (5.8)

Es decir para el caso d = 1 no se da (5.3). Entonces como problema abierto queda
establecer éste caso para dimensiones mayores a 1.
Luego, las cotas del tiempo de explosión τ de la solución de la ecuación diferencial
estocástica (2.3) para f = ϕ, según ((5.6)) y ((5.7)) son,

τ ∗ = ı́nf

t > 0 :
∫ t

0
e
−
(
λ1+κ2

2

)
βs+κβWs

ds >
1
βkβ

(
π2

8(b− a)

)−β , (5.9)

τ∗ = ı́nf

t > 0 :
∫ t

0
e
−
(
λ1+κ2

2

)
βs+κβWs

ds >
1
βkβ

(
π

2(b− a)

)−β . (5.10)

Se consigue de ahí P (τ ∗ < +∞) < P (τ < +∞) < P (τ∗ < +∞) donde

P (τ ∗ < +∞) =
∫ +∞

1
βkβ

(
π2

8(b−a)

)−β h(y)dy, (5.11)

y

P (τ∗ < +∞) =
∫ +∞

1
βkβ

( π
2(b−a))

−β h(y)dy, (5.12)

donde
h(y) = (κ2β2y/2)(2λ1+κ2)/κ2β

yΓ((2λ1 + κ2)/(κ2β)) exp
(
− 2
κ2β2y

)
. (5.13)
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