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Capitulo 1

INTRODUCCION

La existencia y no-existencia de soluciones globales de ecuaciones semilineales fue
investigada inicialmente por Fujita [4], quien demostré que si D C R¢ es un dominio
acotado con frontera suave, la solucién de la ecuacion

Ju(t, x)
ot
con condicién de Dirichlet en la frontera de D, donde g > 1, explota en tiempo finito
para todos los valores iniciales 0 < u(0,z) € L*(D) que cumplan la condicién

= Au(t,z) +u'Pu(t,z), €D,

/ u(0, z)(z) dr > AP
D

Aqui \; > 0 es el primer valor propio del Laplaciano A en D y v es la funcién propia
correspondiente, normalizada de forma que ||¢]|;1 = 1.

Sea {W;,t > 0} un movimiento browniano estandar unidimensional, iniciando en 0,
definido en un espacio de probabilidad filtrado (€2, F, (F;)i>0, P). En este trabajo se
estudian propiedades de explosién en tiempo finito, similares a las investigadas por
Fujita, de ecuaciones diferenciales parciales estocasticas del prototipo

du(t,r) = [Au(t,z)+u'™P(t,2)]dt + ku(t,z)dW,, t>0 (1.1)
w©,2) = f(z) 20, zeD,
uw(t,z) = 0,t>0, x€dD,

donde k > 0 es constante. Esta clase de ecuaciones diferenciales aparecen como modelos
en muchas areas aplicadas, tales como mecanica cuéntica [5], de fluidos [I§] y
conduccién del calor [6].

El objetivo de esta tesina es determinar, en funcién de los pardametros de , cotas
para la probabilidad de que las soluciones de la ecuacién exploten en tiempo finito, o
bien que éstas sean globales. A grandes rasgos, estas cotas se obtienen generando sub- y
super-soluciones apropiadas de una ecuacion diferencial parcial aleatoria, determinada
por . Como un caso especial, tomando xk = 0, se recuperara el resultado clasico de
Fujita citado arriba.

Asimismo, se determinaran tiempos aleatorios 7., 7" tales que

T <7< 7,
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donde 7 es el tiempo de explosién de ((1.1)). Una peculiaridad relevante de las variables
aleatorias 7, y 7%, es que su distribucién esta determinada por un funcional del
movimiento browniano {W;} de la forma

/OOO exp{W; — ut}dt, (1.2)

donde p > 0 es una contante. Este tipo de funcionales han sido investigados
recientemente por muchos probabilistas, incluyendo a Dufresne, Yor, Salminen,
Matsumoto y otros. En el caso de es posible conocer su distribucion
explicitamente, ver [12] y [19], lo cual serd de mucha utilidad en esta tesina.

La exposicion de esta tematica estd basada en el articulo reciente de M. Dozzi y J.A.
Lépez-Mimbela [10], donde se discuten enfoques alternativos y se incluyen referencias
adicionales.

La tesina esté organizada de la siguiente manera. En el Capitulo [2] se senalaran algunos
conceptos y resultados bésicos, necesarios para explicar los resultados y sus
demostraciones. En el Capitulo [3]se presentan algunas consideraciones antes de mostrar
como se obtiene la cota superior 7%, del tiempo de explosion de la solucién u(t, z) de
, y de una ecuacion un poco mas general dada por la expresion , abajo. En el
Capitulo {4 se obtiene la cota inferior 7, del tiempo de explosién de la solucién u(t, x) de
. En el Capitulo |5 se presentan algunos comentarios finales.



Capitulo 2

NOCIONES PRELIMINARES

En esta seccion daremos definiciones y conceptos que utilizaremos en los capitulos
posteriores, senalando donde se consiguen los resultados y su prueba respectiva.

2.1. Un funcional exponencial del browniano

Un resultado importante de D. Dufresne citado en [19] y utilizado en el presente trabajo,
para establecer la probabilidad de explosion en tiempo finito de la solucién de la
ecuacion diferencial (2.3)) dice lo siguiente

Teorema 1. Sea v > 0. Entonces, siendo {By,t > 0} un movimiento browniano real
valuado empezando en 0, se tiene:

o0 ley 1
d 2B, —vs) & —, 2.1
| dsexp2(B, - vs) 57 (2.1)

donde Z, esta distribuido gamma con pardmetro v, es decir,
P(Z, € du) = <0
v € du) = ———~—

I'(v)

Cabe mencionar que en [I2] se encuentra una expresién para la funcién de distribucién
de i, y ademas Marc Yor en [19] y otros han desarrollado la teoria sobre este tipo de
funcionales del browniano y procesos relacionados, los cuales han sido de interés en
diversas investigaciones en matematica financiera.

2.2. Eigenvalores del operador de Laplace en un
dominio acotado

En los Capitulos [ y [5] se hard referencia a las eigenfunciones y eigenvalores del operador
de Laplace y su relacién con el semigrupo del browniano matado en un dominio acotado
D C R%

Consideramos el siguiente problema,

Ap+dp=0 en D, ¢logp=0. (2.2)

11
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Definicién 1. Sea {B;} el movimiento browniano d-dimensional y D C R¢ un conjunto
abierto, conexo y acotado. Definimos

B, si t<rT
Xt — t ) D?
r s t>1Tp,

donde = es un punto cementerio, y
p = inf{t > 0: B(t) € 0D}.
Al proceso {X;} se le llama movimiento browniano matado en la frontera de D.

Sea {QF} el semigrupo de transicion de {X;}, esto es:

QP f(z) = E*[f(X,),t < 1p], =€ D.

Se ha probado en [?] que existe una sucesién {);} de eigenvalores de A tales que
0< A < X<+ <\, — 00y un conjunto completo ortonormal de eigenfunciones
{o;} tal que la serie 3352, e M'p;(2)¢;(y) converge absolutamente y

QP f(x) “on(@) [ nly) Fy)mldy)

para cada f € £?(D).

El operador de Laplace A con condicién de Dirichlet en la frontera del dominio D es el
generador del semigrupo QP para el cual el primer eigenvalor Ay > 0 tiene una
eigenfuncion asociada ¢, la cual es positiva y ortonormal al resto de eigenfunciones del
operador A; ver [?].

Otros conceptos importantes para el desarrollo del presente trabajo son los siguientes.

2.3. Soluciones débiles de EDES

Sea D C R? una bola abierta. Consideremos la ecuaciéon diferencial estocastica
semilineal (EDES)

du(t,z) = [Au(t,z) + G(u(t,x))]dt + ku(t,z)dW;, t >0
u(0,2) = f(x)>0, xe€D, (2.3)
u(t,z) = 0, t=0, x¢€ 3D,

donde f € C?*(D) es no negativa, G es localmente Lipschitz, convexa, {W;,t > 0} es un
movimiento browniano estandar unidimensional, iniciando en 0, definido en un espacio

de probabilidad filtrado (2, F, (F¢)i=0, P), ¥

G(z) > Cz'"™, 2>0, con constantes C >0, >0, (2.4)

y k> 0.
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Definicién 2. Solucién débil. Sea 7 un tiempo de paro. Un campo F;-adaptado,
continuo u = {u(t,z),t > 0,2 € D} es una solucién débil de (2.3) sobre el intervalo
(0,7), iV p € C*(D) tal que ¢|gq = 0, se cumple

Ipult,x)p(x)de = [p f()p(r)de
+ o Jplu(s, ) Ap(z)

+G(u(s, x))p(x)]|drds

(2.5)

+x 3 [puls, z)p(z)dedW, P —cs. Vtel0,7).

Definicién 3. Tiempo de explosién. Sea u una solucién débil de (2.3)). Un tiempo
aleatorio 7 es llamado tiempo de explosiéon de u si

lim,_,, sup,cp |u(t,z)| = +00 P —c.s. sobre {1 < 400} (2.6)
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Capitulo 3

COTA SUPERIOR 7*

Como se mencion6 en la introduccion, en el presente capitulo se encontrara una cota
superior 7% del tiempo de explosion de la solucién de la ecuacion . Se analiza el
comportamiento de v(t, z) = e”""tu(t, z) donde u es solucién débil de (2.3)), y por medio
del célculo de Ito mostramos que v(¢, ) satisface abajo. Teniendo lo anterior, la
igualdad reescrita como en y que G(2) = 2P para todo z > 0, se consigue
una subsoluciéon I(t), en el sentido de que I(t) < w(t,z), x € Dy t > 0, y que explota en
un tiempo 7 > 0. A 7* lo llamamos tiempo de explosion de I(t) 7% y al tiempo de
explosion de v(t, x) lo llamaremos 7, asi que 7 < 7*. De esta manera hallamos una cota
superior para 7. Pasa lo que se representa graficamente a continuacion.

15



16 CAPITULO 3. COTA SUPERIOR 7*
3.1. Una ecuacién diferencial parcial no lineal
relacionada
A continuacién se analizara la siguiente ecuacién diferencial parcial aleatoria
Wit,x) = Avt,z) — So(t,x) + e WG (e Weu(t,x)), t> 0,2 € D.
v(0,2) = f(z), xze€D. (3.1)
v(t,z) = 0, x€dD.
donde f, D, G y k son como en ([2.3])

Proposicién 2. Sea u una solucion débil de . Entonces la funcion
v(t,z) = e Wu(t,x), t > 0, x € D, es solucién débil de )

Demostracion. De la féormula de It para el movimiento browniano y tomando
h(z) = e~ " la cual tiene derivadas continuas se sigue que

h(W,) = h(W,) + /0 t W (W,)dW, +; /O t B (W,)ds, (3.2)

es decir,

t /4;2 t
et =1 /i/ e W dW, + ?/ e”™Weds. (3.3)
0 0

Sea ¢ una funcién de clase C? con soporte compacto contenido en D. Escribamos
v(t, ) = [po(t,z)p(x)dx . Por definicién, una solucién débil u de (2.3]) cumple

u(t, ) = u(0, ) + /Ot u(s, Ap)ds + /Ot G(u)(s,p)ds + K /Ot u(s, p)dWs. (3.4)

De ahi, para ¢ fija y aplicando la férmula de integracién por partes conseguimos

vltg) = 00,0+ [ e dus. o) + [ us ™) + el )L

donde [W, Z];. es la variacién cuadratica entre Z y W al tiempo t.
Reemplazando en lo anterior (3.3) y la forma diferencial de (3.4]) se tiene que

Wt0) = v0,9)+ [ eV (Ault 0) + Glult, ) ds + s, £)aW]

t
+ / u(s, ) l_fﬁe“WSdWs + zeﬁwsdsl + ™™ ul-, @)l
0

Simplificando términos semejantes y utilizando que

v(s, Ayp) = /Dv(s,x)Acp(x)dm = /DAv(s,x)go(x)dx = Auv(s, p),
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lo cual se sigue del hecho de que ¢(z) = 0 para z € 9D, se llega a que

Wt0) = o0 )+ [ e fuls, Ap) + Gluls, ¢)lds
+ K,/O e "Weu(s, p)dW, —/1/0 e”"Wau(s, p)dW,
+ Z/t e~Weu(s, o)ds + [V u(-, 1))
= w(0.9)+ [ e luls, Ag) + Glu(s, o)lds

+ ?/0 e~ Weu(s, p)ds + [ u(-, 1)), (3.5)

Ahora, como las integrales en (0,¢) de una funcién de variacién finita con respecto a la
medida de Lebesgue son funciones de variacion finita también, entonces tienen variacion
cuadratica nula. De ahi que

2

=W (-, )], = [1 —/i/. —We W, —I—%/ —Wads
—I—/ sAgods+/ sgods%—%/ (s,go)dWS]
t
—/i/. e’”WSdWs,f@/ u(s,go)dWs}
0 0 t
= —5? [/ e_”Wdes,/ u(s,gp)dWs]
0 0 t
t
= = [ e V(s p)d W,
0

t
= —/12/ e~"™Wau(s, p)ds, t=0. (3.6)
0

Reemplazando (3.6]) en (3.5 se tiene que

o(t,0) =0(0,9) + [ € We[uls, Ag) + Glu(s, 9)lds
—/ e”Weu(s, p)ds — K /Ot e~ Weu(s, ¢)ds

+/ “Weu(s, Ap) + eV G(u(s, ¢))ds

2 Jo
(2

=v(0, ) + /Ot lv(s, Ap) + e G (e ) (s, @) — ?v(s, ©)| ds.

La tltima igualdad se sigue de que v(s,¢) = e *Wsu(s, ¢) y que
G(u(s, @) = G(e"Wv)(s, ). Entonces v es una solucién débil de (3.1)).
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3.2. [Existencia de la cota superior 7*

Dado que G; = g satisface que G1(z) > z'*#, para todo z > 0, sin pérdida de
generalidad podemos tomar C' = 1 en ([2.4)).

Sea 1) la eigenfuncién correspondiente al primer eigenvalor A; del Laplaciano sobre D,
normalizada por [, ¢ (z)dx = 1. Se conoce que 1 es estrictamente positiva sobre D. De
la Proposicién [2] tenemos que

2

X +/ [ A9) = Zols de/ e~ WG W) (s, ) ds.
Ademas
(8, AY) = —Aro(s, ) (3.7)
y debido a
G(eWu(s,z)) > [eu(s, 2)]HP = eWeu(s, 2)e™Veu(s, z)P.
Se sigue que

| e G (s, @)@ > e [ o(sn) (). (3.8)

Por la desigualdad de Jensen

1+
/DU(S,I)H_B@/}(JZ)dCL’ > [/D v(s, x)(x)dx = v(s, )", (3.9)
por lo tanto
Do) = olt, A) + MG )t 0) — To(t,0)

> M\t ) — —v(t, ) + eWiu(s, )P

2
2
Entonces por un teorema de comparacién como se puede ver en [?] se tiene que
v(t, ) = I(t), para todo t > 0, donde I(t) es la solucién de

—I(t) = —<A1+F;> I(t) + e (t)+h]
1(0) = v(0,%),

y esta dada por

I(t):e(“Q)[ 5/ (s mmds] L 0<t<r,

ey
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con

mf{ >0: / )\1+ &Mﬁwsds > ;U(O, ¢)—B} _ (3.10)

Se sigue que I exhibe explosién en tiempo finito sobre el evento {7* < oc}. Como
I <w(-,%), 7" es una cota superior para el tiempo de explosion de v(+, ) y de ahi para
el tiempo de explosion de u.

3.3. Probabilidad de que v no explote

Ahora obtendremos una estimacion para la probabilidad de explosién en tiempo finito

de v. De (3.10) se sigue que

Plr*=+oc] = P|fyexp(— (M + i) Bs + kAW, ds < ZU(O,Ib)_B,Vt > 0]

= Pf%exp (= (M + %) Bs+ wBW,) ds < $0(0,9) 7). (3:11)

Denotando

o= —(\ + K*/2) /k, (3.12)

se tiene que

con z = 323 yr= cumpliéndose las condiciones del teorema (/1)) y obteniendo

,8’
1
27,

/ T exp2(B, — r2)dz 'Y (3.13)
0
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donde Z, es una variable aleatoria con distribucién gamma de pardmetro r, I'(r), es decir

_ 1 -y, r—1
P(Z, € dy) = F(r)e y T dy. (3.14)
Se consigue de ahi que
P(t* =+400) =P /OO exp (2(W, —rz))dz < 2U(O,w)_5]

L 0 /8

=P /OO exp (2(W, —rz))dz < mv(o,qﬁ)_ﬂ
A 4

=P 212 < Hzﬁv(O,@b)_ﬁ]
: 2

=P|Z > MU(O’W]

o 1
= — e Yy dy.
/mgﬁv(o,w)ﬁ F(T)

Realizamos el cambio de variable y =

52%2 27 2dz y

. F0(00)F 2 2\ (K232 2,
P(r* = 400) = —/0 e exp <_/€252z> (/{2522> < 5 —/{2522 dz
5v09) 7
= /B h(z)dz,
0

1 2 k2B%2\
hz) = 2I(r) P <_K2622> ( 2 )

Con lo anterior se probo que

K%BQZ, con lo cual: dy = —

donde

Proposicién 3. La probabilidad de que la solucion de explote en tiempo finito es
acotada por abajo por fl (0.0)F s h(y)dy.

Observacién 4. Poniendo £ = 0 en la Proposicion [2] conseguimos que v = u y més aun,
de la segunda igualdad de (3.11)) y de que u(t, @) = [ u(t, z)¢(x)dz, obtenemos que

Pl = o] = P[f*exp(~Mifs)ds < bo(0,1)~]
P[5k < 40(0,0) 7]

P :v(O,w) < A%] (3.15)

— P, u(0,2)é(x)dr < )ﬂ

P )

i )il

1
dangf].

(2)dz > AT 6 Jp f(2)(x)dz < AT
)

De ahi que P[7* = +00] = 0 6 1 segtin que [, f(z)¢
De aqui se sigue uno de los resultados de Fujita en |



Capitulo 4

COTA INFERIOR 74

Como se mencion6 en la introduccion, en el presente capitulo se encontrara una cota
inferior 7, del tiempo de explosién de la solucién de la ecuacién (2.3). Para esto,
comenzaremos probando el Teorema , que permitird tener una condicién suficiente
para que exista una supersoluciéon J(t, z), es decir v(t,x) < J(t,x). De lo anterior si

J(t, x) explota al tiempo 7, lo hard primero que v(t, z) que explota al tiempo 7, es decir
7« < 7. Hasta aqui habriamos hallado las dos cotas de 7, 7, < 7 < 7% como se ilustra a
continuacion. Posteriormente se obtiene la probabilidad de explosién en tiempo finito de
J(t,x), es decir P[1. < 400].

21



22 CAPITULO 4. COTA INFERIOR T,

4.1. Existencia de la cota inferior 7,

Se considera de nuevo la ecuacion (3.1)), suponiendo que k # 0y que G : Ry — R4 es
tal que G(0) = 0, con G(z)/z creciente y

G(z) < AP V2 >0, (4.1)
donde A y /8 son niimeros positivos. Reescribiendo (3.1)) en forma integral se tiene que

o(t,x) = e 28, fx) + /Ot 2G| (e"‘WTG (€HWTU(T, ))) (x)dr, (4.2)

donde {S;, t > 0} denota el semigrupo del movimiento Browniano d-dimensional matado
en la frontera de D. Ahora se dara una condicion suficiente para la existencia de una
solucién global de ((3.1)).

Teorema 5. Si f > 0 es tal que
AB / W |l 128, FI18 drr < 1, (4.3)
0

entonces la ecuacion admite una solucion global v(t,z) que satisface

e‘“2t/25tf(x)

0<o(t,x) <
(1 — AB JLemBWr|le=w*1/28, |5 dr)

. t>0. (4.4)

|

Demostracién. Definiendo

t 2
B(t) = (1 — AP [ e e 2, f1 dr) Tt
0

implica que B(0) =1y

dB 5(148)
S0 =5 (1= A8 [ e g1 ar) T AGe e s g,

1
B
7% (1+8)
( 1—Ap / M|l £ 15, dr) ) e Wile 28 f |5,
BUD () A e 128, £ (4.5)

he integrando en [0, ¢] resulta que B(t) cumple la ecuacién integral

t
B(t) =14+ A [ e[l 28, [ BYA(r) db.

0

Sea V' : [0,00) X D+ R una funcién continua no negativa tal que V;(-) es continua sobre
D,t>0,y

28, [ (@) < Vi(z) < BR)e ™28 f(x), 120, weD. (46)
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Poniendo

R(V)(t,2) = 25, () [ e 028, (GeV() (o)
entonces
G(e™ V()

V()
Ahora por (4.6)) y el hecho de que G(z)/z es creciente, se tiene que

R(V)(t,x) = e 28, f(x) + /O LW g, ( w-)) (z) dr.

G B(r)||e="""2S5, f || oo)
B(r)|le=*725, f

R(V)(t,x) < e ™28, f(x) + /0 LR g, ( V(T)) () dr,

y como G(z2) < Az'*P entonces

R(V)(t, z)
2 t 2
< RS 1 [ e (47
0

o (MemBoles )Y
t—r B(T)‘|€_H2r/25',~f”oo (T) (LC) T,
2 t 2
e F t/QStf(x) +A/ e—nWTe—n (t—r)/2 (48)
0

() B () oS, |
. d
o ( Bl s T )

de nuevo aplicando (4.6)) se llega a que

R(V)(t,x)

< €—n2t/25tf(m) + Af(f e~ tWr o—r2(t=1)/2

FWr\1+8 148 (1) || e—r2r/2 FIA K2y

iy (SIS (o125, f () ) (2) dr,
e RS, f(2) 4+ A fi VR 2 (W )8 RIS (1) o2, |2
Sier (€728, f(2)) () dr,

< efRQt/ZStf(x)
+A f(f enﬁWrBlJrﬁ (’T‘) ||€7K2T/257~f||5067'{2(1}71“)/2535_7»(67H2r/257nf> (I) dr

o2, f () [+ A Iy e BUA(r) [0 128, 2, i

e U2S, f(x)B(t).
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Por como esté definido R(V)(¢,x) y de lo anterior se tienen las desigualdades

e S f () < R(V)(t,2) < B(h)e ™28, f(2), ¢>0, weD.

Sea

v(z) = e S fe) v ot (e) = Rt

Por lo anterior se evidencia que v?(x) < R(v°)(t,z) = v/ (x). Supongamos ahora que
vy Hx) < vptl(x) para algin n > 1, todo t > 0y 2 € D. Ahora, del hecho de que
G(z)/z es creciente, se tiene que

x), n=0,1,2,....

G () = We’“%?(-) (49)
G((;’;V‘i/;i_lz()')) W n=1 () (4.10)
= Gl 1(4), (4.11)

por tanto, (v))S%, es una sucesion mondtona creciente de funciones no negativas. De ahi,
que al tomar el limite para n — 0o, y debido al teorema de convergencia mondtona, se
llega a que parat >0y x € D,

0 < o(t,z) = lim v (z) < B(t)e ™S, f(x)
efnzt/QStf(x)
(1= AB J{ oW o2, £ odr)

Lo cual implica que v(¢,x) es una solucién global de (4.2]). |

A continuaciéon se deriva una condicion suficiente para en términos de las
densidades de transicion {p;(z,y), t > 0} de {S;, t > 0}, del primer eigenvalor A; del
laplaciano en D y la correspondiente eigenfuncién . Recordemos las siguientes cotas
para {p:(z,y), t > 0}, las cuales se demuestran en [13].

Teorema 6. Sea ¥ > 0 la primera funcién de Dirichlet sobre D en R?, y sea pe(z,y) el
correspondiente nicleo del calor de Dirichlet. Existe una constante ¢ > 0 tal que para
todo t > 0,

max {17 1t_(d+2)/2} < @Alt sup M S 14+ C(l A t)_(d+2)/26_(>‘2_>‘1)t,

¢ zyeD () (y)

donde Ay > Ay son los primeros dos eigenvalores del laplaciano con condicion de
Dirichlet.

El Teorema (@ se usa para verificar la condicién (4.3]). Para ello tomemos el valor inicial
f > 0 de modo que

donde n > 1 es fija y K > 0 es una constante suficientemente pequenia que sera
especificada més tarde. Por lo tanto, Sy f < K .Sy, y para todo ¢t > 0,
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Sf(z) < K / Drin(z, y)(y) dy

_ M (4 Pran (2, Y) o~ (t+n) 2
K [ e e )y ) dy

2
M) o Pen(TY) e
< ¢ spui) [ s Bl o) i
2
B
zeD
/D (1 + (1A (t+n))—(d+2)/26—(>\2—>\1)(t+?7)) e—Al(t-H?)w(y) dy
2
- K (sup¢(x)> (€_>\1(t+n) + Ce—)\Q(t‘H]) / ¢(y) dy
xzeD
< K(1L+c)e ™ <Supw ) ”\”/w (4.13)
zeD

En la anterior prueba, la tercera desigualdad se obtiene haciendo uso del Teorema @,
donde ¢ > 0 es una constante. De (4.13) se tiene que

Aﬁ/ en,BWTHe—nzr/ZSTfH,gO dr S Aﬁ/ e/i,BWT e—/i2r/2
0 0
2 B
K(1+c)e ™ (sup w(x)> 6_’\1t/ Y(y) dy] dr
xeD D -
< AB|K(1+c)e™ <sup1/1 ) / »(y dy]
xzeD
/OO dr enﬂWT—(A1+n2/2)ﬁr
0
lo cual es independiente de x. De ahi que la funcién (¢, x) — S, f(x) es acotada
uniformemente en z, y de la dltima desigualdad es claro que la condicion (4.3)) es
satisfecha siempre que
AB | K(1+c)e™ ™ (supl/J ) / U(y dy] / dr ePWr=Oats?/2)pr <1,
xzeD
o equivalentemente,
00 eMB
[ ar e . - (4.14)

Ap

K(1+¢) <§1€1gw )/w dy]

lo cual se cumple si K > 0 es suficientemente pequena.
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Observacion 7. La integral del lado izquierdo de (4.14)) coincide con la correspondiente
integral en (3.10]). El mismo tipo de cotas como en la seccién puede, por lo tanto, ser
aplicado para estimar la probabilidad de existencia de una solucion global positiva.

Obsérvese que si 7, = inf {t >0:1<AB [y e"‘BWTHe_"‘ZT/QSTfHOO}, se tiene:
Corolario 8. Sea J(t,x) dada como

—Kk2t/2
J(t,z) = " S f(x) . 0<t<m, (4.15)

(1= AB f5 exo " [le=r/28, f |5 dr) ”

entonces v(t,z) < J(t,x) y J(t,x) explota en .. En particular 7, < T.

Observacion 9. En el caso en que f sea la primera eigenfuncién del operador S;, con
su correspondiente eigenvalor A\, S;f = e M'f y para A = 1, se tiene que

t
. {t >0:1<p [ e e"‘“zT/QSerfodr}
0

t
—infl{t>0:1< /3/0 e"ﬁw*||e‘”2r/26‘“f||§od7"}
t
1205125 [ ezt 2 ar )

t 2
— it {t >0:1< 6/ enBWrﬂBn r/25)\1erHgodr}
0
t
{tz0:02p [[ememl o) pLar
0

1 t 2
£>0: B||f||gf < [ enBWepr(s /2“1)dr}. (4.16)
0

4.2. Probabilidad de que v no explote

Ahora obtendremos una estimacion para la probabilidad de explosion en tiempo finito
de v. Para tal efecto consideramos el caso especial v(0,x) = ¥(z), donde ¥)(x) es una
eigenfuncién de S;. Entonces Syp(x) = e M)(x). Si A = 1, obtenemos de (4.15)) que
J(t,x) explota si y sélo si se cumple la siguiente igualdad
1
dr < —.

t K27
KBWy o o
/0 e exp < TN )\17’> Y . 3

Por lo tanto, de manera similar al caso de la cota superior, obtenemos:

B

Plr, =4oc] = P
= P

J¥exp (— ()\1 + %2) Bs+ mBWs> ds < %HU(O, 7)||2, vt > 0]
JsZexp (= (M +5) Bs + kBW,) ds < 3[|v(0, 2)||57]

(4.17)

Haciendo un cambio de variable similar a (3.12) se consigue que

1o(0.2) 1

P(r, = +00) = /0 h(y)dy, (4.18)
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donde

_ (B2 R (_ 2 )
") = e + e P\ ey (4.19)

Con lo anterior se probo que

Proposicion 10. La probabilidad de que la solucion de explote en tiempo finito es
acotado por arriba por flTo(o 2P h(y)dy.
511v(0,@)]o
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Capitulo 5

COMENTARIOS FINALES

Debido a la continuidad de W. y a la relacién
v(t,z) = e Wru(t, x),

v explota en tiempo finito si y sélo si u lo hace. En tal caso, ambas funciones tienen los
mismos tiempos de explosion.

5.1. Conclusiones

1). Siv(0,z) = ky(z),

g {t >0 /Ot o~ )sema > ﬁlk:ﬁ(/ ¢2(x)d(x))—ﬂ}, (5.1)

to_ 1 ﬁ sTRK s 1
remtftzo: [l (”2)“5%@an(mu;ﬂ}. (52)

0

Notemos que

[ @) < [ Jla@)d = 1]

va que [pt(z)dx = 1. Sin embargo de (5.1) y (5.2)), 7. =7 = 7" si y sélo si

[, P @)d@) = ()] (53)

por tanto se podria encontrar la distribucién exacta de 7.

2). Como 7, < 7 < 7" entonces P(7* < +00) < P(1 < +00) < P(7, < +00), es decir
también se han encontrado cotas para la probabilidad de que la solucion explote
en tiempo finito.

29
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5.2. Cotas del tiempo de explosién para el caso d =1

Supongamos D = (a,b) es un intervalo acotado abierto. Una funcién 1 sobre (a,b) es
una eigenfuncién de A correspondiente al eigenvalor A > 0 si ¢ es dos veces diferenciable
sobre (a,b), ¢" = —Ap sobre (a,b) y ¢ = 0 sobre {a,b}. La solucién general de la
ecuacion ¢” = —\p sobre (a,b) estd dada por

o(z) = ey sin(VA(z — a)) + ez cos(VA(z —a)), a <z <b. (5.4)

Noétese que ¢(a) = 0 siy sélo si co = 0. Supongamos que ¢y = 0 pero ¢ no es
idénticamente cero. Entonces ¢; # 0 y la solucién se hace 0 en la frontera cuando

ya que sin(vA(z —a)) = 0 si
VMz—a)=nm, con =by neN

Por otro lado, necesitamos que ||¢||; = 1 para esto hacemos
b b n
/ e sin(VA(z — a))dr = ¢ / sin (b (v — a)) dx
a a —a

RN L)

b—
a(—cos(mr)—i—l) V n=2k—1,keN. (5.5)

nm

:Cl

Para que (5.5)) sea igual a 1,

En particular sin =1,

o(x) = 2(b7T_ 2 sin (bia(:c—a)) .

Ahora veamos en qué intervalos [ o(x)?dz = ||¢]|so-

LZM@%m—ZTQ%£i®8m<bia@—a0>im

m [(a —b) sin (%(a_m)) + 2m(x — a)}

a—b

16(a — b)?2

b
a
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Luego notemos que

T
]l = 20— a) (5.7)
Al igualar (5.7) y (5.6]) se tiene
1 1
1= (5.8)

Es decir para el caso d = 1 no se da ({5.3]). Entonces como problema abierto queda
establecer éste caso para dimensiones mayores a 1.
Luego, las cotas del tiempo de explosion 7 de la solucion de la ecuacion diferencial

estocastica ([2.3) para f = ¢, segin ((5.6)) y ((5.7)) son,

2

A1+ ﬂ5+n6Ws 1 7r 7
mf{ >0: / ds > GBI <8(b—a)> }, (5.9)

,\1+ 6 +rBWs 1 T =P
mf{ >0: / ds > BiP (2(()—(1)) } (5.10)

Se consigue de ahi P(7* < +00) < P(7 < +0) < P(7. < +00) donde

+00
P(r* < +o0) = / s hly)dy, (5.11)
(i)
y
+oo
P(r.<+o0)= [ — ,h(y)dy, (5.12)
e (2o
donde

h(y) = (5.13)

(252y/2)(2>\1+n2)/n26 (_ 92 )
yL(20 + 12)/(28) “ P\ w2y )
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