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Introduccion

En el presente trabajo nos centramos en el estudio del modelo clasico de riesgo perturbado
por un movimiento Browniano en el cual el capital de la aseguradora se obtiene a partir de un
capital inicial, una prima constante en el tiempo, un proceso que captura las reclamaciones y
un proceso de Wiener que representa las fluctuaciones del mercado. Este modelo fue estudiado
por Gerber (1970), Gerber y Dufresne (1991) [10], Gerber y Shiu (1998) [4], Gerber y Landry
(1998) [3] y Wang (2001), entre otros.

El objetivo principal es definir la funcién de penalidades de Gerber-Shiu [4], que presenta
una medida de riesgo para el modelo, desarrollar la ecuacion que ésta satisface, dada por Tsai y
Willmoot (2002) [1], y obtener resultados numéricos para las diferentes probabilidades de ruina
en algunos casos importantes de procesos perturbados.

La organizacion del trabajo es como sigue: en el Capitulo 1 empezamos dando la descripcién
del modelo a trabajar, asi como algunos conceptos y teoremas basicos necesarios para el desa-
rrollo del trabajo.

En el Capitulo 2 se demuestra el resultado principal de la tesis (Teorema 2.1) sobre la funcién
de renovacién impropia que satisface la funcién de penalidades de Gerber-Shiu. Esta demos-
tracién se obtiene en las secciones 2.1 y 2.2. En la seccién 2.1 calculamos primero la funcion
de renovacién impropia para la ruina ocasionada por el Movimiento Browniano, asi como su
correspondiente transformada de Laplace. En la seccién 2.2 proporcionamos la ecuacién de
renovacion impropia para la ruina ocasionada por una reclamacion, dando al igual su trans-
formada de Laplace. La seccion 2.3 presenta una prueba de la convergencia de la funcién de
penalidades de Gerber-Shiu para el caso cuando el coeficiente del movimiento Browniano tiende
a cero, hacia la funcion de penalidades de Gerber-Shiu del Proceso de riesgo clasico. Por tltimo
en la seccién 2.4, damos una férmula asintética para la funcion de penalidades de Gerber-Shiu,
asi como la demostracion de la misma.

Los calculos numéricos se presentan en el Capitulo 3, donde trabajamos con el caso particular
de las probabilidades de ruina. Aqui presentamos resultados anteriores de Dufresne y Gerber
[10], y demostramos que estos se obtienen como un caso particular del Teorema 2.1 de la
tesis. A partir de ello en la seccion 3.2 obtenemos la expresion explicita para el cdlculo de las
probabilidades de ruina en el caso importante de distribuciones que son mezcla de exponenciales.
Finalmente, en la seccion 3.2.1 presentamos resultados numéricos y realizamos un estudio sobre



Introduccion

la dependencia de las probabilidades de ruina por salto y por difusiéon de los parametros del
sistema.



1. Resultados Preliminares

1.1. Antecedentes

Simulacién de un Proceso de Riesgo Clasico

Tiempo

Figura 1.1.: Proceso de Riesgo Clésico

Aqui describimos el modelo de Riesgo Clasico, el nimero de reclamaciones se asume que
sigue un Proceso de Poisson {N(t) : ¢ > 0} con pardametro A. Suponemos que las reclamaciones
X; son independientes con distribucién comun P(z) = Pr(X < x) sus momentos estan dados
por p; = [;° a?dP(x), para j = 0,1, ...,n y transformada de Laplace p(z) = [~ e *"dP(z). La
prima por unidad de tiempo es la Constante c. Por lo tanto el monto acumulado de reclama01ones
hasta el tiempo t se denota por {S(¢) : t > 0}, donde S(t) = >, N X; es un proceso de Poisson
compuesto. Tenemos entonces

U(t) =u+ct—S(1), (1.1.1)
donde u = U(0) es el capital inicial. Denotemos por 6 la carga de seguridad, 6 = % y

suponemos # > 0. Esto es debido a que si 8 < 0 la probabilidad de ruina del proceso es 1 para
todo wu.
Sea

— if{t: U(t) < 0}



1.1. Antecedentes

el tiempo de ruina, y
V() = E[{7<o0}|U(0) = u] = Pr(T < co|U(0) = u), u >0,

la probabilidad de ruina. Dos variables aleatorias de interés relacionadas con el tiempo de ruina
son |U(T)| , el deficit al tiempo de ruina, y U(T—) es el limite por la izquierda de U(t) al
tiempo t = T' (capital inmediatamente antes de la ruina).

Gerber y Shiu en 1998, definieron la funcién de penalidades descontada o funcion de Gerber-
Shiu para el proceso de riesgo cldsico que involucra a T', U(T—) y |U(T')| como sigue. Para,
d > 0 una constante dada y una funcién determinista w(z,y) : RZ — R, llamada funcién de
penalidades,

¢o = Ele™Tw(U(T=), [U(T)) i<} IU (0) = u] (1.1.2)

Esta funcién se puede interpretar como la esperanza de la funciéon de penalidad descontada
con una tasa de interés d.
La probabilidad de ruina ¢ (u), se obtiene como un caso caso especial cuando w(z,y) = 1y
0=0.
Posteriormente Gerber y Shiu (1998) obtuvieron una ecuacién de renovacién propia para ¢y,
basados en el proceso de riesgo clésico (1.1.1) , que es la siguiente

po(u) = %/ oo(u —a:)/ e‘po(y—x)dP(y)dx—l- %e”””/
0 x

x

e_pox/ w(z,y — x)dP(y)dx, (1.1.3)

donde py = p(9,0) es la tnica solucién no negativa de la ecuacion de Lundberg (ver Seccién 1.2)

Ap(§) = A+ 0 — ¢

Aqui suponemos que p(0,0) =0 .

El proceso de riesgo a trabajar es un proceso mas general propuesto por Gerber (1970), en el
cual extendié el modelo clasico de riesgo agregando un termino més, un movimiento Browniano
o proceso de Wiener independiente de {S(t),t > 0}:

Ut)=u+ct—S(t)+oB(t), t>0 (1.1.4)

donde o > 0 es una constante y {B(t) : ¢ > 0} es un proceso estandar de Wiener independiente
del proceso Poisson compuesto {S(¢),t > 0} (ver Apéndice B).

En este modelo la ruina puede ser alcanzada de forma continua debido al movimiento Browniano
6 por una reclamacion.



1.2. Ecuacion de Cramér-Lundberg

Simulacion de un Proceso de Riesgo Clasico con Difusion
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Figura 1.3.: Ruina

Dufresne y Gerber (1991),Wang (2001) estudiaron la probabilidad de ruina de este proceso.

Gerber y Landry (1998), generalizaron la definicién (1.1.2), basados en (1.1.4), considerando
un esquema de penalidad constante wy, en caso de que la ruina ocurra por oscilacién, y w(7T),
si es por una reclamacién, donde w(x) > 0 es una funcién dada .

La funcién de penalidad descontada esperada, que ellos definieron fue

o(u) = woda(u) + Ele ™ w(U (1) ir<oov(ry<0y)|U(0) = u). (1.1.5)

Gerber y Landry obtuvieron una funcién de renovacién impropia que satisface ¢(u).

1.2. Ecuacion de Cramér-Lundberg

En esta seccion, definimos el coeficiente de Cramér-Lundberg p que es intrinseco al modelo y
es necesario para formular varios resultados en las siguientes secciones. El nimero p esta definido
como la tnica solucién no negativa de la ecuacion de Cramér-Lundberg que definiremos en lo



1.3. Ecuaciones de Renovacion

que sigue.
Dado § > 0, se desea encontrar un &, para el cual el proceso {e9+¢U®): ¢ > 0} es una martingala.
Dado que {U(t);t > 0} es un proceso estacionario con incrementos independientes, esto es
equivalente a que,

R [egU(l)] — efu

lo cual se simplifica al pedir que ¢ satisfaga la ecuacién:
DE + X [/ e " dP(x) — 11 +c€—-5=0. (1.2.1)
0

donde D = ¢2/2.

Como la parte izquierda de (1.2.1) es estrictamente convexa , continua para £ > 0, toma valor
—¢§ para £ = 0 y tiende a oo cuando & — o0, se sigue que la ecuacién (1.2.1) tiene una tnica
solucién no negativa. Si § < 0, entonces p < 0y si 6 = 0, tenemos que p = 0. Esta solucién, la
denotamos por p.

Cabe resaltar que bajo algunas condiciones de regularidad de la funcién p(z), (1.2.1) puede
tener una solucion negativa. Para la cual es necesario definir,

2

T(€) = A—(S—cé—D£2=—D<§+%>2+4€_D+)‘+5

e (122)
Dado que

M (€) = = /O h re $*dP(x) <0,

(€)= A / z?e **dP(x) > 0,
0

se tiene que es una funcién convexa decreciente con Ap(0) = \; por el coeficiente negativo de €2,
7(£) es una parabola. Por tanto la ecuacién posee a lo méximo una raiz negativa & = —k(d, D).
Una condicién necesaria para esto es que P sea una funcién de distribucién de cola ligera (ver
Rolski [8] )

Definicién 1.1 La ecuacion (1.2.1) se llama ecuacion de Cramer-Lundberg generalizada y bajo
condiciones de reqularidad de P(x) tiene una solucion negativa llamada coeficiente de Cramer-
Lundberg.

1.3. Ecuaciones de Renovacion

Definicién 1.2 Una ecuacion integral de la forma

g(x) = z(x) + /Oxg(:v —v)dF(v) (1.3.1)



1.3. Ecuaciones de Renovacion

donde z : R — R, es una funcion localmente acotada y F es una distribucion tal que F'(0) = 0.
St F' es una funcion de distribucion propia es llamada ecuaction de renovacion, pero si F' es
una funcion de distribucion impropia (F(oo) < 1) se conoce como ecuacién de renovacion
impropia.

Teorema 1.1 Suponga que z es una funcion acotada. Entonces existe una tunica funcion g
acotada en intervalos finitos, que satisface (1.3.1). Se cumple ademds

gla) = [ +la = v)ito(o)
0
donde Hy(v) = > po, F*(v) es la funcién de renovacion’.
Definicién 1.3 Sea h una funcion en Ry. Para cada § >0 yn=1,2,..., sean

m, =min{h(t): (n—1)0 <t < nd} My, = max{h(t) : (n—1)0 <t < nd}

o(0) =6 m,, F(0)=6) m, (1.3.2)

Entonces h se llama directamente Riemann integrable si ambas series a(0) y () convergen
absolutamente para cada 6 > 0, y se cumple

lim [7(0) — 2(0)] = 0

0—0

Teorema 1.2 Sea F' una funcion de distribucion no aritmética de una variable aleatoria
positiva X con E[X] = p. Suponga que z es una funcién directamente Riemann integrable
y que g es la solucion de la ecuacion de renovacion

9(z) = 2(z) + / " g(x — v)dF(v).

Entonces -
L[ z(w)dv, si p< oo

1
/J‘ .
0, St =00

1Sea F**(v) = [ F**~1(v — z)dF(z)






2. Ecuacién de Renovacion para la
funcion de Gerber-Shiu

Aqui trabajamos con el modelo perturbado (1.1.4). Al generalizar la funcién de penalidad
descontada esperada (1.1.5), e involucrar las variables aleatorias |U(T)| y U(T—) se desea
obtener una ecuacién de renovacion impropia, para

donde
da(u) = woB [e " I coou(r)=0y U (0) = u] , (2.0.2)
y
8u(u) = Ele™eo(U(T=), [U(T))Ir<oezr<oplU(0) = u]. (2.0.3)

Aqui consideramos nuevamente un esquema de penalidad constante wq si la ruina ocurre por
oscilacién y funcién de penalidad w(—y,xz) > 0 para y > 0 y x < oo cuando la ruina ocurre por
un salto. Con lo cual obtendremos el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Para D > 0 si lim, oo e P ps(u) = 0 y limy oo e "¢, (u) = 0, entonces la
funcion Gerber-Shiu ¢(u), definida en (2.0.1) satisface la ecuacion

/ o(u — y)dy + woe ™ + g, (u), u>0 (2.0.4)
donde, D = o /2,
A b —b(u—s) - (z—s)
go(u)=—=1[ e e P w(s)dxds, (2.0.5)
D 0 s
y
N Y ey [
g9(y) = Ee”y/ e (B )(ys)/ e Pp(x)dxds (2.0.6)
0 s

con w(z) = [Fw(xy—z)= [ wxy)dP(z+y).

Para su demostracién primero encontraremos las ecuaciones de renovacién que satisfacen ¢,

(2.0.3) vy ¢q (2.0.2).



2.1. Ecuacion de Renovacion para la funcion de Gerber-Shiu en el caso de ruina por oscilacion

2.1. Ecuacién de Renovacion para la funcion de
Gerber-Shiu en el caso de ruina por oscilacién

Teorema 2.2 Supongamos que lim, o ¢,(2) = 0, y lim, o ¢,(2) = 0 donde ¢, = e ¢,.
Entonces , para D > 0 la funcion ¢q(u), satisface la ecuacion de renovacion impropia

da(u) = woe ™ + /0 ba(y)g(v — y)dy,

donde g(y) = e [} e W) [* emrp(z)dxds.

Demostracion .
Consideremos un tiempo t > 0 pequeno. El factor de descuento en este tiempo es pues e
Entonces condicionando al tiempo T3 del primer salto (si este ocurre), se tiene

—ot

da(w) = e (B [da(w)| Ty > 8] P(Ty > t) + E [a(w)|Th < ] P(T} < t)) (2.1.1)

recordando que la probabilidad de que ocurra un salto antes de t en un proceso Poisson es

1 — e~ mientras que la probabilidad de que ocurra después es e,

a(u) = e (B [pa(w)| Ty > t] e ™ + B [ga(u)|Th < 1] (1 — ™)) (2.1.2)

usando la propiedad de Markov y dado que el tamano de la reclamacion queda determinado
por el capital al tiempo t,

e‘st@(u) = E[pg(u+ct+oB(t))]e™

u+tct+oB(t)
+ E / ¢a(u+ ct+oB(t) — y)dy] (1—e). (2.1.3)
0

Calculemos
E [pa(u + ct + o B(t))] .

Podemos utilizar la férmula de Ito (Teo.A.2), ya que el proceso Z; = u + ¢t + o B(t) cumple
con las hipétesis del teorema: o0 B(t) es una martingala y ¢t un proceso creciente . Ademas ¢gq
es una funcién en €2, entonces

®a(6:) /<;§d dMs—l—/gzﬁd )dBs + = /(b

donde 0, = u + ct + 0B(t) y d(B)s = o%ds.

Por lo tanto,
bul6y) = /asd ds+/¢d dB+D/¢>

10



2.1. Ecuacion de Renovacion para la funcion de Gerber-Shiu en el caso de ruina por oscilacion

donde D = "—22

Tomando la esperanza en ambos lados, y utilizando que f(f ¢,(05)dB;s es martingala por
hipétesis, por lo tanto, E [f(f 925:1(93)6133] =0,

0] = oaw) + & | [ t du0.)05] + o [ t 60|

Sustituyendo en (2.1.3)
e pa(u) = (¢d(u) +cE {/0 (bil(QS)ds] + DE {/0 gzﬁg(@s)ds}) e M

+ E

u+tct+oB(t)
/ bl + ct + o B(t) — y)dy| (1— ™),
0
a partir del cual,

Ga(u) = (dm(uHcE [ /0 t¢3(93>ds}+DE [ /0 tqsg(es)dsbeww

+ E

utct+oB(t)
/ balu+ ct+ oB(t) — y)dy | (e~ — =@,
0
usando que e~ =1 — at + o(t) para a > 0

o) = (aw) + | /Otezs;(es)ds]wﬁ [ /thsz(es)ds])(1—<A+5>t+o<t>>

+ (ME

utct+oB(t)
/ da(u+ ct + oB(t) — y)dy] .
0
Cambiando el orden de integracion,
Ga(u) = (¢d(u) + c/ E [¢},(65)] ds + D/ E [¢}(6;)] ds> (1= (A+0)t+o(t))
0 0

u+ct+oB(t)
+ (At) /0 E[¢q(u+ ct + oB(t) — y)] dy.

Restando ¢4(u) y dividiendo entre ¢
t
0 = —(A+03—06M)pa(u) + (1 — Mt — 0t + 5/\252)0/ %E [¢a(05)] ds
0

+ (1= M — 68t +0M2)D /t %E[ 1(05)] ds + /at ba(0; — )p(z)d + o(t)

11



2.1. Ecuacion de Renovacion para la funcion de Gerber-Shiu en el caso de ruina por oscilacion

Haciendo ahora ¢ | 0 y usando que P'r%ﬁt = u debido a la continuidad de las trayectorias del
_)

movimiento Browniano,
A+ 8)a(u) = cdly(u) + Delj(u) + A/O bq(u — z)p(z)d.

Multiplicando por e=#*,

A+ 8)e ™pg(u) = ce ¢ (u) + De "¢l (u)

+ )x/ e P gy (u — x)e P p(x)d.
0

Denotamos por ¢,(u) := e”""¢4(u); entonces derivando con respecto a u
Gp(u) = —pe” " da(u) + e Gy(u),
y la segunda derivada
Gp(u) = ple " da(u) — 2pe” " P(u) + e Pi(u).
Despejando e "“¢/,(u) de (2.1.5) para luego sustituir en (2.1.6) se obtiene,

e P Py(u) = poy(u) + ¢, (u)

y de la misma forma se obtiene,

e Pgp(u) = @h(u) — pd(u) + 2p(pg,(u) + ¢, (u))
= Ph(u) + P76, (u) + 204, (u)

Sustituyendo en (2.1.4) obtenemos
(Dp* +cp—A=10)p(u) + (c+2Dp)d),(u) + Dj(u)
+ )\/ ¢p(u—x)e P p(r)de =
0

y usando que p satisface la ecuacién de Cramer-Lundberg (1.2.1)

—A¢,(u) /000 e "dP(x) + (c+2Dp)¢,(u) + D) (u)

+ )\/Ou dp(u — x)e "dP(x) = 0.

12
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2.1. Ecuacion de Renovacion para la funcion de Gerber-Shiu en el caso de ruina por oscilacion

Integrando sobre u de u =0 a u = z, y usando que ¢4(0) = wy
A / 6, (u)du / e dP(x) + (c+2Dp)[dy(2) — i)
0 0
4Dl () - 0] + A [ [ oylu— )@=
o Jo

Haciendo un cambio de variable de u por y = u — x, podemos escribir

/OZ /0“ Gp(u — x)e” " dP(x)du = /OZ Dp(y) /OZ_y e PP dP(x)dy,

y notemos ademas que

[reotn [T errar@ay — [Topw) [T et ap@ay ./Oz%(w[_/ yeZ*”e*’”dP(z)—_/(Jme*”dpm]dy

0
- /OZ op(y) {/Oz_ye—mdmz) - /Uz_ye—mdp(z> +/:jy e—pmdp<z)} dy

= [ oo [T T p@ ey

Por lo tanto,
D[¢y(2) = ¢,(0)] + [c+2pD][¢p(2) — wo]
— )\/O ®p(y) /_ e P p(x)dxdy = 0. (2.1.7)

Haciendo z — oo, en (2.1.7) y utilizando las hipdtesis , obtenemos
D¢, (0) + [e + 2pD]wo = 0,

es decir,
D¢),(0) = —wole + 2pD].

Por lo tanto

o0

D¢ (2) + [c+2pD]g,(2) = A /OZ qﬁ,,(y)/ e P p(x)dxdy,

~y
y multiplicando ahora ambos lados por €**, con a = 5 + 2p , obtenemos

D)) =2 [ o) [ e paldady

-y

Integrando sobre z de z =0 a z = v,

D) =) =2 [ e o) [ empaydedyi

13



2.1. Ecuacion de Renovacion para la funcion de Gerber-Shiu en el caso de ruina por oscilacion

de donde
¢p(v) = woe™ ™ + — )\/ ol )/0 ¢p(y)/z e P p(z)drdyd:z.

-y

Cambiando el orden de integracion, usando el Teorema de Fubini,
Pp(v) = woe™ " + )\/ by / —alv=2) /OO e Pp(x)dxdzdy,
z—y
y haciendo el cambio de variable z — y = s,
Op(v) = woe™ ™ + — )\/ by / e~ov=y=9) /OO e Pp(x)dzdsdy.
Finalmente multiplicamos por e”* ambos lados:
A v v—y 0
84(v) = wor™ + 22 / Baly)erv / e [yl dadsay
donde b = a — p = 5 + p. Por tanto podemos abreviar la expresién anterior como
Pa(v) = woe ™ + /Ov da(y)g(v —y)dy, (2.1.8)
donde
= —epy/ —oly=s /oo e Pp(x)dxds, (2.1.9)

la cual coincide con (2.0.6). La ecuacién (2.1.8) es una ecuacién de renovacién impropia (ver
seccién 1.3) para ¢4(v). En efecto (2.1.9) se puede escribir como

o) = [ bty = (s (2.1.10)

donde h(s) = Se " y y(s) = 2er* [ e Pp(z)dr. Ademés

d— _*bsd_i: c
/ ° / © YT DrT e+ Dp

14



2.2. Ecuacion de Renovacion para la funcion de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

y
o0 A oo oo B
/ v(s)ds = —/ e?? e P*dP(x)ds
0 ¢ Jo E
= / /e"(s_x)dsdP(a:)
o Jo
A1
= —/ —e (e — 1)dP(x)
cJo P
_ 1[1_ / eﬂfdp@)]
cp 0

Siendo que p satisface la ecuacién de Cramer-Lundberg (1.2.1).De (2.1.10) obtenemos que

| atwds = [T [

c cp+Dp*—9§
c+ Dp cp
cp+Dp? -6

cp + Dp?

1, (2.1.11)

y por lo tanto (2.1.8) es una ecuacién de renovacién impropia.[]

2.2. Ecuacion de Renovacion para la funcion de
Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

A partir de ahora, consideramos el caso cuando la ruina es ocasionada por un salto. Es decir,
consideramos solamente a ¢s(u). Denotamos la transformada de Laplace de ¢4(u) por ¢4(s).
Para derivar entonces la ecuacién de renovacién para (2.0.3).

Teorema 2.3 Si lim, . e 5“¢s(u) = 0 y lim, o e %@, (u) = 0. Se tiene que

bulu) = / " bl — p)g(y)dy + g.(u) (22.1)

donde g y g, estan dadas por, (2.0.6) y (2.0.5).

Demostracion .
Consideremos nuevamente un tiempo ¢t > 0 pequeno . El factor de descuento en este tiempo es
e~°". Entonces condicionando al al tiempo T; del primer salto (si este ocurre), se tiene

bs(u) = e (E[gs(w)|Ty > |P(Ty > t) + Elgy(u)|Ty < P(T1 < 1)),  (2.2.2)

15



2.2. Ecuacion de Renovacion para la funcion de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

— At

ahora, la probabilidad de que ocurra un salto antes de t es 1 —e™"", mientras que ocurra después

de t es e ™,

”s(u) = e ME[¢s(u)|Ty > t] + (1 — e )Elgs(u)|Ty < 1],

utilizando la propiedad de Markov y el tamano del salto de la reclamacion esta determinado
por el capital al tiempo t,

" ps(u) = e MNE[ps(u+ ct+ aB(t))]

u+ct+oB(t)
+(1 = e ME / 6. (u+ct + oB(t) — 2)dP(x)
0
+(1 —e™ME [/ w(u+ct+oB(t),u+ct +oB(t) — x)dP(x)] :
u+ct+oB(t)

en este caso se presentan 2 posibles escenarios en caso de tener un salto: primero (2.2.3), el salto
es pequeno y no provoca la ruina, lo cual solo afecta al capital inicial y el proceso de riesgo la
ecuacion de Gerber-Shiu se conserva; segundo (2.2.3), el salto lleva a la ruina el proceso, lo cual
nos deja solo con la penalidad que se ocasiona por llegar a la ruina al tiempo ¢ (w(U (t—), |U(t)]).
Calculamos

E[ps(u + ct + o B(t)].

Para ello como en la seccién anterior utilizamos la férmula de ito, ya que el proceso Z; =
u+ ct + o B(t) cumple con que o B(t) es una martingala y ¢t un proceso creciente , asi como ¢,
es una funcién en 2. Entonces tomando 6; = u + ct + o B(t),

os(0 os( /gb dM+/¢ s)dBs + = /gb(@)al(M>S

donde d(B), = o*ds. Entonces, denotamos de nuevo D = ¢2/2,

62(6,) = dalu) + ¢ / §.(0.)ds + / ¢.(0.)dB, + D / ¢"(0.)ds

y tomando la esperanza, en ambos lados

Efs(6:)] = 4(u) + cE [ /0 t ¢;(es)d51 + DE [ /0 t ¢;’(93>ds}

Sustituyendo en (2.2.2), y usando e~® ~ 1 — 6t + o(t) cuando t | 0,

bulu) = (1—M)(1— bt + o(t) {¢s<u>+c / E[¢,(6.)]ds + D / E[as;’(es)]ds}

0t

+ M(1—0t+o(t))E { ¢s(0:)dP(x) + /aoow(ﬁt,x - Qt)dP(x)] + o(t).

0
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2.2. Ecuacion de Renovacion para la funcion de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

Simplificando,

0 = (=6t —At+ A3t ps(u) + (1 — At)(1 — 6t) {c /Ot]E [#%(65)] ds + D/OtE [95(65)] ds]

+ (1= GE [ Oet 6s(0)dP(x) + | w(By,z — Qt)dP(as)] +olt),

0

y dividiendo entre ¢ y haciendo ¢ | 0
—(0 + N)os(u) + e (u) + D@’ (u) [/ bs(u — z)dP(z) + / w(u,x—u)dP(x)] .
Sustituyendo [’ ¢,(u — x)dP(x) = ¢, * p(x), obtenemos

—(6 4+ N)gs(u) + cdl(u) + D@l (u) + A {qﬁs *p(z) + /Oow(u,x — u)dP(a:)] . (2.2.3)

donde por Teorema del Valor Medio,

t—0

lim ¢ /0 t %E (6.(0.)] ds = e, (u),

t

lim D [ TE[6/(6.)]ds = D!(w),

t—0 0
lim Qt = U.
t—0
Multiplicando por e~** e integrando con respecto a u de u = 0 a u = oo en (2.2.3) la
transformada de Laplace, ¢,:
6+ 0d) = ¢ [ e+ D [ e i+ MG + 5(6) (224)

donde &(¢) = [7 e w(u)du y

[e.o]

w(x) = w(z,y — x)dP(y)

/
/wxydP Y)
0

Para obtener (2.2.4) usamos, ¢, * p(&) = ¢5(E)p(€) v

o) = [ e[
_ /0 et /0 o, y)dP (& + y)du = /O " e () du.

w(z,y — x)dP(y)du

17



2.2. Ecuacion de Renovacion para la funcion de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

Por hipoétesis tenemos

lim e "¢, (u) = 0 lim e "¢ (u) = 0

U— 00 U— 00

ademds se cumple ¢4(0) = 0, debido a que el primer salto no ocurre de inmediato. Entonces
por integracion por partes se obtiene

/OO ol (u)du = e gy (u) |Zig° +¢ /OO e (u)du
0 B 0

Por lo tanto, [;° e~¢"¢" (u)du = —¢’,(0) + £2¢,(€).

Entonces (2.2.4) puede simplificarse en la forma

D [=64(0) + €26,(6)| + c6u(&) + ABE)F(E) + AB(E) = (A + 9)8s(©),

[DE2 4 c& + A\p(€) — A — 8]0 (€) = D@.(0) — A (€) (2.2.5)

Usando el hecho que p satisface la ecuacién de Cramer-Lundberg (1.2.1) , tomando & = p en
(2.2.5) se obtiene
D (0) = A&(p).

Entonces sustituyendo A + & por Dp? + ¢p + Ap(p) en (2.2.5), obtenemos,
[DE + c& + AB(E) — Dp* — ep — Xp(p)] s (€) = A[p(€) — @ (€)]

Notemos que DE? + c€ — cp — Dp* = D[(§ — p)(& + b)], entonces de arriba,

 Ble e L) O~ Bile e £y 220
Sean,
go() = h %y, (u) = % /0 " =) / " =g (s)dads (2.2.7)
y
Yu(s) = % / b e P w(z)d (2.2.8)

donde ¢g(y) se da en la expresién (2.0.6) .
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2.2. Ecuacion de Renovacion para la funcion de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

Lema 2.4 Para D > 0, la funcion g(y) en (2.0.6) puede ser expresada como

9(y) = +A2pD [ /O ’ e W=D dp(x) + /y h e PE VAP (z) — /0 h e_by_”de(:v)] . (2.2.9)

La transformada de Laplace de g(y) es

PSS ey _ _Ap(§) = p(p)]
9(¢) —/0 e Yg(y)dy = B~ A E D) (2.2.10)

Cuando D — 0, se tiene

gy) =hxv(y) = %y = %/OO e—ﬂo(x—y)dp(x), (2.2.11)

D—0

donde pg es la solucion de la ecuacion de Cramer-Lundberg en proceso de riesgo clasico sin
difusion y y(s) = 2er [ e P*p(x)dz.

Demostracién Recordemos que la expresion (2.0.6) es,
_ 2 / Y b= / " e gp () ds
D 0 s

Cambiando el orden de integracién por el teorema de Fubini,

gly) = { / / b= =P(e=5) dsd P (x / / S>P<“>dsdp(:c)1
— —e { / / SO+ dsd P(x / / s0+0) dsd P( )}

= e[ e - nar + [T ()]
A [ /O "ot e p(a) 1 / " gmrtamyty e-pxdmx)}

c+2pD

= — e YdP(x) —e Y e P*dP(z) + e PlE=vgp e’ e dP(x
55/ 0= [Cemar) + [ @)= [ emara)
A T ~ pla- .
= - 2dp PE=vqp(z) — by=rrqp(z)| .
c 2D [/0 e (:Jc)+/y e (x) /0 e (x)

Notemos que cuando D — 0, entonces p — po por (1.2.1), b = § + p — oo con lo cual el
primero y tercer termino de (2.2.9) tienden a cero para y > 0. Por tanto para y > 0, cuando
D — 0, se tiene que

(2.2.12)

A [e.e]
D=5 [ e ap@) =),
C
Y

19



2.2. Ecuacion de Renovacion para la funcion de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

De manera similar obtenemos (). Para ello utilizamos la expresién (2.2.9):
o0 Y [eS) )
g&) = / e %Y {/ e tW=D P () +/ e PE Y P(x) f/ eby’”dP(r)] dy
0 0 y 0

A
Da
A [ [ Y 0o 00
= —/ /e_(5+b)y_xde(x)dy—/ e_(b+5)ydy/ e_pmdP(x)]
Do 0 0 y
+L/ / e(pfé)yfpxdp(x)dy
Da J
—xb

_(£+b)ydydp (z) — plp )/ (b+£)ydy]

oo
y }
0

il
Dk L

+ﬁ/ ef((p é)yo)dp()

A etz et e
= Da [ 5_}_de(ac) +/O e dP(x)}
_ A [ﬁ(f) —pp) | PE) f)(P)}

Da E+Db p—E&
_ A {(er b)[A(E) —ﬁ(p)]]

Db+p) | (E+b)(p—¢)

AlB(E) — p(p)]

D(E+b)(p— &)

Lema 2.5 Para D > 0, la funcion g, en (2.2.7) se puede simplificar como

A Y blu—z) /Oo—m—) —b/m— }
w(u) = “r o dx —e™" Prw(z)d 2.2.13
9w (1) e 25D [/0 e w(z) + s e w(z)dx — e ; e Pw(x)dx ( )

y su transformada de Laplace de g,, estd dada por

Aw(§) = w(p)]

P — ~ —u _
€)= |0t B 221
donde &(s) = [;° e **w(x)dx con w(z) = [ w(z,y)dP(z+y) .
Por lo tanto, para u > 0,
(0 = @) o) =5 [ €M) (2:2.15)
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2.2. Ecuacion de Renovacion para la funcion de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

Demostracién De la expresién (2.2.7), intercambiando el orden de integracién se obtiene

9o (1)

/ bu— S)/ _p(’”_s)w(a:)dxds

[/ / (u=s) dsd:c—i—/ / blu=s)e- S)W(l‘>dl‘d8:|

{/ (butpr) ( )|: s(b+rho) $:| J +/ (bt pa) ( )|: S(b—l—p) u:| i }
D\ € A P e A I N

A

! —(bu+tpzx) z(b+s) = —(butpx) z(b+s)
e E— e w(zx) |e —1 da:—l—/ e w(zx) |e —1 dx}
s | (@) | iz [ @) [ ]

A /u b ~(otpa) /Oo - -
—_— e "W w(x) — e PP () dx + e P w(z) — e” O w (1) da
s (@ i+ | (@ (@

A u oo [e.e]
T o,D {/0 e‘b(m_“)w(x)dx—e_b“/o e‘pmw(x)dx—i-/u e_p(x_“)w(x)dx]

Notemos que cuando D — 0, entonces p — po por (1.2.1), ¢+ 2pD — oo con lo cual el primero
y segundo termino de (2.2.13) tienden a cero para u > 0. Por tanto para u > 0, se tiene que

A oo
u) — —/ e P (z)dx.
c u

De manera similar obtenemos §,(¢), para ello utilizamos la expresién (2.2.13):

Gu(6) = / " e~tug, (u)du

)\ oo B /u B B oo B B
= — e~ e b ww(g da:Jr/ e PE—Ww(y dx} du
b+pJo {o (=) u (=)

A e st {eb“/ epxw(a:)dx} du
b+pJo 0

A oo o0 o0 x
= — [/ e_b’”w(m)/ e_(5+b)"dudx+/ e_”"cw(x)/ e(”_f)“dudm]
b+p Lo x 0 0

A ef(b%)“du/ e "w(x)dx
b+pJo 0

A /°° e elEHb /O@ o or g }
= — e w(x dx + e Pw(x) —dx
bJFP[o i) =%

A

e (s /0 e Pvo(z)da
Ao[aE) | e -a
<b+p)[£+b+ p—€ b+£]
Alo(€) — 3(p)]

DE+D)(p—¢&)

~
\
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2.3. Convergencias de las funciones de penalidades cuando D — 0

2.3. Convergencias de las funciones de penalidades cuando
D —0

Teorema 2.6 Para u > 0, se tiene que si D — 0, entonces para t fijo

oB(t) ~ N(0,2Dt) = 0;
U(t):u+ct—5()+aB() — U(t) =u+ct—S(t);
NBE) = A£0—cE—DE=Ap(E) = A+ 6 — c€;
p = po;
ds(u) = dg* (hxy)(w) + e P do(u) — o * y0(w) + Ywolu);
Ga(u) = dax (hxy)(u) +e ™ = 0
P(u) = woda(u) + ds(u) —  do(u)

Demostraciéon .
Notemos que si D — 0 se tiene una convergencia de procesos. Esto dado que

B(t) ~ N(0,0%t)

Cambiando a la notacién utilizada, B(t) ~ N(0,2Dt).

Por tanto el Proceso de Riesgo Cléasico con difusién (1.1.4) se aproxima al Proceso de Riesgo
Clasico (1.1.2). Veremos que las correspondientes ecuaciones de renovacién, también convergen.
La ecuacién de renovacién (2.2.1) para ¢s(u) converge a la ecuacién de renovacién (1.1.3) de

¢o(u), de (2.2.11) y (2.2.15), tenemos para ¢o(u):

9(y) = h* () — oly) = > / " e gP(a),

D10 c

A o0
gu(u) = h*x 7, (u) D—J,>0 Ywo(u) = —/ e_po(x—“)w(u)dx,

C

donde usamos las expresiones obtenidas en los Lemas 2.4 y 2.5.
Falta probar que ¢q(u) D—>O 0. Por Lema 2.4, ll)l’rr%)g(y) = v%(y). Entonces por Corolario 2.2,
— —

Pa(u) = ¢pg * glu) + e~ D_fo ¢a * Yo(u) para toda u > 0. Entonces aplicando transformada de

Laplace, se tiene que,

Buls) =, Gals)io(s).

para toda s > 0. Entonces ¢q(s)[1 — Fo(s)] —> 0, dado que Fo(s) # 1, dals) D_i)O 0 lo cual

implica que ¢g4(s) D_fo 0.
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2.4. Formula Asintotica

2.4. Foérmula Asintética para la funciéon de Penalidades de
Gerber y Shiu

Ahora procedemos a encontrar una férmula asintética para ¢(u) en (2.0.4).
Para lo cual recordamos la ecuacién (1.2.2):

2 2
— A+ —ct— DE = (—)—/\5
7(&) +0—ct 3 £+2D top At
= M(9). (2.4.1)
la cual tiene maximo dos raices que denotamos por & = p(d, D) que es no negativa y existe
siempre, y & = —k(0, D), que es negativa, y existe solo para P(z) con cola ligera .
Diferenciamos (2.4.1) con respecto a D,
g df 5
AP (€)= = —c—>= — 26— —
P (&) & &,
despejando
g —£?

dD ~ M\P(€) +c+ 26
de donde al satisfacer p(d, D) y —k(d, D) (2.4.1), se tiene que
b w_
dD — A\p(p)+c+2p Y dD M (—kK) +c— 2k

Entonces , se tiene que

es decir, las raices del proceso clasico de riesgo perturbado son menores en valor absoluto que
la raices del mismo proceso .Ahora al hacer § — 0 se tiene que p(6,0) y x(6,0) tienden a cero
y por (2.4.2), p(, D) y |(d, D)| decrecen a cero ; al igual que si (lsir%p(é, D) =0.

ﬁ

Entonces evaluando (1.2.1) en p(d, D) = p y dividendo entre p
) A
- = c+Dp——[1-0plp
P p[ (V)]
)\ oo
= c+Dp— —/ 1 —e "dP(z)
P Jo
= c+Dp— )\/ e P P(z)dx Mo Ap1. (2.4.3)
0

donde P(z) =1 — P(x).
Sea ¢s(£) = f e U, (u)du; entonces de (2.2.1), calculando las transformadas de Laplace,

0s(€) = D5()T(E) + T (©).
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2.4. Formula Asintotica

Despejando,

(2.4.4)

Usando (2.2.10) y que b = £ + p,

9(&) =

(2.4.5)

Ademas,

AP —plp)]
O+ (p—ED
Ap(§) = A =0 +cp+ Dp* —[cp+ p*D + EpD — & — p€D — £2D]
O+&(p—ED
Ap(&) = A=+ c€+ €D
b+&(p—ED
Ap(€) — 7(€)
O+ —ED

Entonces combinando (2.4.6) con (2.2.14),

9(6) -1

(2.4.6)

~ ANw(€) — @
Fu(E) = (W) — w(p)]
(&) — Ap(¢)
Para encontrar una férmula asintética para ¢(u) en (2.0.4). Es necesario obtener el coeficiente

de ajuste k > 0, tal que

/000 e g(x)dx = g(—k) = 1. (2.4.7)

Equivalente a obtener Ap(—k) = 7(—k) por (2.4.6). Pero de (2.4.1), —k = —k(0, D), es &, la
unica raiz negativa cuando ésta existe.

Teorema 2.7 Supongamos que existe —k(0, D). Para D > 0, la formula asintdtica para la

funcion de Gerber-Shiu ¢(u) es,

A fooo(em — e f;o w(z,y — z)dP(y)dz + wo(p + /i)De_m

2.4.
— M\ (—kK) —c+2kD w00, (248)

donde p'(—k) = [;° xe"*dP(x) .
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2.4. Formula Asintotica

Demostracién Se ha probado que ¢(u) satisface la ecuacién de renovacién impropia (2.0.4),

b(u) = / " o(u — y)g(y)dy + g () + Py

Multiplicando por e "", obtenemos una ec. de renovaciéon propia: dado que fooo eg(x) =
g(—k) =1 ,por el Teorema de Renovacién (1.2) tomando dF(z) = e"*g(z) , se tiene que

gw(_"@ + bﬁi_o,.i
=) (2.4.9)
donde derivando con respecto a &, la expresion (2.4.5), obtenemos
76 = AP (E)[(b+8)(p =€) D] + AD(55 + 26)[p(§) — p(p)]
[(0+&)(p— EDJ?
AP (§) + [c + 26D]g(§)
(b+&)(p—&D

Usando (2.2.14) y la expresién de arriba con g(—k) = 1, tenemos

AB(—r) —3()] | wo } [—Aﬁ(—ﬁ)—[c—wﬁ] -
(b—r)(p+r)D

sme™ou) = b—r)p+r)D  b—rk

Aw(=r) = (p)] +wolp + &)
N (—kK) —c+2kD
Cuando D = 0, tenemos p = po, & = Ko y (2.4.8) se reduce a la férmula asintética demostrada

por Gerber-Shiu (1998).

Corolario 2.8 Para D >0, si w(z,y) = 1, la formula asintdtica para ¢(u) es,

0+ (wo = DprDI(p+ K) o
o(u) pE[—=AP'(—K) — ¢+ 2Kk D]

, U —> 00. (2.4.10)
Demostracién Si w(z,y) =1,

5(6) = / S - P(a))dr = 1L,

y entonces
AB(-#) = 3()] = A|=2(1=F(-) = 5 (1~ 7p)]
_ [0 + ck — Di? N 5—0,0—D/<¢2]
I K p
_ \[@=Dpr)(p+ ff)] 7
I Kp
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2.4. Formula Asintotica

de donde obtenemos,

A\ [(6—Dpn)<p+n>]
~ Kp

S (= [P
~ 0—Dpk
~ (b—k)Dpr’
Por tanto, usando (2.4.9),
. d — Dpk wo A\ (=K) —c+2kD]7"
1 RU —
o’ o) (b — k)Dpk * b— /11 [ (b—k)(p+kK)D

[0 + (wo — 1)pKD](p + K)
pE[=AD (—K) — ¢+ 2kD]

Si 6 — 0 se tiene de (2.4.3),

d(p+k) 0
K

o
=—4 - —c— A\py,
Kp

p 810

y si D = 0 entonces por (2.4.10), obtenemos —rg = R, el coeficiente de Cramér-Lundberg para
el modelo de clasico de riesgo y

, _ c— Apy
1 KoW S — ’
el = Sy e

que es la férmula asintética de Cramér-Lundberg para la probabilidad de ruina del modelo
clasico de riesgo.[J
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3. Probabilidades de Ruina del modelo
perturbado

Como se comento en los antecedentes Dufresne y Gerber (1990), estudiaron el caso particular
de la probabilidad de ruina del proceso de riesgo clasico perturbado por un movimiento
Browniano, y obtuvieron una ecuacion de renovacion.

Para completez de la tesis, primero demostraremos sus resultados en el Teorema (3.1), para
posteriormente probar que el Teorema (3.1) es caso particular del Teoremas (2.1).

3.1. Ecuacion de Renovacion de Dufresne-Gerber

Retornando el modelo de clasico de riesgo perturbado por un movimiento Browniano con
carga de seguridad ¢ = % la cual pedimos este entre (0,1] . Ahora estamos interesados en
estudiar a la probabilidad de supervivencia

p(u) = P[U(t) > 0,¥t > 0]U(0) = ul, (3.1.1)
y ¥(u) =1 — ¢(u), la probabilidad de ruina. Esta se puede descomponer en
U(u) = Ya(u) + s(u),

donde 14(u) es la probabilidad de que llegar a la ruina por oscilacion, es decir, que el capital
al tiempo de ruina sea 0, y 1s(u) es la probabilidad de que la ruina ocurra por un salto, es decir
, el capital al tiempo de ruina es negativa: Tenemos que debido a que el movimiento Browniano,
oscila en todo intervalo [0, ], t > 0

©(0) = ¥5(0) =0 $(0) = ¥a(0) =1 (3.1.2)

Como se menciond anteriormente ¢ es un caso particular de la funcién de Gerber-Shiu (1.1.2),
cuando wy =1, § =0y w(x,y) = 1. En este caso de (2.4.1) tenemos que p(0) = 0.

Teorema 3.1 Sea ¢(u), definida en (3.1.1), se tiene que

o(r) =qH(z) + (1 —q) /Ox ©(2)hy * ho(z — z)dz. (3.1.3)
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3.1. Ecuacion de Renovacion de Dufresne-Gerber

donde, para x > 0
1
h1<£l,') = ge_cxv hQ(x) = p_[l - P(l‘)],
1
y denotando las distribuciones por Hy(x) y Hy(x).

Es decir, es una ecuacion de renovacion impropia para la probabilidad de supervivencia.

Demostracion .
Consideremos un tiempo ¢ > 0 pequeno. Condicionado al tiempo del primer salto 77 del proceso

S(t), se tiene
o(u) =Ep(u)|Th > t] P(Th > t) + E[p(u)|T7 < t]| P(Ty < t)

donde el proceso tendrd un salto con probabilidad 1 — e y no salta con probabilidad e=*¢,

p(u) = E[p(u)|T1 > t]e™ + Elp(u)|Ty <] (1 —e™)

usando la propiedad de Markov,

u+ct+B(t)
o(u) =E[p(u+ct + B(t)] e M+ E /0 o(u+ ct + B(t) — x)dP(z)| (1 — e [3.1.4)

Calculemos
E [p(u+ ct + B(t))] .

Para ello denotemos nuevamente 6; = u + ct + B(t), haciendo uso de la férmula de Tto (A.2),
ya que el proceso Z(t) = u + ct + B(t) cumple con las hipétesis del teorema: B(t) es una
martingala y ¢t un proceso creciente . Ademds ¢ es una funcién en C?, entonces

E[p(6)] = ¢(u) + cE /0 90’(95)d8_ + DE /0 90”(95)d8_ '

Sustituyendo en (3.1.4),

o) = 6)@‘{%0(”) + K /Ot go’(@s)ds: + DE /Ot @ll(gs)ds:}

+H(1—eME ,

u+ct+B(t)
/ o(u+ct+ B(t) — x)dP(x)
0

donde al ser t un tiempo pequenio, podemos utilizar que e~ = 1 — at + o(t)
t t
o) = (1—M+o(t) {cp(u) 4 oK [/ go'(es)ds] + DE {/ go"(es)ds] }
0 0

+AtE

9

u+ct+B(t)
/ o(u+ct+ B(t) — z)dP(x)
0
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3.1. Ecuacion de Renovacion de Dufresne-Gerber

dividiendo entre ¢ y haciendo t | 0,

Ap(u) = e’ (u) + D" (u) + A /Ou o(u — x)dP(x).

Integrando con respecto a u de 0 a v, usando (3.1.2),

/0 " Np(u)du = cp(u) + D [ (1) — (0] + A / ) / " o(u — 2)dP(x)du.

Empleando que dP(z) = —d(1 — P(z)) y haciendo el cambio de variable y = u — x

// (4 — 2)dP(z)du — )\/OU()\go(u)—/ougo(u—x)dP(a:))du
Sy (v —y)[t = Py)ldy.

Entonces
D/ (v) + cp(v) = DF(0) + A / oo — )1 - P(y)ldy. (3.1.5)

Haciendo v — oo en (3.1.5), utilizando que la probabilidad de supervivencia es 1, se tiene
¢=Dy'(0) + A [7°1 = P(y)]dy = Dy'(0) + Ap1. De lo cual,

' c— A\p1
O = =
©'(0) D e

donde denotamos por ( = € y g = <22 ]a carga de seguridad .Sustituyendo en (3.1.5),
DY c
obtenemos

W)+ o) =aC+ 5 [ e pPdy vz (3.16)

Multiplicando ahora por €’ tenemos

A7 —
W) + () =l + 5 [ eoto = )Py

Integrando con respecto a v de 0 a =z,

/0 w( dv+C/ v)dv = qCe®” + —/ )P(y)dy.

Utilizando,
| e = €l - [ o
0 0

= p(a) = ¢ / T
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3.1. Ecuacion de Renovacion de Dufresne-Gerber

yq fox CeSdv = q(ecaC — 1). Obtenemos

A x v .
o) =a(e =+ [ [ (- g Pl 3.7
o Jo
haciendo uso de las siguientes densidades,

hy(z) = Ce %, x>0

hg(x):pll[l—P(x)], x>0

y denotando las distribuciones por Hi(z) y Ha(x), vemos que (3.1.7) es de la forma,

o(a) = aa) + (1) [ le)hn « e = 2)

A partir de la cual podemos obtener la transformada de Laplace de la probabilidad de ruina

.

Corolario 3.2 Usando la ecuacion de renovacion impropia de ¢ (3.1.3), para la transformada
de Laplace de v se tiene que,

~ s2D + Ap1s — A[1 — p(s)]

Y) = ST Ds) AL =50 (3.1.8)

Demostracion .
A partir de la definicién ¢ y 1, se puede obtener la siguiente relacion de las transformadas de
Laplace,

9s) = = = 5(s) (319
De (3.1.3) se tiene que
F(s) = 0l () + (1= () (5)Fa(s), (31.10)
donde _
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3.1. Ecuacion de Renovacion de Dufresne-Gerber

Sustituyendo en (3.1.10), se tiene que

c—Ap1 C
~ . c c+Ds
?8) = T~ 00

c c+Ds pis
c— Ap1
c+cD — ’g\[l —p(9)]

Por tanto de (3.1.9),

~ 1 c— Apq
vls) = sc+cD — 2[1—p(s)]
1 sC — A\p1S

s s(c+ Ds) — A1 — p(s)]
s2D + A\pys — AL —p(s)]
s[s(c+ Ds) — A[1 — p(s)]]

Corolario 3.3 El Teorema (3.1) es caso particular del teorema (2.1).

Demostracién .
Tomando ahora la Ecuacién de Renovacion para la funciéon de Gerber-Shiu (2.0.4) sacando su
transformada de Laplace

() = Bs)(5) + —— + Gu(s),

b+ s
de donde,
~ i 1 90 (s)
()= (31.11)

Entonces sean wg =1, =0y p =0,

@@%:Awe”?@szlﬂ—ﬂQ}

s
De (2.2.14) obtenemos, acordando que b= 5 +p = 5,
~ Aw(s) —w(0
e~ B =E0)
—s(b+s)D
_ SAp1— A[L = p(s)]
s?(c+sD)

y, de (2.2.10),
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3.2. Calculos explicitos para 1 y 14 en el caso de Mezcla de Exponenciales

- B Ap(s) — 1]

i) = D
AL —p(s)]
s(c+sD)

Por tanto, sustituyendo en (3.1.11)

sAp1—=A[1—p(s)] 4+ _D
&5(8) _ s2(c+sD) c+sD
| A7)
s(e+sD
L A1 —p(s)] + Ds? (3.1.12)
s[s(c+sD) — A1 —p(s)]] o

Se obtiene que (3.1.8) y (3.1.12) son iguales, es decir, las funciones de renovacion calculadas por
Dufresne y Gerber y el Teorema (2.1) de este trabajo coinciden.

3.2. Calculos explicitos para ), y 1; en el caso de Mezcla
de Exponenciales

Aqui obtenemos una aplicacion de los resultados obtenidos, cuando los montos de las
reclamaciones son una mezcla de exponenciales, es decir, tienen la densidad

p(x) = zn:Aiﬁie_ﬁma x>0,
i=1
donde Z’;:l A; =1, con A; > 0 para toda 1 < i < n. Entonces
1—P(x) = iAie_B“”, x>0, (3.2.1)
i=1
de donde su transformada de Laplace, es
p§) = /0 e i AiBie” % da
i=1

1 < A4
B p_l;ﬁﬂrf’

32



3.2. Calculos explicitos para s y 14 en el caso de Mezcla de Exponenciales

donde p; = > 7", ‘2— Sustituyendo en (3.1.8) , y descomponiendo ¢ (s) en fracciones parciales,

se tienen que la probabilidad de la ruina tiene la forma

n+1

Ylu) =) Cre™, x>0, (3.2.2)
k=1

Ahora para ciertos coeficientes ry y Cy, k = 1,...,n + 1. Empecemos reemplazando ¢(z) por
1 — ¢(x) en (3.1.6), con la cual se obtiene

Di'(a) + co(e) =) [ ol — ) Plady+ A [~ Pl

Sustituyendo (3.2.1) y (3.2.2) y calculando las integrales se obtiene,

n+1 n+1 n+l n n
A;C

=D Crrpe ey Cre =AY N (e — e Ay A Y Ai pir
k=1 k=1 el im1 Bi — Tk B

=1

TEX

Comparando los coeficientes de e "** de ambos lados, se tiene que rq, ..., 7,1 son las soluciones

de la ecuaciéon de grado n + 1

LA
A kr—l—Dr:c.
k=1

5, —
Ahora comparando los coeficientes de e %%, se tiene que (1, . .., C\, 41 deben satisfacer el sistema
lineal

Ai b Cp=1 i=1,...,n., (3.2.3)
—1 Bi =i
De que ¥(0) = 1 se sigue que
Obteniendo con ello un sistema lineal de n 4+ 1 incognitas para Cy, k = 1,...,n + 1.Podemos
calcular C} explicitamente, para ello utilizamos la funciéon racional,
n+1
Cre
= ) 3.2.5
Q(x) kZ:j P (325)

Tenemos de (3.2.3) y (3.2.4) que Q(0) = -1y Q(f;) = 0 para i = 1,...,n. Entonces, Q(z) se

expresa como
n Tz — BZ n+1 -
Q(x):H( B )H(x—m)

i=1 k=1
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3.2. Calculos explicitos para 1 y 14 en el caso de Mezcla de Exponenciales

De (3.2.5),

n+1 Ck’f’k B {L’—BZ- Tk
;m_rk_}_{( Bi )H(x—rk>’

y multiplicando por r, y evaluando en x = r;, se obtiene que

n n+1
Ch:H<Thﬁ_i6i) 11 <T‘h7:€7'k> h=1,...,n+1. (3.2.6)

i=1 k=1,k#h

3.2.1. Resultados numéricos

De (3.2.6) hacemos un estudio comparativo de las probabilidad de ruina realizando cambios
en los parametros. Las distribuciones que utilizamos, son una mezcla de dos exponenciales ,

1 — P(z) = Aje ™% 4 Aje 2.

La primera tabla presenta el modelo de riesgo clésico con los siguientes parametros, Para obtener

Parametros

uld4| D|2

cl|?2 ﬂl 6
Bo | 81 A|3

Cuadro 3.1.: Parametros iniciales

los valores de la tabla (3.2) sea realizé un programa en R . Varfamos los valores de A;, i = 1,2
para ver el efecto de distribucion de las reclamaciones en la probabilidades de ruina.

Notemos que a mayor desviaciéon en la reclamaciones la probabilidad de ruina por salto es
mayor que la probabilidad por difusién.
Tomando ahora los mismos parametros pero modificando la desviacion del movimiento
Browniano, se puede observar en la tabla (3.3) como la probabilidad de ruina por difusién
empieza siendo muy pequena, pero crece con el aumento de D, hasta superar a la probabilidad
de ruina por salto.

Para ilustrar ahora el comportamiento de las probabilidades de ruina, conforme el capital
inicial varia, se presenta la siguiente grafica.

La cual muestra que el efecto de las reclamaciones supera al movimiento Browniano, pero

para un capital inicial cercano al cero la ruina por difusién es mayor que la ruina por salto.
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3.2. Calculos explicitos para s y 14 en el caso de Mezcla de Exponenciales

Var(X;)

Ay

()

Ya(u)

Ps(u)

0.011111

0.2

0.044631

0.043317

0.956683

0.010156

0.3

0.046005

0.044558

0.955442

0.010069

0.4

0.047415

0.045828

0.954172

0.010851

0.5

0.048861

0.047128

0.952872

0.0125

0.6

0.050344

0.04846

0.95154

0.015017

0.7

0.051866

0.049823

0.950177

0.018403

0.8

0.053426

0.051218

0.948782

0.022656

0.9

0.055026

0.052645

0.947355

Cuadro 3.2.: Probabilidades de ruina

D W (u) 1) s (1)
0.5 | 0.000011308058 | 0.000009857053 | 0.000001451005
1.5 0.01525746 0.01472254 0.00053492

2 0.04214871 0.04106926 0.00107945

3 0.11886314 0.11688657 0.00197657
10 0.52395338 0.52143414 0.00251924
12 0.58330082 0.58096979 0.00233103
20 0.72329536 0.72157014 0.00172521

Probabilidades de Ruina

Cuadro 3.3.: Probabilidades de ruina variando D

Capital Inicial
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A. Formula de |to

Aqui daremos algunas definiciones bésicas y presentaremos un caso particular de la férmula
de de It6 que se empleo durante este trabajo. Para mas informacién consultar libro ().
Pero antes de introducir el teorema de It0, es necesario presentar unas definiciones que seran
de utilidad.Para lo cual comenzamos con un espacio de probabilidad (2, F, P).

Definicién A.1 Una sucesion {F;,t > 0} de sub-odlgebras de F es una filtracion, si es una
sucesion creciente, es decir,

JoCF,C...CF, ,CTF,C...CT.

para toda sucesion t; <ty < ... <t,.

Definicién A.2 Una sucesion {X;,t > 0} es adaptada a {F,t > 0} si Xy es Fr-medible para
todo t > 0.

Definicién A.3 Una sucesion de {X;, Fi,t > o} donde X, son v.a integrables y Fy es una
filtracion, es una martingala si X; es adaptada a F; y se cumple que

E(X:|Fs) = X, cs Vs<t

o submartingala st
E(X:|Fs) > X, cs Vs<t

Teorema A.1 Toda submartingala continua { X, F,t > 0} puede descomponerse de manera

unica en la suma de una martingala continua { My, Fy,t > 0} y un proceso creciente continua
{Ata gjtat 2 0}7
Xt = Mt + At'

Aqui por un proceso creciente nos referimos a que sus trayectorias son no decrecientes con

Ay =0.

Definicién A.4 Definimos el conjunto de martingalas continuas cuadrdticas integrables como
M,, es decir,

My :={X = (X, ) : X es una martingala continua y E|X,|> < oo}
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APENDICE A. FORMULA DE ITO

Para toda M € M,, usando la desigualdad de Jensen, es fdcil verificar que M? es una
submartingala, y por lo tanto, por el teorema de descomposicion de Doob-Meyer existe un
proceso continuo no-decreciente, denotado por (M), tal que

M? — (M)
es una Fy-martingala. El proceso (M) es llamado el proceso de variacion cuadrdtica de M.

Teorema A.2 It6.Sea f : R — R una funcién de clase C* 1 y sea {X;, F;0 < t < oo} una
semimartingala continua, de la forma X; = Xo + My + By, con M; € My y B; de variacion
finita adaptado, entonces

t t 1 [t
fO0) = f06) + [ pegns+ [ poods g [ redan. a0
0 0 0
la cual se puede expresar simbolicamente como,

FG) = FOGM,+ f(X)dB, + 5 f(X)d(M),

= PN+ G (X)dM),  0<t<o0 (4.02)

L f € @2 si su primera y segunda derivadas existen y estas son continuas
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B. Movimiento Browniano

El movimiento Browniano, a veces llamado el Proceso de Wiener, fue planteado originalmente
por el botanico inglés Robert Brown como un modelo para el movimiento de una pequena
particula inmersa en un liquido y por tanto sujeta a colision molecular.

Definicién B.1 El proceso estocdstico B = {B(t),t > 0} es un movimiento Browniano
estandar, si cumple:

1. B tiene incrementos independientes

2. Para 0 < s <t,
B(t) —B(s) ~ N(0,t — s)

3. Con probabilidad 1, las trayectorias de B son continuas,

P[B € €[0,00]] = 1

4. B(0) =0

El movimiento Browniano se puede obtener por medio de aproximaciones continuas de
caminatas aleatorias donde el tamano de los saltos es pequeno y los tiempos de salto es
acelerado.

Teorema B.1 Sea {X,,n > 0} wariables aleatorias i.i.d. con E(X,) = 0y Var(X,) = 1.
Definamos la caminata aleatoria por So =0, y, paran > 1, con S, = Xy + ---+ X,,, asi como
el proceso continuo,

_ St

vn'
donde [t] es la parte entera de t, es decir, el mayor entero menor o igual a t. Entonces se tiene
que

B(t) t>0 (B.0.1)

B, % B (B.0.2)

entendiendo que es una convergencia de distribuciones finito dimensionales, es decir, para
cualquier k y 0 <ty <---ty y x1, ..., x, numeros reales se tiene

lim P[B,(ty) < w,i=1,...k] = P[B(t;) < zs,i =1,..., k.

n—o0
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APENDICE B. MOVIMIENTO BROWNIANO

Demostracién .

Para verificar esta convergencia, hacemos uso del Teorema de Limite Central. Primero
notamos que para cualquier t > 0 se tiene que

S _ Sty [ 1]

Vi = el

Debido que

Sn d

— — N(0,1

T ANOY

por el Teorema de limite central, donde N(0, 1), es una variable aleatoria normal, se tiene que

para todo t fijo,
St}

NG

También, para t > s, se obtiene que

4

= tN(0,1) = B(?)

[nt]
Z] [nSH1
NG
d  Sntj—[ns]
NG
2 (t—s)N(0,1) £ B(t) — B(s)

Bo(t) — Bu(s) =

Dado que las variables

(Bn(tl)v Bn(t2) - Bn(tl)a T 7Bn(tk) - Bn(tk%))

son independientes al estar compuestas de sumas de X s de bloques disjuntos, se tiene la
convergencia conjunta:

P[By(t1) < x1, Bu(ts) — Bu(t1) < 2, ..., By

( <z
= P[B,(t1) < :1]P[By(t2) — Ba(t1) < @o] -+ P[By(ty) — Bu(te-1) < i
= PIB(t) <ai]P[B(ts) = B(th) < 5] --- P[B(ty) = B(ts-1) < 4]

Por lo tanto ,

(Bp(t1), Bu(ts) — Bu(t1),. .., Bulty) — Bu(te_1))
% (B(ty),B(ts) — B(t1), ..., B(ty) — B(ts_1))

n—oo
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APENDICE B. MOVIMIENTO BROWNIANO

en R*. Aplicando el mapeo

(617627"'7616)'_>(b17bl+b2a"'7'_>bl+"'

para R¥ — R* nos da la convergencia

(Bn(t1>7 Bn<t2)7 S 7Bn(tk))
L (B(t), B(ta),. .., B(ty))

n—oo
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