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Resumen

Existen diferentes definiciones no equivalentes del concepto de atraccién en un Sistema
Dindmico Aleatorio (SDA). Para ejemplificar las diferencias entre estos conceptos, se es-
tablecen condiciones suficientes para la existencia de un SDA generado por una ecuacion
diferencial estocastica de Stratonovich.

Asimismo, existen diferentes tipos de atractor, a partir de lo cual, se establecen condiciones
suficientes y necesarias para la existencia de un atractor de un SDA, y en particular se
encuentra un atractor global para el SDA generado por una ecuacion diferencial de reaccion-
difusion.



Introduccion

Mientras que el concepto de atractor de un sistema dindmico determinista ha sido amplia-
mente estudiado, lo mismo no ha ocurrido con la nociéon de atractor de un sistema dinamico
aleatorio, el cual ha ganado considerablemente la atencién desde la década de los 90’s. El
estudio del comportamiento asintético de un sistema dindmico aleatorio fue inicialmente
abordado desde el punto de vista de los atractores globales, introducidos por Crauel y Flan-
doli [5] en 1994, en un articulo sobre atractores aleatorios, y su teorfa se basa en el caso
determinista.

Crauel y Flandoli exponen, como uno de los principales inconvenientes cuando se incorpora
aleatoriedad a un sistema dinamico, el hecho que los conjuntos acotados del espacio de estados
no permanecen invariantes en el sentido usual de la palabra, es decir, si la dindmica inicia
en algiin punto de un subconjunto del espacio de estados, con el paso del tiempo se “saldra”
de dicho conjunto de manera casi segura. Por esta razon, los autores definen el concepto
fundamental que permitid, en anos posteriores, revolucionar la teoria de sistemas dinamicos
aleatorios; el concepto de atractor global, el cual, de manera intuitiva, es un conjunto que
depende de la aleatoriedad del sistema; cambia con el tiempo pero de manera estacionaria
y ademads atrae todas las trayectorias de la dindmica provenientes del tiempo —oo (por esta
razon, estos conjuntos también son llamados atractores hacia atras). Si bien otros autores
como Brzezniak, Capinski y Flandoli [7] habfan considerado atractores para la trayectorias
del sistema en tiempo oo, la ventaja de trabajar con atractores para el comportamiento
en —oo es que estos permiten considerar sistemas con ruido blanco “real”, y no solamente
el ruido blanco definido para tiempo positivo. Por otra parte, los autores demuestran la
existencia de un atractor global para una gran variedad de sistemas dinamicos, en particular
los generados por ecuaciones diferenciales estocdsticas de reaccion-difusion.

Posterior al trabajo de Crauel y Flandoli, en 1995 se publica el articulo de los mismos
autores en compania de Debussche [6], en el que dan otros ejemplos de aplicacién a las
ecuaciones de Navier—Stokes, para lo cual adaptan los conceptos anteriores a dicho ejemplo
y presentan los alcances de su metodologia.

En la actualidad, el estudio de los atractores se enfoca en el tipo de dinamica involucra-
da en el sistema. Los modelos que han sido estudiados de manera mas profunda abarcan
las ecuaciones del tipo reaccion-difusion, las ecuaciones de Nevier-Stokes y el oscilador de
Duffing-van del Pol. Entre las ecuaciones de reaccion-difusion, ampliamente estudiadas por
Teman [19], se encuentran los casos cuando se introduce ruido blanco aditivo y ruido blan-
co multiplicativo. En el primero, el coeficiente de difusiéon depende del espacio de estados,
mientras que en el segundo, dicho coeficiente depende del espacio de estados pero a través
del estado actual. Ambos casos han sido estudiados por Crauel y Flandoli [5], basados en las
ideas de Teman. Sin embargo existe un inconveniente en la presentacion de Crauel y Flandoli
[5]: puesto que los conceptos de atraccion estdn dados en el tiempo de manera que se analiza
el comportamiento del flujo desde —oo, se debe trabajar con espacios apropiados en los que
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tenga sentido hablar del tiempo negativo.

Por otra parte, Ochs [11] estudié los atractores desde el punto de vista de la atraccion
débil. En su trabajo, Ochs redefine el concepto de atraccion debilitando la condicién que la
atraccion sea en casi todo punto y propone el concepto de atraccion en probabilidad. Si bien
los atractores fuertes son también débiles, el interés de Ochs radica en encontrar condiciones
para que la atraccion débil implique la atraccion fuerte.

En este trabajo se presenta de manera detallada los diferentes conceptos de atraccion
que aparecen en la literatura, en el contexto de los sistemas dinamicos aleatorios, al tiempo
que se discuten las diferencias sutiles entre estos conceptos, a través de una clase particular
de sistemas dindmicos aleatorios 1-dimensionales, los cuales son generados por ecuaciones
diferenciales estocdsticas de Stratonovich. Asimismo, se busca comprender y ganar intuicion
en el manejo de dichas nociones. Aunque Scheutzow [16] realizé un estudio comparativo entre
estos conceptos, en el presente trabajo se dan de manera méas profunda varios argumentos
omitidos por el autor en su articulo.

La organizacion de este trabajo es la siguiente. En el Capitulo 1 se presentan los concep-
tos de sistema dinamico aleatorio, conjunto aleatorio, atraccion fuerte, débil y absorcion.
Posterior a esto, se define el concepto de (2-limite de un conjunto aleatorio y el concepto de
atractor global, ligando dichos resultados a través de un resultado fundamental de la teoria
de atractores: todo sistema dinamico aleatorio que posea un conjunto aleatorio compacto
que atraiga todos los subconjuntos acotados del espacio de estados, tiene un atractor global.
Después, se define el concepto de medida invariante para el flujo de un sistema; se establece
su relacion con las probabilidades de transicién y se demuestra que dichas medidas, en caso
de existir, estan soportadas en un atractor global. Para ejemplificar lo anterior, se desarrolla
con base a Crauel y Flandoli [5], un ejemplo de una ecuacién de reaccién-difusién perturbada
por un ruido aditivo, en el cual se garantiza la existencia de un atractor global para el flujo
generado por el sistema. Al finalizar el capitulo, se profundiza en los conceptos de atractor
fuerte y atractor débil, dando para cada uno de ellos, condiciones suficientes y necesarias
para garantizar su existencia en sistemas dindmicos aleatorios.

En el Capitulo 2 se desarrolla la teoria basica para garantizar la existencia del flujo en
ecuaciones diferenciales estocéasticas de Stratonovich. Para esto, se incluye una exposicion
sistematica del calculo estocastico para semimartingalas con parametro de tiempo t € R,
basando los argumentos en Arnold y Scheutzow [15], el libro de Arnold [1] y el libro de
Kunita [9]. Con esto en mente, se desarrolla parte de la teoria de semimartingalas hélices, las
cuales toman valores en un grupo abeliano (en particular (R, +)) y se obtienen propiedades
sobre las caracteristicas locales de las mismas. Usando la definicién de la integral estocastica
de Stratonovich, se dan condiciones suficientes para que dicho tipo de ecuaciones posean una
solucién unica fuerte (salvo indistinguibilidad) la cual cumple con las propiedades de ser una
semimartingala cociclo y de generar un sistema dinamico aleatorio.

En el apartado de Comentarios Finales se comparan las diferentes definiciones de atractores
dadas a lo largo de este trabajo, por medio de un sistema particular de sistemas dinamicos
aleatorios, a saber, los generados por una ecuacion de tipo de difusién en el sentido de
Stratonovich (cuya existencia se garantiza en el Capitulo 2). Los ejemplos que aqui se exponen
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se encuentran en Scheutzow [16], y permiten resaltar el interés del autor por mostrar la no
equivalencia de las diferentes nociones de atraccion que existen en la literatura.

Como trabajo pendiente, queda buscar diferentes ejemplos que ilustren el concepto de
atraccién sobre compactos, y profundizar en otros aspectos importantes en la teoria de
sistemas dinamicos, como son las propiedades ergédicas y los isomorfismos entre dinamicas.

Por ultimo, cabe destacar que el estudio de los atractores aleatorios es de importancia
porque permite analizar el comportamiento asintético de la dindmica aleatoria asociada. Si
bien en este trabajo no se hace modelacion estocastica mediante alguna dindmica aleatoria
particular, sirve como base para entender algunos fundamentos teéricos necesarios para hacer
aplicaciones.
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Capitulo 1
Sistemas dinamicos aleatorios y sus a-
tractores

§1.1 Introduccién

De manera intuitiva, un sistema dindmico determinista es una descripcion funcional de
la soluciéon a un problema fisico, o un modelo matematico que describe dicho problema a
través de una variable temporal. En este mismo contexto, el concepto de atractor puede
interpretarse como un conjunto que “atrae” al flujo del sistema. Sin embargo, cuando se
estudian los sistemas dinamicos aleatorios, hay varias nociones no equivalentes del concepto
de atractor aleatorio: el concepto méas cercano al del caso determinista es el de atractor hacia
adelante, dado por ejemplo en Arnold [1]; en los trabajos de Crauel y Flandoli [5], y en el
de Schmalfuss [17] se da la definicién de atractor fuerte; por ultimo, estan los atractores
débiles, introducidos y estudiados por Ochs [11]. Otra clase de atractores estudiados en
la literatura son los atractores globales, los cuales a su vez han sido definidos de manera
diferente dependiendo del tipo de aplicacion.

El objetivo principal del presente capitulo es definir a los sistemas dinamicos aleatorios
y sus correspondientes atractores; mostrar algunas de las propiedades mas importantes que
poseen los diferentes tipos de atractores, y garantizar, bajo ciertas condiciones, la existencia
de atractores globales y medidas invariantes soportadas en dichos atractores.

En las primeras tres secciones se introducen los conceptos de atracciéon, absorcion, atractor
global y medida invariante, al tiempo que se ejemplifican estos conceptos en un sistema
dindmico generado por una ecuacién de reaccién-difusion. En la Seccién §1.4 se definen
los atractores fuertes y débiles y se establecen condiciones suficientes y necesarias para su
existencia.

§1.2 Sistemas dinamicos aleatorios

A continuacion se introducen los conceptos de sistema dindmico medible, métrico y aleato-
rio. En cualquier caso, el conjunto T es R o Z.
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Las nociones aqui presentadas se basan el libro de Arnold [1] y el articulo de Crauel y

Flandoli [5].

Definicién 1.2.1. Sea (€2, F) un espacio medible. Para cada t € T, sea ¥, :  — Q una
transformacion. Se define T : TxQ — Q como T (t,w) = ¥ (w). Si T es B (T)®F /F-medible

y
L do () = idg (-,

2. Vs (V¢ (w)) = Vs1t (w) , para cualesquiera s,t € T , w € , (propiedad de ciclo),

entonces {;},. se llama sistema dindmico medible sobre (£, F).

Definicién 1.2.2. Sea {¥;},.; un sistema dindmico medible en un espacio de probabilidad
(2, F,P) tal que 9; es, para cualquier t € T, una transformacién que preserva a P!, es decir,
P (19;1 (A)) =P (A) (o también denotado por ¥,[P = P) para todo A € F. Entonces {U;},.¢

se llama flujo en Q con tiempo en T y (Q,F, P, ‘wt}ter) se dice que es un sistema dinamico
métrico.

Por ejemplo, sea 2 = {xo,...,x,}, F = () y P la probabilidad uniforme en 2. Se define
Yo (+) =1dq (+) y ¥ (z;) = xi41, donde los indices se toman mddulo n. Para cada t € T = Z,
sea,

Y i=vo---09
vo -°°v

t—veces

donde o denota la operacion de composicion. Entonces (Q,]-" P, {ﬁt}teT) es un sistema
dindmico métrico.

Definicién 1.2.3. Sea (F,dg) un espacio métrico, completo y separable (llamado espacio
de estados o componente espacial), y (Q,]—’, P, {ﬁt}teﬂ‘) un sistema dindmico métrico. Sea
¢: T x Qx E — E una funcién medible respecto a B(T) @ F ® B(FE) /B (FE) tal que

1. (0,w,-) =1idg (-) para todo w € §2,

2. p(s+tw,z) = @(t,0 (w),p(s,w,x)), para cualesquiera s,t € T, w € Qy z € FE,
(propiedad de cociclo),

entonces (Q,f, P, {0:},cr gp) es llamado sistema dindmico aleatorio® sobre (E,dg), el cual
se denotara por (¢, ¢).

Nétese que sobre el supuesto que T es o bien R o bien Z, se deduce que ¢! (t,w,-) =
o (=t,9 (w),), para cualesquiera t € R y w € Q.

'también se dice que {¥},cp es invariante para P.
2Los acrénimos SDM y SDA representan respectivamente sistema dindmico métrico y sistema dindmico
aleatorio.
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§1.3 Atractores globales para SDA’s

En esta seccion se desarrolla parte de la teoria de atractores globales. Si bien la teoria
de atractores para sistemas dindmicos deterministas ha sido ampliamente estudiada por
Temam [19], el caso estocéstico presenta varios inconvenientes técnicos: en particular, cuando
el sistema dindmico es perturbado por un ruido blanco aditivo, no hay forma que que los
conjuntos acotadas del espacio de estados permanezcan invariantes. En general, el ruido
blanco hace que las trayectorias del sistema “abandonen”, eventualmente, cualquier conjunto
acotado. De esta forma, los conjuntos invariantes que se definen en el caso estocastico, se
mueven con la solucién a medida que pasa el tiempo, y estan influenciados por la aleatoriedad
del sistema. Sin embargo, estos cambios se dan de una manera estacionaria, es decir, desde
el punto de vista probabilistico, un conjunto invariante no cambia con el tiempo.

Entre los resultados importantes de esta seccion, se demuestra la existencia de un atractor
global para un SDA | y se establecen condiciones para la existencia de una medida de Markov
invariante, soportada en un atractor global.

Durante este capitulo, se supondré que (19, ¢) es un SDA sobre un espacio métrico, comple-
to y separable (F, dg) (también llamado espacio polaco) y que el mapeo ¢ (-,w,-) : RxE — FE
dado por (t,x) — ¢ (t,w, ) es continuo para todo w € 2. En algunas ocasiones se dird que
el SDA (1, ¢) sobre el espacio E = R", n € Z* dotado de la métrica euclidiana inducida por
la norma euclidiana ||-||z. en R", es de clase €%, k € Z* U {oo}, si para todo (t,w) € R x ,
el mapeo ¢ (t,w, ) : E — E, tal que = — ¢ (t,w,x) tiene derivadas hasta de orden k, y
ademés la derivada de orden k es continua en (¢,x2) € R x F para todo w € €.

Se define la seudométrica de Hausdorff como

d (A, B) :=sup {inf {dg (z, y)}} , para cualesquiera A, B C E.
zcA \YEB

Por simplicidad en la notacién, se escribe d ({z},A) := d (z, A) para todo z € E y todo A C
E. Nétese que la continuidad de la aplicacién a +— d (z,a) implica que d (A4, B) = d (A, B) y
para A cerrado en E, d (A, B) = 0siy solosi A C B. Para cada § > 0, la §-vecindad abierta
de A es denotada por
A ={recX:d(x A <6y ={rc X :d(ra)<dparaalgin a € A}
:{$€XZB£QA7£®},

donde BS :={y € X : d(z,y) < d}.

1.3.1 Conceptos de atracciéon y absorciéon

Definicién 1.3.1. Sea (¢, ¢) un SDA sobre (E,dg). Sea o : Q) — ¢ (E), una aplicacion tal
que el conjunto
A={(w,2) e QX E:z € o (w)}
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es medible respecto a F ® B (E). Entonces la familia {7 (w)} ., es llamada conjunto aleato-
ri0. Si para cada w € €2, & (w) es un subconjunto compacto (cerrado) de E y la aplicacién
w i d(z,4 (w)) es medible respecto a F para todo x € E, entonces la familia {< (w)}, .o
es llamada conjunto aleatorio compacto (cerrado). Si ¢ (t,w, o (w)) = & (¥4 (w)) , (respc.
¢ (tyw, o (w)) € & (¥ (w))) para todo t > 0 y casi todo w € €, el conjunto aleatorio
o ={d (W)}, oq° es llamado invariante (respc. débilmente invariante) respecto a .

Definicién 1.3.2. Sea (9,¢) un SDA sobre (F,dg). Dado un conjunto aleatorio <7, el
conjunto

Qy (W)= Uet, (), (0 (w))
T>0¢>T
es llamado Q-limite de <.

A partir de la definicién anterior se tiene la siguiente caracterizacion:
() = {5 € B3t = 00,30 € (9, (), limn d (9 (b V-, () 120) ) = 0}

En efecto, dendtese por D al conjunto del lado derecho de la anterior igualdad. Entonces
y € Q4 (w) si solo si para todo T > 0,

y e U ¥ (tv ﬁ*t (w) 7‘52{ (79*75 (w)»v

t>T

es decir, para todo T' > 0 existen {t,},.y € R" y {z,}
de T') con t,, > T para todo n € N, para las cuales

C o (¥4, (w)) (que dependen

neN

lm d (¢ (tn, V-, (@), 2n),y) = 0.

n—o0

Tomando T arbitrariamente grande, en particular debe cumplirse que

lim d (¢ (t,, 0, (W), x,),y) =0,

n—oo

para alguna sucesién {t,} .y C RT tal que t, ——= oo y alguna sucesién {x,},.y C
o (94, (w)), de lo que se sigue que Q,, (w) C D. La otra contencién se sigue de la definicién.

En la definicién anterior, si 7 tiene como imagen un Unico conjunto A C F, simplemente
se denota Q4 (w) = NrsoUist ¢ (1,94 (w) , A). Ademds, cuando se escriba &7 se entenderd

como una aplicacién o7 : Q — o (F) a menos que se especifique algo mas.

Lema 1.3.3. Sea &/ un conjunto aleatorio. Si (¥,¢) es un SDA sobre (E,dg), entonces
Oy (w) es débilmente invariante respecto a .

3Por simplicidad de notacién, la imagen de la aplicacién .27 es denotada por 7.
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Demostracion. Para cada t > 0y w € () se tiene que:

p (W, Qo (W) = (t,wa N U es9- (W), (0, (w))))

T>0s>T

- m ¥ (tvwv U 90(5719—8 (w) WQ{(’&—S (w))))

C N Uetw s w), o (05 w)))),

donde las contenciones se dan pues f (ﬂvep AV) CMNerf(A) Y f (Uver Aw) C Uyer f(Ay)

para cualquier familia {A,} _. contenida en el dominio de f . Ademds f (14_1) C f(A) para
cualesquier subconjunto del dominio de f. De esta forma, la propiedad de cociclo implica
que:

ptw Qy W) S N Uelt+s (W), 0 Ww))

T>0 s>T

= N U e (t+50 e 0 @), o (I [ (@)]))

T>0s>T

= U e@duW)], o @-ud (@)

T>0u>T+t

= U @@t [b: ()], o (- [0 ()])) = Qs (V¢ (w)) . B

T>tu>T

Definicién 1.3.4. Sea (¢, ¢) un SDA sobre (E,dg). Si o/ y % son conjuntos aleatorios tales
que para casi todo w € ()

Jim d (o (8.0 (), 2 (01 () () = 0,

entonces se dice que & atrae fuertemente a 2. Si el limite anterior se da en probabilidad,
se dice que & atrae débilmente a A.

Cuando B C E es no aleatorio, se dice que 7 atrae fuertemente a B si para casi todo
w € Q,
tlim d(e(t, 94 (w),B),d (w))=0.

Anéalogamente se define que &7 atrae débilmente a B. Estos conceptos de atraccion seran
estudiados con mayor profundidad en la Seccién §1.4.

En el contexto de la definicion anterior, si </ atrae fuertemente a 4, entonces del hecho
que {¥;},.r preserve a [P se sigue que

P— tlirglod(go (t,w, BW)),d (VU (w))) =0.
Ademéds, si o7 atrae fuertemente a % y para casi todo w € 2 se cumple que &7 (w) C &’ (w),

entonces &/’ atrae fuertemente a %, lo cual se obtiene del hecho que la seudométrica de
Hausdorff es tal que si A C A’ C E entonces d (B, A’) < d (B, A), para todo B C E.
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Definicién 1.3.5. Sea (v, ¢) un SDA sobre (E,dg). Si &/ y % son conjuntos aleatorios tales
que para casi todo w € 2 existe t (w) € R tal que para todo t > t (w)

p (0 (w), B (01 (w)) € (W),

entonces se dice que & absorbe a A; si ty (w) := inft (w) donde el infimo es tomado sobre
aquellos tiempos aleatorios ¢ (w) para los cuales &7 absorbe a %, entonces t4 (w) es llamado
tiempo de absorcion.

Cuando B C F es no aleatorio, se dice que .« absorbe a B si para casi todo w € €) existe
t (w) € T tal que para todo t >t (w), ¢ (t,9_¢ (w),B) C o (w).

En la siguiente proposicion se veran condiciones suficientes para que un 2-limite sea no
vacio, compacto e invariante. Notese que si Z es vacio para casi todo w € €, entonces para

casi todo w € €2, Q1 (W) = ﬂTzo UtzT ¥ (ta 0y (W) 7(2)) = ﬂTzo UtzT(D = 0.

Proposiciéon 1.3.6. Sea (¢, ) un SDA sobre (E,dg). Sean H y B # 0 para casi todo
w € (), conjuntos aleatorios tales que & absorbe a B y H# es compacto. Entonces para casi
todo w € () se tiene:

1. Qz(w) es no vacio y Qg (W) C H (w) (y por lo tanto Qg (w) es compacto).
2. Qg (w) es invariante respecto a .

3. Qz (w) atrae fuertemente a A.

4. Qz W) CQy (W) y Ly (w) atrae fuertemente a A.

Demostracion. Antes de proceder con la prueba, obsérvese que si {t,,}, .y € R" y {z,},, .y C
E son tales que t, —% ooy x, € B (V_;, (w)) para todo n € N, entonces para ca-
da n € N tal que t, > ty(w) se tiene que la propiedad de absorcién de % (w) implica
que ¢ (tn, V4, (w),z,) € A (w), y por la compacidad de % (w) se sigue que existe una

C X (w) que converge a algin y € % (w) (en la

sub-sucesion {go (tnk, 9, (W) ,xnk) }keN C

seudométrica d).

1. Por lo observado arriba, limy_, d (gp (tnkﬂ?—tnk (w) ,xnk) ,y) = 0, y por construccién
de las sucesiones {t,,}, .y € R" y {@,},y € E y la caracterizacién vista anteriormente para
Qg (w), se sigue que y € Qg (w). Por lo tanto ) # Q4 (w). Por otra parte, de la propiedad
de absorcion es claro que

Qg (w) S p (0 (W), & (04 (W) €A (W),

y puesto que Q4 (w) es cerrado contenido en el compacto % (w), se sigue que Qg (w) es
compacto.

2. Por el Lema 1.3.3 se tiene que ¢ (t,w,Q% (w)) C Qg (V; (w)), para todo t > 0 y casi
todo w € Q. Para la otra contencion, sea y € Qg (¥ (w)) cont > 0y w € Q (donde se supone
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que para dicho w € € se cumple la propiedad de absorcién). Entonces existen {t,}, .y € RT
vV {0 },en C E tales que t,, “—% 00 y a,, € B (V_y, 14 (w)) para todon € Ny

(¢ (tns Uty (W), 20) 5 )
= lim d ((,0 (t,w, © (tn — 4,0, (W) ,xn)) ,y) .

n—oo

0= lim d
n—00

Sea n € N tal que t,, —t > t4 (w), entonces la propiedad de absorcion de £ (w) implica que

© (tn — 6,0 (4—1) (W) ,xn) e X (w),

y por la compacidad de Q4 (w) se sigue que existe una sub-sucesién

{SO (tnm — 1, ﬁ*(tnm*t) (w) >$nm)} cx (w)

meN T
que converge a algin u € {2y (w). De la continuidad de ¢ (t,w, -) para todo t > 0 y casi todo
w € (), se sigue que

d(e(t,w,u),y) = lim d ((p (t,w, © (tnm -tV 4, -1 (W) ,xnm» ,y)

m—r0o0

:0’

de donde se concluye por definicién que y € ¢ (t,w, Qg (w)). Asi, Qg (9; (w)) C ¢ (t,w, Qg (W),
para todo t > 0 y casi todo w € €. Por lo tanto Q4 (¥; (w)) = ¢ (t,w, Qg (w)), para todo
t >0y casi todo w € €.

3. Se procederé por contradiccion. Si {24 (w) no atrajera fuertemente a %, entonces para
todo N € F tal que P(N) = 0, existiria w ¢ N tal que existirfan sucesiones {t,}, .y € R*
Y {#n}pen € E , con ty, 7% 00y o, € B (V_y, (W) para todo n € N, tales que para algiin
€ > 0 se tendria que

d (¢ (tn, 0y, (W), 2,),0% w)) >¢€ paratodon € N; (1.1)

pero por compacidad de €, (w) y usando un argumento similar al usado en 2., existiria una
sub-sucesion de {gp (tnk, V-, (W) ,xnk> }keN la cual converge a un punto u € Q4 (w), lo cual

es una contradiccién con (1.1).
4. Sea y € Qy (w), entonces

lim d (¢ (t,, 0, (W), x,),y) =0,

n—o0

para algunas sucesiones {t,}, .y € Rt y {z,},en C E , cont, === 00y @, € B (J_y, (w)).

Sea T > 0 fijo y Ny := min,en {t, > T 4ty (9_7 (w))}. Notese que para todo n € N:

@ (tn, V-t (W), @0) = @ (T, 07 (W), ¢ (ta — T, 0, (W), 20)) .- (1.2)
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Puesto que t, — T >t (J_r (w)) cuando n > Ny y

Tn € B (04, (W) =B (0, 1) (V7 ())),
entonces del hecho de que J# absorbe a A, se concluye que
Pt =T, 00, () 2) = 0 (ta = T 0, 1) (90 () ) € (07 (@)
De esta forma , de (1.2) se obtiene que para todo para n > Ny:

@ (tn, V-t (W), @n) = @ (T, 01 (W), ¢ (ta = T, 0, (W), T0))

(T 0 (W)Ji”(ﬁ (@),
QUT (W), A (0 (W)
C Ut (w), 2 (0 (),

y como T" > 0 fue arbitrario se tiene que:

@ (tasVs, (@))€ () U9 (600 (@), (0 (@) = Qp (),

T>0t>T

lo cual implica que y € Q¢ (w), puesto que €2 (w) es cerrado. Por otra parte, como Q4 (w) C
Q. (w) para casi todo w €  y por el inciso 3. se sabe que Q4 (w) atrae fuertemente a %,
entonces es inmediato que € (w) atrae fuertemente a 2. B

En el resultado anterior no se sabe si el -limite de un conjunto aleatorio compacto es
compacto. La nocién de atractor global permitirda construir atractores globales, los cuales
resultaran ser compactos.

Definicién 1.3.7. Sea (U,¢) un SDA sobre (E,dg) tal que existe un conjunto aleatorio
compacto .7 el cual cumple las siguientes propiedades:

1. &/ es invariante respecto a .
2. o/ atrae fuertemente a todos los conjuntos acotados deterministas B C E.

Entonces se dice que & es un atractor global para .
Este concepto es también conocido como B-atractor fuerte, y su estudio se profundizara
en el Secciéon §1.4.

Observacion 1.3.8. Las nociones de atraccién y absorciéon estdn muy relacionadas. Si un
conjunto aleatorio compacto £ absorbe a %, entonces ) (w) atrae fuertemente a 2,
como se vio en la Proposicion 1.3.6, inciso 4., y si un conjunto o/ atrae fuertemente a %,
entonces todo conjunto aleatorio # que contenga una vecindad abierta de .<7, absorbe a 2.
Ademas se tiene el siguiente lema:
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Lema 1.3.9. Si </ atrae fuertemente a B, entonces Qg (w) C o7 (w), para casi todo w € Q.

Demostracion. Si o7 atrae fuertemente a %4, entonces de 1.3.4, para todo € > 0, existe
T :=t(e,w) > 0 tal que para todo t > 7, d(p (t,9_; (w), B (V_; (w))), o (w)) < €. Por lo
tanto:

d (U 2 (00 (@), B (0, (), <w>> —d (U o (10 (@), B (0, W))), o <w>)

S2T s>T

=supd (¢ (8,0 (W), B (5 (W), o (w)) <e

s>T

Puesto que Qg (w) € Ugi @ (8,04 (W), #B (V¢ (w))) para todo t > 0, se concluye que
d(Qz (W), (w)) < ¢ para todo € > 0. Tomando € | 0, se tiene que d (24 (w), </ (w)) =0,
es decir, Qg (w) C & (w). B

Teorema 1.3.10. Sea (¥, ) un SDA sobre (E,dg) tal que existe un conjunto aleatorio
compacto # , el cual absorbe todos los subconjuntos B C E acotados. Entonces si B C E es
acotado, el conjunto

o (W) == U Qp (w),

BCE

donde Qp (w) == Nrso Usr ¢ (1, V¢ (w), B), es un atractor global para .

Demostracion. Si B C E es acotado y £ absorbe a B, entonces por la Proposicion 1.3.6,
inciso 1., se tiene que Qp (w) C J# (w) para casi todo w € Q y todo B C E acotado; al ser
J compacto, se concluye que & (w) = Upcr Qs (w) € X (w) es compacto. Por otra parte,
de lo visto en 1.3.6, inciso 2. se tiene que ¢ (t,w,Qp (w)) = Qp (w) y de esta forma, dado
que ¢ (t,w,-) es continuo para todo t € RT y casi todo w € (, se tiene:

2 (t7w> U QB (w)) - U @(tawaQB (w)) = U QB (w)7

BCE BCE BCE

con lo que se demuestra que o (w) es débilmente invariante. De la compacidad de o7 (w) se
sigue la otra contencion. Por dltimo, para ver que .o/ atrae fuertemente a todos los conjuntos
acotados deterministas B C F, basta notar que por Proposicion 1.3.6, inciso 3., Qp (w) atrae
fuertemente a B, y como Qp (w) C Upcp s (w) = & (w), entonces &7 atrae fuertemente a
B, para todo B C FE acotado. H

1.3.2 Medidas invariantes sobre conjuntos aleatorios

Definicién 1.3.11. Sea (1, ¢) un SDA sobre (E,dg). El mapeo
O0,:OxE—-QxE, 6;(wz):=w),pt,wz),teT

es llamado el producto oblicuo o asimétrico entre el SDM ¢ y el cociclo .
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Obsérvese que {O},.r define un sistema dindmico medible sobre (2 x £, F ® B(E)). En
efecto, la transformacién © : T x Q2 x E — Q x E definida por © (t,w,x) = 6; (w,x) es
medible respecto B(T) ® F ® B(E) /F @ B(E) y ademas:

O (w,z) = (Vo (W), ¢ (0,w,2)) = (w,z) = idoxg (w, x)

Ostt (W, ) = (Vor (W), o (s + 1w, 2)) = (U (P (W), 0 (5,01 (w) , 0 (w0, 7))
=0 (s,Y (w),p(t,w, x))
=0,(0; (w,z)), paratodos s,t €T, (w,z) € QX E.
Sea g : 2 X E —  la proyeccién candnica de 2 x E sobre Q dada por mq (w,z) = w,
entonces g 0 O (w,x) = ¥ o g (w, x) y ademds para todo t € T, ¥, (mqu) = Tou siempre
que ©; (u) = p para todo t € T donde p es una medida de probabilidad sobre F @ B (E); es

decir, la marginal de p en €2 es invariante respecto a {1, },.r. En efecto, sea A€ Fyt €T,
entonces

01 (mop) A = mop (9, (4))
= p (0" (A) x E)
:u({(w,x)GQxE:weﬁfl(A)})
p{(w,z) € QX E: (U (w),p(t,w,x)) € Ax E})
p (07 (Ax E)) = p(Ax E) = mapu(A).

/N

Definicién 1.3.12. Sea (9, ¢) un SDA. Una medida de probabilidad p sobre F @ B(E) se
dice que es invariante respecto a @ si lo es para el producto oblicuo © inducido por ¢, es
decir ©; (1) = p para todo t € T.

Por lo visto arriba, el hecho que que 9, (mou) = mou, para p una medida de probabilidad
invariante respecto a ¢, no implica que mou = P. Por otra parte, nétese que un SDA (1, ¢)
estd equipado de una medida invariante respecto a {1 },.r, pero no necesariamente de una
medida invariante respecto a .

Considérese el espacio

Pp (Q x E) := {p probabilidad sobre F @ B (E)con marginal PP en 2} .

Definicién 1.3.13. Una medida de probabilidad x (+,-) : 2 x B(E) — [0, 1] se dice que es
una probabilidad de transicion sobre {2 x E si se cumplen las condiciones 1. y 2. siguientes:

1. Para todo B € B(E), w+ p(w, B) = p, (B) es medible respecto a F,

2. Para casi todo w € , B — pu, (B) es una medida de probabilidad sobre B (E).

Si ademads se tiene que para alguna v € Pp (2 X E) se cumple:
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3. Para todo A € F ® B(E)

v(A) = / / 14 (w,2)p, (dz) P (dw),
QJ/E
entonces p, () se llama desintegracion de v.

El conjunto Pq (£) denota el conjunto de las probabilidades de transicién sobre Q x E.
Por un argumento de clases mondtonas se puede demostrar que la condicion 3. anteri-
or es equivalente a que si v € Pp (2 X E) tiene como desintegracion a u € Pq (E), en-
tonces toda f € L'(u) (donde L' (i) es el espacio de las funciones f : Q x F — R con
Joxe [ (w,z) p(d (w,z)) < 0o) se cumpla que:

v(f)i= [ Feov@ee) = [ [ ] )P ).

Considerando las secciones de A € F ® B(F) dadas por A, = {x € E: (w,z) € A},
w € (), se tiene, en este caso, que:

v (A) :/ﬂuw (A.) P (dw), para todo A € F @ B(E) .

Definicion 1.3.14. Se dice que una medida de probabilidad v € Pp (2 X E) esta soportada
en un conjunto aleatorio {&f (W)}, cq si Y (&7 (w)) = 1 para casi todo w € Q.

El siguiente teorema permite garantizar la existencia de una medida invariante. El argu-
mento usado es debido a Krylov-Bogolyubov y la demostracién estd en Crauel [3], Teorema
6.12.

Teorema 1.3.15. Supdngase que (¥, ) es un SDA y que ) AT C Pq (E) es cerrado, tenso
(ver Definicion A.2.3) y convexo, tal que O, C T para todot > 0 (es decir, para cada y* € T
existe v* € T' tal que O, (v') = +*, para cada t > 0). Sea {0"}, .y CT yt, : @ — R una
sucesion creciente de tiempos aleatorios no negativos tales que limsup,, E (t;1) = 0. Entonces
la sucesion {7y}, oy € T' dada por

1
tn (W)
tiene una sub-sucesion convergente en I', la cual converge a una medida invariante respecto

a . Mds ain, toda sub-sucesion convergente de {y"}
respecto a .

W= / O (al}) ds, (1.3)
[0stn (w)]

nens converge a una medida invariante

Con las definiciones y resultados del Apéndice A, se demostraran los siguientes resultados
sobre existencia de medidas invariantes.

Teorema 1.3.16. Si % es un conjunto aleatorio compacto débilmente invariante respecto a
@, y para casi todo w € Q se tiene que K (w) # 0, entonces existe alguna medida invariante
respecto a ¢ la cual estd soportada en .
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Demostracion. Considérese el conjunto
I''={uePq(F): pu, (H (w)) =1, para casi todo w € Q}.

Se probard que la familia I" satisface las hipétesis del Teorema 1.3.15. Por el Teorema A.2.4
(equivalencia de 2. y 3.), I' es tenso. Ademas es convexo y ©,I' C I" para todo t > 0, ya que
si v1 € O,I", entonces v* = ©,v, para algtin v € I, y de esta forma, para todo w tal que
o (t,w, X (w)) € A (¥ (w)) y para todo t > 0, de la propiedad de ser débilmente invariante
se tiene que:

W (A (W) =3 (7 [0 (w0, (w))])
=Y (Tp{(Ww',2) € QX E: (¥, (W), ¢ (t,w',2)) € (w, H (w))})
>7 ({z€Erp(tw, ) € X (0 (w)), 0 (W) =w})
>y, {ze X (W) ot z)e X (9 W)),d (W) =w}) =1

También I' # ) ya que por el Teorema A.2.1, existe un mapeo ¢ : Q@ — E tal que ¢(x) €
K (w). De esta forma 1 ,(,)c (w) = 1 para casi todo w € €, de donde la funcién A : Qx E —
[0,1] dada (w, A) = A(w, A) = Ay, (A) 1= dew) (A) (0 es la delta de Dirac), con A € B(E)
es tal que A, (# (w)) = 1 para casi todo w € €, es decir A € I'. Para demostrar que I' es
cerrado (en la topologia débil), sea {1}, oy €s una sucesion en I' que converge a una medida
de probabilidad p € Pq (E), entonces

1 = limsup pu" (A& / o (A P (dw),

donde se ha usado el Teorema A.2.2 para la desigualdad. De esta forma p € I' y asi I" es
cerrado. Por el teorema anterior se sigue el resultado, tomando por ejemplo la sucesiéon de
tiempos aleatorios como t,, :  — R de forma que para cada n € Z*, t, (w) = n para todo
w € Q. Entonces la sucesiéon dada por (1.3) posee una sub-sucesién que converge en I, es
decir, esta soportada en 7. B

Definicién 1.3.17. Dado un SDA (¥, ), se define la o-dlgebra del pasado del sistema como
la o-algebra
Fo=c{w— otV _s(w),x):0<t<s,x€FE}.

Nétese que como T=R o Zy ¢ (t — s,w, 0"t (s,w, 7)) = ¢ (t,9_, (W), x) para cualesquiera
s,t € T, se deduce que

F =c{wr— o(—tw,z):0<t,xeE}.

Los elementos del conjunto Pg #- (X), el cual denota el conjunto de las medidas de transiciéon
en (2 X E que son medibles respecto a F~ (es decir, para todo B € B(F), w — u(w,B) =
lo (B) es medible respecto a F~, para cada pu € Pgq r- (X)), son llamados medidas de
Markov. Una motivacién para este nombre es la siguiente: si 7 > 0, entonces

9! (]—"_) = a{w = (t,ﬁ,(SH) (w) ,$> 0<t<s,xe€ E} C F,

T
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lo cual se interpreta como “el pasado del sistema permanece invariante frente a retornos en
el tiempo”, o, “el retorno en el tiempo no permite ganar mas informacion del pasado”.

En el siguiente resultado se puede ver que es posible restringir la medibilidad de los con-
juntos aleatorios compactos, a la o-dlgebra del pasado (la cual depende del flujo del SDA),
y no de la o-dlgebra de la cual se dota al espacio 2. Su demostracion se basa en parte, del
hecho que F~ esta casi contenida en F.

Teorema 1.3.18. Si {o/ (w)}, . es un conjunto aleatorio compacto débilmente invariante
respecto a @, el cual es medible respecto a la o-algebra del pasado del sistema, entonces existe
una medida de Markov invariante soportada por <f .

Demostracion. Considérese el espacio medible (€, ) y el conjunto
I"=T'NPqr (E),

donde T" es como en la demostracién del Teorema 1.3.16. Entonces IV # () ya que por el
Teorema A.2.1 y un argumento similar al de la demostracién anterior, se deduce que la
medida aleatoria A definida en la demostracién anterior cumple que A € Pg - (E). I es
cerrado (ya que Pq r- (E) es cerrado en Pq (E) por el Teorema A.2.5), tenso y convexo, tal
que ;1" C I" para todo t > 0. La demostracion se sigue del Teorema 1.3.15 B

1.3.3 Aplicaciéon a una ecuacién de reaccién-difusién con ruido adi-
tivo

En esta secciéon se da un ejemplo particular de un atractor para el flujo generado por una
ecuacion diferencial estocastica de reaccion-difusion. Primero se dan los preliminares para
entender el problema y luego se prueba la existencia de un conjunto aleatorio compacto el
cual absorbe los conjuntos acotados del espacio de estados. De esto se sigue la existencia de
un atractor global.

Para mayor detalle sobre la notacién, se aconseja al lector ver el Apéndice A, Seccién §1.3.

Preliminares

Sea D C R™ n > 2 un conjunto abierto con frontera regular D. Sea A el operador de
Laplace A : D (A) C H — H,donde H := L? (D) y D (A) = {u € H*(D) : u = 0 sobre 9D}

y sea f : R — R un polinomio de la forma f(s) = > ' a;s' para todo s € R, con
agm—1 < 0, param € Z", a; € R, i € {0,...,2m — 1} los cuales satisfacen una condicién que

se especificard mas adelante. Considere la siguiente ecuacion diferencial parcial estocastica
en D con ruido aditivo, definida en un espacio de probabilidad (2, F,P):

{du (t,w,z) = Au(t,w,z)dt + f (u (t,w,z))dt + Z?Zl ¢; () dB (t,w) (1.4)

u(t,w,x) =0en dD,
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donde v : R x Q2 x D — R es un campo escalar aleatorio, { B’ (t,-);t € R} es un movimiento
Browniano estandar para cada j € {1,...,k}, k € Z* definido en el espacio candnico 2 :=
{we € (R,R):w(0) =0}, F la o-dlgebra de Borel inducida por la topologia compacto-
abierta, y PP la medida de Weiner. Se considera que {B7 (t,-);t € R} y {B'(¢,-);t € R} son
independientes para ¢ # j, 4,5 € {1,...,k} y ¢; : D = R, j € {1,...,k} es un campo
escalar. Durante esta seccion se trabajara con los espacios

Vi=H}(D) Z:=L*"(D) Z :=Lm71(D).

Sea F': Z — Z' dada por F (u) = f (u), para v € Z. Se supondra que ¢; € ZN D (A) y
que A¢; € Z. Con lo anterior, se puede escribir la ecuacion (1.4) de la forma

du (t,w,z) = Au(t,w,z)dt + F [u (t,w, z)] dt + Zk: ¢; (z)dB (t,w). (1.5)

Por el Teorema A.3.2 se tiene que si D es un dominio en R™ con frontera 0D regular,
entonces para todo g € [1,p*), donde p* = n”—_’;) y n > p > 1, se tiene que la incrustacion

WP (D) = L* (D),

es compacta. Por lo tanto, tomando p = ¢ = 2 se concluye que H' (D) — L* (D) = H es
compacta. Sin embargo, nétese que V = Hj (D) — H' (D) es compacta por definicién de
H;j (D), luego la incrustacién V < H es compacta.

Por otra parte, existen constantes ci, co > 0 tales que

£ ()] < e s + e, para todo s € R.

En efecto, si s € [—1,1], sea ¢ = maxye—11]|f (u)| y asi se tiene que |f(s)] < ¢ <
Co + ’S|2m71. Si s e [—1,1]° sea ¢ = 2mméx;eqo,... 2m—1} |a;]. De esta forma
2m—1 ) ) L
[F < D al|s]" < [s[™

=0

A partir de lo anterior, tomando ¢; = ¢} V 1 se tiene que para todo s € R,
F (&) <erls™ + e

2m—1
Asi, tomando ¢z = ¢ |D| 2™ se tiene que que para todo u (t,w,:) € Z, t e Ry w €

IF (w (w0, Dl < Jler fu(tw, )" 4 oo, < ea [l (tw, )P

= c1 flu(t,w, )7 + cs. (1.6)

,+ el



Sistemas dindmicos aleatorios y sus atractores 15

Ahora, del cambio de variable v (t,w, ) = u (t,w,z)—=B (t,w, ) en (1.5), donde B (t,w, x)
Yr_ o5 (x) B’ (t,w), se llega a

gtv (t,w,x) = Av (t,w,z) + F v (t,w,z) + B (t,w,z)] + AB (t,w,x). (1.7)

El siguiente teorema permite establecer la existencia de un cociclo para el flujo generado por
la ecuacién (1.4). La demostracion se encuentra en el libro de Temam [19], pg. 91. y se basa
en el método de estimaciones a priori de las aproximaciones de Galerkin.

Teorema 1.3.19. Para casi todo w € 2, todo ty € R y todo vy (t,w, ) € H, la ecuacion
(1.7) con la condicidon inicial aleatoria v (to,w,x) = ug (x) — B (t,w,x), donde ug € H es la
condicion inicial no aleatoria de (1.4), tiene una unica solucion fuerte

v (-, w, ) € C([tg,00); H) N L* ([tg, 00) ; V) N L*™ ([tg, ) ; Z),
donde v (tg,w,x) = vy ().

Se escribe v (t,w,x) como v (t,w,x;ty, v (x)) para indicar la dependencia de v con la
condicién inicial al vy al tiempo t5. Se cumple que si v (t,w, z;tg, v (tg,w, x)) es la solucion
de (1.7) con la condicién inicial aleatoria v (tg,w, ) = ug () — B (ty,w, x), donde ugy (z) =
u (to,w, x) es la condicién inicial no aleatoria de la ecuacion (1.4), entonces

u (ta w, 3 to, Uo (Z‘)) =v (t7 w, x;lo, v (t(]?w? .Z‘)) + B (t7w7 .T) )
es el flujo asociado a la ecuacion (1.4). Ademads, si se toma
2 (t - t0719t0 ((U) y Uo ()) =u (tawa 310, Uo ()) , para t > Lo,

con U (w(+)) =w(-+s) —w(s), entonces (U, ) define un SDA sobre (H,dy), donde dy es
la métrica inducida por la norma ||-|| .

Desigualdades previas

Noétese que para todo t € Ry todo w € Q, B(t,w,:) € D(A) ya que por hipdtesis
¢ (-) € D(A), para todo j € {1,...,k}; ademds, por definicién de A y F, para todo
u(t,w,-) € D(A)YNZ,t € Ry w € Q, de la férmula de Green se tiene que

/D (Vu(t,w,z), Vv (t,w,z))g, do = /BD (Vo (t,w,z)u(t,w,x),¥(t,w,z))p. do

—/ Av (t,w,x)u(t,w, x)dz,
D
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donde ¥ representa el vector normal exterior a D en el punto x € D. Por lo tanto, dado que
Jop (Vv (t,w,x) f (u(t,w,x)),V (t,w, ). dr = 0, se tiene que:

- <A (U (tvwv ) - B (tvwv )) vF (u (tvwv ))>H
- <Au (t,w, ) ) f (u (ta(")? ))>H + <AB (t’w’ ) ’f (u (t7w7 )))H
—/ Au (t,w,z) f (u(t,w,x)) d:):+/ AB (t,w) f (u(t,w,z))dx

_/ f (u(t,w,z)) (Vu (t,w, ), Vu(th)>Rndx+/ AB (t,w) f (u(t,w,x))dz

Puesto que f’ es un polinomio con coeficiente principal as,,—1 < 0, entonces f'(s) < 3, para
alguna constante 8 € (0,00) y todo s € R. De esto y usando la desigualdad de Holder se
tiene que:

— (A (utw,) = B(tw,")  F(u(tw,))y
<8 [ IVu(t.w.2)3 do
+ (/D |F' (u (t,w,x))|% dx)z’;,;l </D |AB (t,w)]*" dx);?1 : por la des. de Holder
< Blully + (e lutw, )7 +es) [AB (0,9, por (1.6)
< Bt )+ e [Tt (o Z )T 4 o AR (w2

+c3 ||AB (t,w, )|, por la des. de Young.

Sipi(t,w) = 5= [|AB (L, w, MNZ" + e3 |AB (t,w)]|, > 0, entonces para algunas constantes
B,v > 0:

- <A (u (t’w’ ) - B (t’w’ )) ) F (u (t’w’ )))H < B ||U (t7w7 )H%/ +7 ||U (t7w7 )||22m + D (taw) )

(1.8)
Se tiene que p; tiene crecimiento a lo mas polinomial cuando ¢ — —o0, para casi todo w € €2,
ya que por la ley fuerte de los grandes niimeros,

c 2m
c.s.- lim 2m [AB (t,w, )ll7" + cs[|AB (t,w, )l

t——o0 t2m

=0.

Por otro lado, obsérvese que sf (s) es un polinomio de grado par con coeficiente principal
negativo, para todo s € R. De este modo, existen constantes g, c5 > 0 tales que

sf (s) < —8ps*™ + cs. (1.9)

Por lo tanto, para todo u (t,w,:) € Z,t € Ry w €
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(u (tw')—B( ) F(u(tw, )y
(t W, ) F(u( » Wy ))> <B(t7w7')7F(u(t7w7'))>H

—/ (t,w,z) f (t,w,x))dx—/DB(t,w,x)f(u(t,w,a:))da:
< =6 || (t, 0, )7 + 5 |D] + (ex [[ull 7" +e5) |1 B (t,w,)]l, por (1.6) y (1.9)
Nuevamente, por la desigualdad de Young:
(u(t,w,) = B(t,w, ), F (u(t,w, )y < =00 fu(t,w, 7" +es| D)
T (et )™
o B Ew, F" + e [B(tw,
= 0 |ut,w,)lIZ" +p2 (t,w), (1.10)

+

donde § = dy — ;221 se supondréd no negativo y ps (t,w) = ¢s|D| + £ ||B (¢, w, N+

cs || B (t,w,)||, tiene las mismas propiedades de crecimiento que p;. Las desigualdades (1.8)
y (1.10) seréan usadas para demostrar la existencia de un conjunto aleatorio compacto que
absorbe todos los conjuntos acotados (lo que implica la existencia de un atractor global), y
por lo tanto la misma idea de la prueba puede ser usada para otro sistema que cumpla con
dichas desigualdades.

Absorcién en H al tiempo t = —1

Sea w € Q fijo, tg < —1, up € H y v la solucién de la ecuacién (1.7) para todo t > ¢y con
v (to,w, x) = ug () — B (ty,w,x). De (1.7) y la féormula de Green se tiene que:

= (v(t,w,"),Av (t,w, ) + F (u(t,w,")) + AB (t,w, "))
== ”U (tawv )H%/ + <U (t7w7 ) 7F (u (t7w7 )))H + <U (tawv ) 7AB (tvwv >>H
— o (t,w, )3 = 8 [lu (t, w0, )7 + p2 (t,w)

gl )l + S 1B e, por (110)

IN

1
= =5 o (b, M = 6l (t,0, )" + s (8, ),

donde ps (t,w) = ps (t,w) + 3 || B (¢, w, )||? tiene las mismas propiedades de crecimiento de
p1y pa- De esta forma, dado que Ay [|v (t,w, )| < |lv (t,w, )|} (desigualdad (A.2)) se tiene
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que

9 1 A
Sl (0, 5 oty Y 26 N (10, MG < = o 0, I 29 (1,0) - (111)

Asi

0 A
5 vt w, M < 2ps (t,0) — 51 o (t o, I - (1.12)

La desigualdad de Gronwall (ver Temam [19], pg. 90) afirma que si f : [tg,00) = Ry

(;itf (t) < A(t)+ B(t) f(t), paratodot> t,

donde A y B son funciones real valuadas definidas en [z, 00), entonces si A, By f’ son
localmente integrables, se cumple que

f(t) < f(to)exp </tB(3)ds) +/t:exp (/:B(u)du)A(s)ds,

to

para todo t > t.
Por lo tanto, de la desigualdad (1.12) y el lema de Gronwall se deduce que

o (=11 < oG, e ¥ 4 [ 12, (5,0 ds
gz*%“”0m<wH+% FEO| B (10,0,

—|—/ ~*)2ps3 (s,w) ds, (1.13)

donde v (s,w, x; ty, v (to,w,x)) := v (s) para s > to, tg < 1,y v (to,w, ) = ug (x)— B (to,w, x),
con uy € H la condicién inicial de la ecuacion (1.4). De lo anterior se tiene el siguiente lema:

Lema 1.3.20. Eriste un radio aleatorio v (w) > 0 tal que para todo p > 0, existe unt < —1
determinista para el cual se tiene la siguiente propiedad para casi todo w € $): para todo
to <ty todo ug € H tal que ||ug ()| < p, la solucion v (t,w, z;te, ug (x) — B (to,w, z)) de
la ecuacion (1.7) sobre t € [ty,00), con v (tg,w,z) = ug (x) — B (ty,w,x) y ug la condicion
inicial no aleatoria de (1.4), satisface la desigualdad:

||'U (_Lw? *; Lo, Uy () -B (t()vwv ))H?{ < ’I“% (w) .

Demostracion. Sea

7uw:2+{gg%élmwsm,|m+/ ~92py (5, w) ds,
sup
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el cual es finito para casi todo w € Q ya que || B (to,w, )||5 v ps (s,w) tiene crecimiento a lo
mas polinomial cuando ty, s — —o0, respectivamente. Dado p > 0, sea t tal que

e H I <,
para todo ty € (—oo7 ﬂ. Entonces de (1.13) se obtiene el resultado. W
Estimacién en [—1, 0]
A continuacién se presentan algunas cotas superiores que permitiran analizar la absorcién

al tiempo t = 0.
Integrando en la desigualdad (1.11) para ¢t € [—1, 0] se obtiene:

1 0 2 0 2m 2 2
5[ (s, )l ds+26 [l (s, )13 ds < flo (=L, )l = o (0w, )7
ﬁ 0
2 Ja

0
+2/ ps (s,w)ds

-1

HU (Sawa )H?—Ids

0
<o (=Lw, )3 +2 [ ps(s,0)ds. (1.14)
A partir de esta desigualdad y el lema anterior se obtiene:

Lema 1.3.21. Existen variables aleatorias c¢; (w) y ¢o (w) tales que para todo p > 0, existe un
t < —1 determinista para el cual se tiene la siquiente propiedad para casi todo w € §: para
todo tg <t y todo ug € H tal que ||ug (*)||; < p, la solucion v (t,w, z; to, ug (z) — B (to,w, x))
de la ecuacion (1.7) sobre [tg,00), con v (to,w,x) = ug(x) — B (ty,w, ) y ug la condicion
inicial no aleatoria de (1.4), satisface:

0 0
[ sw )l ds <er @)y [ lulsw)lF" ds < e @)
Demostracion. De la desigualdad (1.14) se tiene que
9 0
(@) =2l (<Dl +4 [ pals,0)ds
1 1o
2 (@) = 55 I (DI +5 [ pss.w)ds,

las cuales son finitas para casi todo w € €2 por el el Lema 1.3.20. B
Absorciéon en V al tiempo t =0
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Note que para t € Ry w € (Q se tiene:

L0 ol = zg/(jf@%@fm

2

0
_Z/D@ v (t,w, ) mv(t,w,x}dx.

Ademas, por la férmula de Green:

_/[)Av(t,w,x)f(v(tawa@)dm:/

D

<Vv (t,w,z),V l@atv (t,w, x)] > dz

n ;/D 3751.” (t,w, z) MU (t,w,x)dz.

Por lo tanto 32 ||v (¢, w, N = — JpAv(t,w,z) f (v(t,w,z))dz. De (1.7) y el hecho que
f'(s) < B para todo s € R, se tiene que
10 9
2o et IR
0
- <AU (t7 W, ) ) av (tv W, )> == ||AU (t’ W )”?’{ - <AU <t7w7 ) 7F (u (t7w7 )))H
H

— (Av(t,w, ), AB (t,w, ) g

< — 180 0, My + 6 10, 10, Y+ (0,
3 lAu (w3 + S IAB (e, ), por (18)

< Bl 0, M+l 0, VE™ + i (1,0),

donde p4(t,w) == p1 (t,w)+3 |AB (t,w, |13, tiene las mismas propiedades de crecimiento de
p1y p2. Integrando la desigualdad anterior en ¢ € [s,0] con s < 0, se tiene

0
o w9 < o (sew )+ [ 2{Bllu (w0l + 7w 0w, )" + pa (0,)} do
Integrando respecto a s en [—1, 0], haciendo cambio en el orden de integracién y usando en

hecho que |lu (z,w, )|} < 2|v(z,w, )5 + 2||B (z,w,-)|; para todo z € Ry w € Q, se
obtiene que:

0
o 0, )7 < [ llo (s, ) s
0 2 2 2p
+ /_1 {46 HU (0-7("}7 )HV +45 “B (va’ )HV + 2y ||u(07w7 )”Z + 2p4 (0-7w)}d0-‘

Del Lema 1.3.21 y la desigualdad anterior se obtiene:
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Lema 1.3.22. Eriste un radio aleatorio vy (w) > 0 tal que para todo p > 0, existe unt < —1
determinista para el cual se tiene la siguiente propiedad para casi todo w € €2 para todo
to <ty todo ug € H tal que |luo (*)||y < p, si v (t,w,z;t0, up () — B (t,w,x)) es la solucion
de la ecuacion (1.7) sobre t € [ty,00), con v (ty,w,x) = ugy (x) — B (ty,w,x) y up la condicion
inicial no aleatoria de (1.4), entonces se cumple la desigualdad:

[l (0,0, -5 to, wo) [} < 75 ().
Demostracion. Basta notar que B (0,w,x) = 0, para todo w € Q y z € D. Asi
”u (Oa w, +; Lo, Uo ())”%/ = ”U (07 w, 5 to, v (t0> W, ))H%/

y el resultado se sigue de la desigualdad previa al presente lema. ll
Para finalizar esta seccion, como se observo en en el Teorema 1.3.19,

' (t - t0719t0 (Cd) y Uo ()) =u (tuwa 110, Uo ()) , para t > lo,

con Js (w(+)) = w(-+s) —w(s), define un SDA (¥, ¢) sobre (H,dy). Tomando t = 0, y
to = —s, con s > 1 se llega a que

¥ (3,7973 (w> » Uo ()) =u (O7w7 5 S, Uo ()) )

y asi, por el lema anterior y el hecho que la incrustacion V' < H es compacta, entonces
existe M > 0 tal que

o (5,9 (@) a0 (D < M [l (8.9 (W) w0 (DY < M (w)

es decir, existe una bola aleatoria J# (w) (de radio ry (w), w € Q) tal que
@ (5,05 (W), uo () C A (w),

para todo uy € H tal que ||ug (+)||; < p, para cualesquiera p > 0. De esta forma, la bola
aleatoria, la cual es compacta, absorbe a todos los subconjuntos acotados de H. Por el
Teorema 1.3.10 se sigue la existencia de un atractor global para el SDA (¥, ) sobre (H, dy).

§1.4 Atractores fuertes y débiles para SDA’s

Los atractores juegan un papel importante en la teoria de sistemas dindmicos. Como se
vio anteriormente, un atractor global para un SDM es un conjunto aleatorio compacto el
cual atrae todas las trayectorias que pasan por conjuntos acotados, a medida que el tiempo
tiende al infinito. En general, los SDA modelan dindmicas influenciadas o perturbadas por
un ruido aleatorio. Para este tipo de sistemas no existe un subconjunto del espacio de estados
que “atrape” la dinamica para tiempos “grandes” Por lo tanto, es razonable definir en el
caso de SDA a los atractores como conjuntos aleatorios.
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Tales conjuntos aleatorios han sido definidos y estudiados por diferentes autores usando
la idea de convergencia hacia atras. En este sentido, en vez de avanzar en el tiempo hacia
el infinito, se considera la evolucion del sistema desde —t, para t > 0. Al hacer t — oo, se
puede encontrar un objeto (el atractor, en caso de existir) el cual da el comportamiento del
sistema en el “pasado”.

En general, un atractor para un SDA deberia describir de alguna manera, el compor-
tamiento de la dindmica del sistema en el futuro; pero los atractores fuertes, como se vio
anteriormente, solo tienen en cuenta la dinamica del pasado. Sin embargo, para SDA’s existe
una “conexion entre el pasado y el futuro”, debido a la estacionariedad del ruido. De esta
forma, la convergencia hacia atras, implica una convergencia hacia adelante, aunque en un
sentido débil: la convergencia en probabilidad.

Con lo anterior en mente, en esta seccién se toma comopunto de partida la definicion
de atractor fuerte o hacia atras dada en la seccién anterior y se sigue con la idea intuitiva
que un atractor aleatorio es siempre un conjunto aleatorio compacto el cual es “invariante”
(esto indica que se mueve con el paso del tiempo, pero de manera estacionaria) bajo el
SDA. A partir de ello se daran condiciones suficientes y necesarias para la existencia de tales
conjuntos.

Por dltimo, las nociones aqui presentadas se basan en el articulo de Crauel et al. [14].

1.4.1 Criterios

Definicién 1.4.1. Sea (9, ) un SDA sobre (E,dg). Sea B C o (F) un subconjunto ar-
bitrario. Un conjunto aleatorio {7 (w)}, .o se dice que es un atractor fuerte de B para ¢
si

(a) &7 es un conjunto aleatorio compacto,
(b) o es invariante respecto a ¢,
(

) limy_ oo d (¢ (t,9 4 (w),B), o (w)) = 0 para casi todo w € Q y para todo B € B (en
términos de la Definicion 1.3.4, &7 atrae fuertemente a B).

En particular, un atractor fuerte de B es llamado

= B-atractor fuerte para ¢ en el caso que B es el conjunto de todos los subconjuntos
acotados de E (es decir, &7 es un atractor global para ¢ de acuerdo a la Definicién

1.3.7).

» C'-atractor fuerte para ¢ en el caso que B es el conjunto de todos los subconjuntos
compactos de F.

De la definicién anterior, tiene sentido hablar de un conjunto aleatorio &7 que sea fuertemente
B-atrayente, es decir, &/ atrae a la familia de todos los subconjuntos acotados de E, en el
sentido de la Definicion 1.3.4; analogamente se hablara de conjuntos que sean fuertemente C'-
atrayentes. Es de mencionar que la propiedad de ser acotado esta relacionada con la métrica
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dr mientras que la de compacidad no lo es. Ademas, la definicién anterior puede modificarse
si se exige que B sea un conjunto aleatorio, y este caso, la propiedad (c) es sustituida por la
propiedad

limy oo d (@ (t, 94 (W), B (V_4 (w))), o (w)) =0 para casi todo w € .

Definicién 1.4.2. Sea (¥, ) un SDA sobre (E,dg). Sea B C o (FE) un subconjunto arbi-
trario. Un conjunto aleatorio {7 (w)}, . se dice que es un atractor débil de B para ¢ si se
cumplen las condiciones (a) y (b) de la Definicién 1.4.1 y ademas se cumple

(¢) P—1limy oo d (¢ (t,w, B), o (¥ (w))) = 0 para todo B € B.

Si la condicién (¢) se cumple para casi todo w € €2, se dice que {#7 (w)} ., es un atractor
hacia adelante de B.

Como en la Definiciéon 1.4.1, tiene sentido hablar de B-atractores débiles y C-atractores
débiles para ¢. De manera analoga, también se hablara de conjuntos débilmente B-atrayentes
y débilmente C-atrayentes.

Criterios para determinar atractores fuertes

Supéngase que (1, ¢) es un SDA sobre (F, dg) tal que ¢ es continuo. Dado A C FE| se deno-
ta una vecindad cerrada de A de radio § (en la métrica dg) como A° := {z € E : d (x, A) < 6}.

Teorema 1.4.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Eziste un conjunto aleatorio <7 es cual es un B-atractor fuerte.

2. Para todo € > 0 existe un conjunto compacto C. tal que para todo § >0 y todo B C E
cerrado y acotado se tiene

]P’({wEQ:BQ U ﬂgp(t,ﬁt(w),.)_1<cg>}) =1

s>0t>s

3. Existe un conjunto aleatorio compacto % el cual es un fuertemente B-atrayente.

Demostracion. En lo que sigue, se supondra que B es la familia de todos los conjuntos
acotados de E. Primero se demuestra que 1. implica 3. Puesto que un B-atractor fuerte es
por definicién un conjunto aleatorio compacto el cual atrae fuertemente a la familia de todos
los subconjuntos acotados de E, entonces la condicion 3. se cumple.

3. implica 1. Se vera que la condicién 3. implica que todos los €2 limites de B son invariantes
respecto a @. Por el Lema 1.3.3 se sabe que Qp (w) es débilmente invariante respecto a ¢,
para todo B € B. Para ver la contencién Qp (9 (w)) C ¢ (t,w, Qp (w)), sea y € Qp (V4 (w)),
entonces 1m0 d (@ (tn, Uy, (Vs (w)),bn),y) = 0, para alguna sucesion {t,},.y € R tal
que t, — oo y alguna sucesion {b,},.y € B. Dadot € R,sea M = {n € N:t, -t >0}y
considérese la sucesion

{o(ta 1.0 @), 00)}  CE.

neM
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Puesto que £ atrae fuertemente a B, entonces

lim d (¢ (tn — £, (@) ,bn) , K (w)) = 0.

n—o0

Por lo observado (al principio de la demostracién de la Proposicién 1.3.6.), se sabe que existe

una sub-sucesion
{‘P (tnk —t, ﬁ—(tnk—t) (w) 7bnk> }keN CE,

ng € M, la cual converge a algin punto z (w). Claramente z (w) € Qp (w) por la caracteri-
zacién de la Definicién 1.3.2. Usando la continuidad de ¢ (t,w) se concluye que

P (tw, 2 (W) = llmgo(tw S0( 49, M,bnk))
= Jim ¢ (tn 9, ) )b ) =

por lo tanto Qg (¥ (w)) C ¢ (t,w, Qg (w)).

Por otra parte, nétese que B es contablemente generada, es decir, existe una familia
contable By C B tal que para todo B € B existe By € By tal que B C By (tomando
By = {BY},en: Br ={y€eE:d(y,xz)<r}, z € Eyr >0),y asi, de la Definicién 1.3.2,
Qp (w) C Qp, (w), para todo w € Q. Sea

= UJ%w= U QW)

BeB Bo€eBy

El hecho que By sea contable y el Lema 1.3.9 implica que &7 (w) C ¥ (w), para casi todo
w € Q, y en particular, &7 (w) es compacto, para casi todo w € 2. Mas atin se cumple que

¢ tw o (w)C JeltwQsW)C | QB WhWw) = (W),

BeB BeB

donde se ha usado el hecho que g es débilmente invariante respecto a . Por otra parte,
del hecho que g es invariante respecto a ¢ se tiene que

U Q0 @) = U ¢ (tw, QW) C et o @)).

BeB BeB

Puesto que &/ (w) es compacto, también lo es ¢ (t,w, o/ (w)) es compacto, y asi

427(1975 U QB ﬁt )) = Qp(tawad(w))’

BeB

de donde se concluye que &7 es invariante respecto a ¢. Ahora se vera que 7 es un B-atractor
fuerte. En efecto, notese que (1p atrae a B, para todo B € B, pues si no fuera asi, existirian
B € B, § > 0, una sucesién {t,} C R con t, == oo y una sucesién {b,} C B tal
que para todo n € N,

neN neN

d (¢ (tn, 0, (w),by), 05 (w)) > 4. (1.15)
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Sin embargo, el hecho que £ atraiga fuertemente a B, implica, por lo observado al principio
del Lema 1.3.3, que {¢ (t,, 9, (W) ,bn)},cny € E posee una sub-sucesién convergente, y cuyo
punto limite estd en {2p, lo cual contradice (1.15). Por lo tanto Q25 es un B-atractor fuerte;
pero Qp (w) C & (w) para todo B € B, por lo que &/ también es un B-atractor fuerte.

1. implica 2. Sea € > 0. Puesto que E es un espacio polaco y el atractor o/ es una variable
aleatoria que toma valores en los conjuntos compactos de F, entonces, por el Lema A.2.6
existe un subconjunto compacto C. C E tal que

PlweQ: & (w) CC})>1—c¢

Para 6 > 0 y cualquier subconjunto cerrado y acotado B C E se tiene

' ({Q B UNeti @, )" <M<w>>}) )

s>0t>s

En consecuencia,

P({weQ:BQ UNetid(w),) (06)})

s>0t>s

ZP({weQ:Bg U N e td@w),) (M(“’))}) ~P{we: o (w) £C})

s>0t>s

>1—k¢,

con lo cual queda demostrado 2.

2. implica 1. Considérese una sucesién de conjuntos {B;} ien, © E acotados y cerrados en
E tales que para cada subconjunto acotado B C F existe algin By, k € N tal que B C B;.
Por ejemplo, cada By puede ser tomado como Bﬁo, para algin zy € E. Sea

ﬂ(w) = U QBk (w)

keN

Sea € > (0. Puesto que 2. implica que existe un conjunto compacto C. C E tal que para todo
k € Ny todo § > 0 se tiene que

P({WGQ:QBk(w)QC’f})zl—e,

lo que implica que P ({w € Q : & (w) C C.}) > 1—e. En particular, &7 (w) y Qp, (w) son con-
juntos aleatorios compactos para todo k € N y para casi todo w € €. Ahora se verificara que
(2, es invariante respecto a ¢, para todo k € N. Obsérvese que Qp, (w) es débilmente invari-
ante para o por el Lema 1.3.3. Para demostrar la contencién Qp, (¢ (w)) C ¢ (t,w,Qp, (w)),
sea € > 0 fijo, t > 0 y sea y € Qp, (V; (w)). Entonces lim,,_,oo d (¢ (tn, V_s, (V¢ (w)),by) ,y) =
0, para alguna sucesion {t,},.y C R tal que ¢, == 0o y {by},cy € By. Considere como
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antes, el conjunto M :={n € N: ¢, —t > 0} y la sucesién {gp (tn — 0 (t,—t) (W), bn)}
Entonces para w € 2 tal que que g, (w) C C; se tiene que

neM’

i d (@ (tn,9—e, (9 (W)) ,bn), C.) = 0.

n—o0

Esto implica que existe una sub-sucesion {gp <tnk — 1, ﬁf(t 1) (w), bnk>} cont, —t>0
"k keN
que converge a z (w) € Qp, (w). De esta forma

2 (tv W,z (w)) = klir{olo ¥ (tnka 19_(tnk—t) (w> 7bnk) =Y (w) )

y asi,

P{we:Qp (U (w) Ce(t,w,Qp, (w)}) >1—c

Como la anterior desigualdad se cumple para todo € > 0, se concluye que §2p, (w) es invariante
respecto a @, y por lo tanto, también lo es o/ (w). Resta demostrar que &7 (w) es un B-
atractor fuerte. Es suficiente mostrar que o/ es un atractor fuerte de los conjuntos By, (los
cuales forman un generador de B). Nétese que para casi todo w € €2 se cumple que Qp, (w)
atrae fuertemente a By, para todo k£ € N, ya que si no fuera cierto, existiria un 6 > 0, una
sucesion {t,}, .y € R con t, == 0o y una sucesién {b,},.y C By tal que

d (¢ (tn, 04, (w),by), 0B, (w)) >0, paratodon €N,

con probabilidad positiva. Puesto que {¢ (tn,V_, (W), bn)},cy POSee una sub-sucesion que
converge con probabilidad al menos 1 — ¢, para todo € > 0, el limite de dicha sub-sucesién
debe estar en Qp, (w), lo cual es contradictorio. Por lo tanto, Qp, (w) atrae By y asi < (w)
es un B-atractor fuerte. B

El resultado anterior dice intuitivamente que para que exista un atractor fuerte para la
clase de los conjuntos acotados de F, es suficiente y necesario que exista un conjunto aleatorio
compacto el cual atraiga a todos los subconjuntos acotados. Por otra parte, la condicion 2.
evoca la definicién de tension.

Teorema 1.4.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Existe un conjunto aleatorio &7 es cual es un C-atractor fuerte.

2. Para todo € > 0 existe un conjunto compacto C, tal que para todo 6 > 0 y todo K C E
compacto se tiene

P({wEQ:Kg UNe®to(w), )™ (C’f)}) =i

s>0t>s

3. FExiste un conjunto aleatorio compacto & el cual es un fuertemente C-atrayente.
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Demostracion. La equivalencia entre las condiciones 1. y 3., al igual que el hecho que la
condicién 1. implica la condicién 2., se sigue de la demostraciéon anterior. Ahora se verificara
que 2. implica 1. Considere, para cada k& € N, un conjunto (', que cumpla la condicion 2.,
y sea

o (w) = Qc,, ().
keN
Como en la demostracion del teorema anterior, obsérvese que &7 es un conjunto aleatorio
compacto e invariante, por lo tanto resta demostrar que o/ atrae fuertemente a todo conjunto
compacto K C FE. Sea K C E un conjunto compacto, entonces por (i es invariante (por
un argumento similar al del teorema anterior). De esta forma, dado n € N se tiene que

1—i§P({weQ:QK(w)gCl/n}) <P({weQ: k() S, }),

donde se ha usado el Lema A.2.7 para la segunda desigualdad. Por lo tanto Qf (w) C &7 (w),
para casi todo w € €, y asi &/ atrae fuertemente a K, es decir, &/ es un C-atractor fuerte.

|
Criterios para determinar atractores débiles

En esta apartado se presentan resultados similares a los probados en el apartado anterior.
La gran diferencia radica en que la propiedad 2. de los Teoremas 1.4.3 y 1.4.4 se cumple uni-
formemente en el tiempo, mientras que para atractores débiles, dicha propiedad se cumplird
puntualmente en el tiempo. Como antes, (¢, ¢) es un SDA sobre (E, dg) tal que ¢ es continuo
en E,ysi A C FE, se denota una vecindad cerrada de A de radio 6 como A°.

Teorema 1.4.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. FExiste un conjunto aleatorio o/ es cual es un B-atractor débil.

2. Para todo € > 0 existe un conjunto compacto C, tal que para todo § >0 y todo B C E
cerrado y acotado, existe to > 0 con la propiedad que para todo t > t

P({wéQ:gp(t,w,B) - (C’f)}) >1—e

3. Existe un conjunto aleatorio compacto & el cual es débilmente B-atrayente.

Demostracion. Claramente 1. implica 3. por definicion.

3. implica 2. Sea £ un conjunto aleatorio compacto el cual es débilmente B-atrayente. Sea
€ > 0. Puesto que E es un espacio Polaco y % es una variable aleatoria que toma valores
en los subconjuntos compactos de F, entonces por el Lema A.2.6, existe un subconjunto
compacto C, C FE tal que

€

P({wEQ:%(w)QC’e})Zl—i.
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Por la Observacion 1.3.8, para todo d > 0 y todo subconjunto acotado B C FE| existe t tal
que para todo t > ty se tiene que

€
P({weQ:pt,9(w),B)C A (w)})>1- 5
Por lo tanto, para todo t > t:

]P’({wEQ:gp(t,w,B) QCS}) :P({wEQ:gp(t,ﬁ,t(w),B) gZCf})
<P({weQ:pt,9(w),B) LA (W)}

+P{weQ: H (w) L C}) <e,

con lo cual queda demostrado 2.

2. implica 1. Sea xo € F un punto fijo de F y considere un conjunto cerrado Bg’jo CFE,
k € N tal que C,_, C B’;O, k € N. Definase recursivamente una sucesién {u,} C R, tal
que u, >n,n €Ny

neN

]P’({w € Q:@(Zuk,w,8n> - C’;%}) >1-2" me{l,---,n} (1.16)

k=1

PlweQ:o(u—nw B, CB,1})>1-2""" paratodou>u,,n>2  (1.17)

Definase ¢, = > j_; ux, n € Ny sea

Entonces la desigualdad (1.17) implica que

> P({w e Q:p(ug,w,By) € Br_1}) < o0,

k>2

por lo tanto, por la parte trivial de Lema de Borel-Cantelli, se tiene que existe un conjunto
Qy € F tal que P () = 1 y para todo w € {2 existe jy (w) € N tal que

¥ (uj7 19—75]' (W), Bj) C Bj

para todo j > jo(w) (donde se ha usado la invariancia de J; preserva medida para todo
t € R). En particular, usando la propiedad de cociclo se tiene:

,Q{(W) = n (2 (tjyﬁ—t]- (w) s Bj), w e Qo.

J=jo(w)
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Se afirma que o es un B-atractor débil. Primero se demuestra que o7 es un conjunto aleatorio
compacto. Fijese m € N; usando (1.16) se obtiene que para todo n > m,

P({w €N (w)C 021121}) ZP({W €eQ:p(ty, I, (W),B,) C C'Qlf:ln})
—P({w e Q:jo(w) >n})
>1-2"-PH{we:j(w)>n}) 21 -2,

por lo tanto, P ({w € Q: & (w) C Cy-m}) > 1 —27™ para todo m € N, y de esta forma .o
es compacto para casi todo w € €.
Ahora se demuestra que &7 es invariante respecto a ¢. Para t > 0 fijo, obsérvese que

p(tw, o (w) € & (U (W)

En efecto, para cualesquiera ¢ > 0y § > 0, se escoge n lo suficientemente grande tal que
()P ({weQ:p(tn 0y, (w),Bn) S (w)}) >1—5,
(i) P({w € Q: jo (@) >n+1}) < &,
(iii) 27" <
Entonces

£
3

P ({w €N:p(tw, o (w)) C o’ (0 (W)>})

> P ({w €eQ:p (t,w, ® (tn+1,19_tn+1 (w) 7Bn+1)> C o (0, (w))})
—PH{weN:jo(w) >n+1})

> P ({w €Ny (t +tni1, V4, (W) ,Bn+1> C @ (tn, Uttt (W) 7Bn)}> 3
—PH{we:jo(w)>n+1}),

y asi

P({we:pltwd @) C o’ (0.(w)))

>P ({w €Ny (t +tnr1 — b1, Uy, (w),Bn+1) C Bn}) — 236 >1—c¢,

donde se ha usado la propiedad (i) y la propiedad de cociclo para la segunda desigualdad; la
propiedad (ii) y la propiedad de cociclo para la tercera desigualdad, y la desigualdad (1.17)
y la propiedad (iii) (junto con la propiedad de ciclo) para la cuarta desigualdad. Puesto que
d, € > 0 son arbitrarios, esto implica que ¢ (t,w, & (w)) C o (¥ (w)) para casi todo w € .
Ahora se probara que <7 (9 (w)) C ¢ (t,w, & (w)) para casi todow € 2. Seae >0y § >0
arbitrarios y sea ¢ € N tal que
D) P({weQ:ptnd, (w),B) C o’ (w)})>1- ¢, v asi

P({weQ:ptwetnd, @), 5) Cpltw,d @)})=1- % (1.18)
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(i) P({w € Q: jo (w) > n+1}) <5,
(i) 20 < &,
(iv)i >t —1.

Entonces

P({weQ: o (0 (w)Cpltwd W)}

>P ({w €N (U (w)) Colt,w, @ty (W), Bz))}) _ %
> P ({w eQ:p (ti+1,79t_ti+1 (w) >Bi+1) C ot w0ty (W), Bz))})
—P({we:jow) >z+1})_§

> P ({w€Q: ¢ (tirr, sy (W), Bira) S (tw, (b0, (W), Bi)) )
“P{weQ:jo(w) >i+1}) —g,

y asi

P({weQ: o (9,(@) Cplw o @)}
Z P ({w c Q: (Y2 (ti+1 - ti - taﬂtftijq (w) ) BiJFl) g BZ})
—IP’({wGQ:jO(w)>n+1})—§21—6,

donde se ha usado la desigualdad (1.18) para la primera desigualdad; la propiedad de cociclo
para la cuarta desigualdad, y las propiedades (ii), (iii) y (iv) asi como la propiedad (1.17)
para la desigualdad final. Puesto que € > 0 es arbitrario, entonces para casi todo w € Q y
todo § > 0 se tiene que & (¥, (w)) C ¢ (t,w, &° (w)), y en virtud del Lema (A.2.8) parte 2.
se concluye que para casi todo w € €, & (V; (w)) C ¢ (t,w, o (w)).

Por 1ltimo, se demostrara que para todo conjunto acotado B C FE, o atrae débilmente a
B. Sea B C E un conjunto acotado de F, €, > 0 cualesquiera niimeros fijos. Entonces existe
j € Ntal que 277 < 5 BC By ]P’({w eEQ:p (tj,ﬁ_tj (w),Bj) C (w)}) >1-5. Por
lo tanto, para todo ¢t > ¢,

[P’({w €Q:p(t, Yy (w),B)C (W)})
>P({we i (b0, @), B) o’ @)
—P({ot V4 (w),Bjs1) L ¢ (tj,0-, (), B))})

>1—ck¢,
donde se ha usado la propiedad (1.17) para la tltima desigualdad. B
Teorema 1.4.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe un conjunto aleatorio <7 es cual es un C-atractor débil.
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2. Para todo € > 0, existe un conjunto compacto C. tal que para todo 6 > 0 y todo C C E
compacto, existe to > 0 con la propiedad que para todo t > tg

P({weﬁzgp(t,w,C) C (05)}) >1—e

3. FExiste un conjunto aleatorio compacto & el cual es débilmente C-atrayente.

Demostracion. Por definicién, 1. implica 3. Ademas, 3. implica 2. por un argumento similar
al del teorema anterior.

Para probar 2. implica 1., se seguird la demostracion del teorema anterior. De los lemas
A.2.6 y A.2.9 se sigue que para toda sucesion {9, },, . tal que 9, > 0 para todo n € N, existen
sucesiones {7V, },cy tal que v, > 0 para todo n € Ny {u,}, .y tal que u, > n, al igual que

subconjuntos U, C [%, 2un}, n € N tales que u,, € U, y A (U,) > %un — 9, para todon € N,

y tal que los subconjuntos B, := Cy", C E, n € N cumplen las siguientes desigualdades:

P ({(p (Z ui,w,Bn> C 021/?,1}) >1-2"""" paratodom € {1,...,n}, (1.19)
i=1

P({¢ (u,w,B,) C Bp_1}) >1—2""" para todo u € U,,n > 2. (1.20)

Escéjase una una sucesiéon sumable {5n}neN y definase ¢,, := > | u; para cada n € N, y sea

‘@{(W) = ﬂ U (p(tkﬂﬂ*tk (w)ka)'

neN k>n

Definase €2y y w — jo (w) como en en el Teorema 1.4.5. Entonces se tiene que

o (w)= [ ¢ (tj,ﬁ_t]. (W), Bj), para todo w € €. (1.21)

J>jo(w)

Nuevamente, se demostrara que 7 es un C-atractor débil.

Para demostrar la invariancia, primero se remplazan ambas condiciones (iii) del Teorema
1.4.5 por el resultado al multiplicar por 2 al lado izquierdo (esto se hace, debido al factor
272 que aparece en (1.20)). De esta forma todas las estimaciones se siguen, excepto que
que se requiere que t + u,y1 € U, v u; — t € U, respectivamente. De la definicién de los
conjuntos U, y la sumabilidad de la sucesion {6, }, . se sigue que para casi todo todo t > 0
(en la mediad de Lebesgue), t +u,, € U, y u, —t € U, para una infinidad de indices n. Por
lo tanto:

T:={t>0:¢(t,w, o (w) = (V; (w)), para casi todo w € Q}

es tal que A (T) = oo. Mas atin, la propiedad de cociclo de ¢ permite mostrar que 7' es
cerrado bajo la adicién, y asi concluir que T = [0, 00).
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Resta demostrar que o7 atrae todo los subconjuntos compactos de E. Para ello, sean § > 0
y € > 0 cualesquiera. Escéjase ko € N tal que 2k > 2/e de forma que para todo k > ky se
cumpla que

P({weQ:d(p(tyd_, (w),By), o (W) >6}) < % (1.22)

lo cual es posible debido a (1.21). Sea C' C E un conjunto compacto. Puesto que By = C§ |
la condicién 2. da la existencia de un tiempo ¢t > 0 tal que para todo ¢t > t¢

PHwe:p(t,w,C)C By}) > 1—%.

Usando la propiedad de cociclo se tiene que para todo t > t¢:

1— % <P{weQ:p(t, V4 (w),C) C Bi})
< P({w € Q: ¥ (tk?ﬁ_tk (w) P (t’ﬁ_tk_t (w) ) C)) Ce (tk?ﬁ_tk (w) ’Bk)})
=P({weQ:p(ty+t,0-4— (W), 9ttt (w),C)) C @, Vs, (W), Br)})-

Junto con (1.22) se tiene que para todo t > t¢ + iy
P{weQ:d(p(ty,d 4 (w),C), o (w)) >d}) <e.
Puesto que la anterior desigualdad se cumple para cualesquiera ¢ > 0 y € > 0, entonces

P— tlircr}od(go (t, 04 (w),C), o (w))=0.1



Capitulo 2
Existencia de flujos para ecuaciones di-
ferenciales estocasticas

§2.1 Introduccién

En la teoria de sistemas dinamicos deterministas, dado un sistema dinamico determinista
(M, B(M),\, {<Pt}teR>> donde M C R"™ es un domino (abierto conexo de R"), A es la medida
de Lebesgue en R” restringida a M y ¢t — ¢; () una funcién absolutamente continua para
cada z € RY, existe una funcién medible f : M — R” localmente Lipschitz, tal que para
todot >0y todope M

®)=p= [ 1o () ds 2.1)

En este caso se dice que ¢ es generado por la ecuacién diferencial auténoma y (t) = f (y (t)),
con condicién inicial y (0) = p. Sin embargo, jcudndo una ecuacién diferencial auténoma
genera un sistema dindmico que cumpla la condicién (2.1)7

Para responder la pregunta anterior en el contexto de SDA, en este capitulo se dan algunos
conceptos y notaciones, basando los argumentos en Arnold [1]. Se introducen los conceptos
de hélice y hélice cruda y se demuestra que bajo ciertas condiciones sobre el espacio de
estados, dada una semimartingala sobre su espacio de estados, existe un SDA filtrado y una
semimartingala hélice definida en este, de forma que la semimartingala y la semimartingala
hélice coinciden en distribucion. En la Seccion §1,4 se presenta el resultado principal del
capitulo, el cual establece que una ecuacion diferencial estocastica de Stratonovich genera,
bajo hipétesis de regularidad, un SDA. Se trabaja con este tipo de integrales porque, como se
vera en el Capitulo 3, para este tipo de ecuaciones es relativamente sencillo dar condiciones
sobre los coeficientes de difusion, de manera que existan atractores para el flujo.

Por ltimo, el material presentado en este capitulo se basa en el libro de Arnold [1], y el
articulo de Arnold y Scheutzow [15].

Definicién 2.1.1. Sea k,n € Ny 0 < § < 1. Sea €% (R",R") el espacio de Fréchet de las
funciones f : R" — R" tales que f tiene derivadas hasta orden k las cuales son continuas, y
si 0 > 0, entonces la k-ésima derivada es localmente Holder continua de pardmetro 0 (para

33



Existencia de flujos para ecuaciones diferenciales estocasticas 34

9 = 1 esta condicién se reduce a localmente Lipschitz continua). Para cada K C R" compacto
vy a=(ai,...,q) € NF sean

Il = D supllD*f (@)]lg.. d=0,

0<[a]<k T€K
|1 D*f (x) = Df (y)lIgn

||f||k,5,K = ||f||k0K + Z sup , 0<o<1,
[a]=k TYEK |z = yl|gn
TFY
las seminormas asociadas, donde [a] = X" a; y D*f (z) = W‘gam f ().

Definicién 2.1.2. Sea k,n € Ny 0 < < 1. Sea 6,° (R*,R") el espacio de Banach de las
funciones f : R® — R" tales que f € %9 (R",R") y tal que las normas

IS (@)lgn o
Hf“k(] 1= sup I T Z sup [|[Df (z)[|lg., 6 =0,
TER™ H HR" 1<[a}<k1’€Rd
HDaf () = D*f ()|~
||f||k,53=||f||ko+z - B™ 0<6<1,
=, ot 1z = yl[gn

son finitas.

Definicion 2.1.3. Sea k € Z" y 0 < § < 1. Definase
6" ={ge € R xR",R") : ||glly; < oo},

donde

g (@, y)|lgn
gl = sup + sup | Dy Dyg (x, )|,
mo - (1 + [J2flgn) (1 + [[¥llgn) 1<|Za:<k H

ysid >0,

g (z,y) —g (@, y) —g(@,y) + 9@ y)|gn
lgllio = llgllyo +sup > =

10 0
r#T 1 <|a|<k |z — 2|z Iy — ¥'llzn
y#y'

De manera aniloga se define €.

Un resultado basico de la teoria de sistemas dindmicos deterministas es el siguiente: si
fed (R,R)o fe%” (R R), entonces la ecuacion y (t) = f (y (t)) genera, a través de
su solucién, un flujo x — ¢4 (z), x € R, el cual es continuo y forma un sistema dindmico
determinista de clase €*. De esta forma, existe una correspondencia uno a uno entre los sis-
temas dindmicos deterministas y los campos vectoriales asociados a ecuaciones diferenciales
autonomas.
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§2.2 Calculo estocastico para tiempo T =R

Durante este capitulo se supondra que los sistemas dindmicos aleatorios estan definidos
sobre R™ dotado de la métrica inducida por la norma euclidiana |||z, en R", y ademaés
(Q, F,P) es un espacio de probabilidad completo.

Definicién 2.2.1. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad y {F!: s,t € R, s < ¢} una fa-
milia de sub-o-algebras de F con las siguientes propiedades:

1. FL C F?, para cualesquiera u < s <t < v,

2. Flit th§ y F._ = F! para cualesquier s € (—oo,t], donde F't = N,o, Fy F._ =
ﬂu<s fu’

3. F! contiene todos los conjuntos de medida nula respecto a P, para cualesquier s €

(—o0, t].
Entonces {F! : s,t € R, s <t} es llamada una filtracion bilateral sobre (Q, F,P).

Definicién 2.2.2. Sea {F! : s,t € R, s < t} una filtracién bilateral sobre un espacio de prob-
abilidad (Q, F,P) y sea F': R x R x 2 — R™ un mapeo medible en la o-dlgebra producto.

1. {F (u,v,-) : u,v € R} es llamada una semimartingala hacia adelante si para cada s €
R, {F(s,5+1,)},5, es una semimartingala respecto a {F;™'},..

2. {F (u,v,-) : u,v € R} es llamada una semimartingala hacia atrds si para cada s € R,

{F (s,s —t, ')}tzo es una semimartingala respecto a {fit}po'

3. {F (u,v,-) : u,v € R} es llamada una semimartingala si es una semimartingala hacia
adelante y hacia atras.

Notese que en la definicion anterior no se dice que F' sea una semimartingala respecto a
una filtracién en particular puesto que NO lo es en el sentido usual de la definicion.

Definicién 2.2.3. Sea (Q, FO. P, {ﬁt}teR) un sistema dindmico métrico, sea F la com-
pletacion de F° con los conjuntos de medida nula respecto P, y {F’}, <; una filtracion bilat-

eral para el espacio (2, F,P). La quintupla (Q, FOP A} er s {]:;t}sSJ es llamada sistema
dinamico filtrado, si para cualesquiera s,t,u € R, s <t se cumple que

0t (7) =
Observacion 2.2.4. de Sam Léazaro y Meyer [4] describen una forma de construir un sistema

dindmico filtrado a partir de cualquier sistema dindmico métrico. A continuaciéon se muestra
este procedimiento.
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Sean (Q,}-O,IP’, {ﬁt}teR) y F como en la definicién anterior. Sean A", A~ C F dos o-
dlgebras, tales que para todo N € F con P(N) =0 se cumple que N € ATN A"y

;! (A*) C A" paratodot >0, y ;! (Af) C A~ para todo t <0.

Se define Ft := ;' (A7), F, := ;' (A") para cualesquiera s,t € R, y para s < t, sea
Fl = F'N Fs; entonces la familia {F!:s,t € R,s <t} es una filtracién bilateral sobre
(2, F,P). En efecto, primero se observa que {F'},_; es una sucesién creciente ya que si
s € Ryt >0, entonces

Fo=0]t (A7) =05, (A7)
=0l o0} (A7) Sl (A7) =F+.
Analogamente se demuestra que {Fs}, . es una sucesion decreciente. De lo anterior, para
cualesquiera u < s <t < v, se cumple
Fl=FnNnFCF' NF,=F.

En de Sam Lazaro y Meyer [4], pg. 4. se prueba que Fi* = Fly Fl_ = F! para cualesquiera
s < t. De esta forma se deduce que {F!:s,t € R,s <t} es una filtracién bilateral sobre
(2, F,P). Resta verificar que para cualesquiera s,t,u € R, s < t se cumple que 9, (F!) =
FLt. Obsérvese que

9,0 (FL) =0t (P nF) =0, (F) Nt (F)
=9 o ! (A_) N, od;? (A+)
=Vt (A7) N0 (A7) = Bt

Definicién 2.2.5. Sea (Q,]:O,IP’, {ﬁt}teR) un sistema dindmico métrico y (H, o) un grupo.
Una funcién F : R x Q@ — H es llamada un cociclo (o hélice en el caso que (H,o) sea
abeliano) si F' (t + s,w) = F (t,95 (w)) o F' (s,w), para cualesquiera s,t € R y todow € Q. F
es llamada casi cociclo (o casi hélice en el caso que (H, o) se abeliano) si la relacién anterior
se cumple para cualesquiera s,t € R y casi todo w € €.

Noétese que, en contraste con la Definicion 1.2.3(1), de la Definicién 2.2.5 se sigue de
inmediato que F'(0,w) = ey, donde ey es el elemento neutro del grupo H. En el siguiente
resultado se verd cémo una hélice definida en [0, €] x €, para todo € > 0, puede extenderse
de manera tinica a R x 2.

Proposicién 2.2.6. Sea (H,o) un grupo. Si (Q,]:O,]P, {ﬁt}teR) es un sistema dindmico
métrico tal que para todo € >0, F :[0,¢] x Q — H es una funcion que cumple:

F(t+hw)=F(hv(w))oF(tw), para cualesquiera 0 <t <t+h <€ y todo w € €1,

entonces F' puede extenderse de manera unica a una hélice F'. Si la relacion anterior se

cumple para casi todo w € €2, entonces F' puede extenderse de manera unica a una hélice
cruda F'.
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Demostracion. Se define F (s,w) := F (s,w), para todo s € [0,€], y por induccién sobre
k € N, se define B B B
F(ke+ s,w) := F (s,V (w)) o F (ke,w), (2.2)

para todo s € [0, ¢]; si k € =N,
F(ke+s,w) = F (5,04 (w)) 0 F(e,0 (w)) "0 F((k+1)e w),

para todo s € [0,¢€]. Se tiene que F' estd bien definida, es en efecto una hélice y es la tinica
extension de F' que cumple con lo requerido. B
A continuacién se introduce una clase particular de hélices que son semimartingalas.

Definicién 2.2.7. Sea (Q, FOP A} g » {H}S<t) es un sistema dindmico métrico filtrado.
Una hélice F': R x Q — H donde (H,o0) := (R",+) es llamada una semimartingala hélice
(o bien semimartingala hélice hacia adelante o bien semimartingala hélice hacia atrds) si la
funcién G : R xR x 2 — R" definida por G (s, t,w) := F' (t,w) — F (s,w) es una semimartin-
gala (respc. semimartingala hacia adelante y semimartingala hacia atras) en el sentido de la
Definiciéon 2.2.2.

En el siguiente teorema se vera que la existencia de una semimartingala en un espacio
de Hausdorff con base contable, garantiza la existencia de una versién continua de una
semimartingala hélice la cual coincide en distribucién con la semimartingala.

Teorema 2.2.8. Sea E un espacio de Hausdorff localmente compacto son base contable.
Sea {.7-";5 st eR s < t} una filtracion bilateral sobre un espacio de probabilidad completo

(Q,]:", IP)) Sea F: R x Q x E — R™ una aplicacién continua en (t,z) € R x E, para todo

w € Q, y tal que F(0,0,2) = 0 para cualesquiera v € E y o € Q. Si G (s, t,w,z) =

F(t,w,z)—F (s, w,x) es una semimartingala (o bien una hacia adelante o bien hacia atrds
) ) ) )
para cada x € E y F tiene incrementos estacionarios, es decir

{F(tJrh,w,x)—F’(t,w,x):xEE,hGR}L:ey{}_?(sqth,w,a:)—ﬁ'(s,w,x):xGE,hGR},

para cualesquiera s,t € R, entonces existe un sistema dinamico métrico filtrado

(Q, FOP, {Vi}ier s {Fst}sq)

y una familia de semimartingalas (respc. hacia adelante y hacia atrds) hélice F': RxQx E —
€ (E,R"), las cuales son continuas en cada (t,x) € R X E, para todo w € Q y ademds F y
F' tienen la misma ley.

Demostracién. Sea Q = %, (R, % (E,R")) y F° := B(Q) la sigma algebra de Borel (la
menor sigma algebra que contiene a los abiertos en la topologia de convergencia uniforme
sobre compactos de € (ver Apéndice A, Seccién §1,1)); de igual forma se dota a € (E,R") de
la sigma generado por la topologia de convergencia uniforme sobre compactos, B (¢ (E,R™)).
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Se define el desplazamiento 9. : R x  — Q, y se denota por 9 (t,w (-)) := ¥ (w (+)), como
sigue:
Y (w(s) =w(t+s)—w(t), paratodow € Q, s, teR.

Se tiene que ¥ es medible respecto a B (R) @ F°/F° puesto que 2 y R son ambos espacios
topoldgicos con base contable (ver Real Analysis and Probability, Dudley, 1989). Por otra
parte se cumple que

Vps (W) =w(t+s+-)—w(t+s)
= (w(s+:)—w(s) =00 (w())), paraw € Qy s, teR.

Nétese que F (t,@,--) € € (E,R"), para todo (t,0) € R x Q, y asi, para cada @ € Q, F
puede representarse como la variable aleatoria X : Q — Q, tal que X (@) = F (-, @, --), donde
F(,@,-):R— € (E,R") es una aplicacién dada por t — F (t,&, ). De esta forma, sea P
la medida de probabilidad sobre  inducida por P, es decir

PloeQ:weA}):=P({oecQ:X (@) ecA}), Ac P (2.3)
Noétese que para todo A € F° y todo t € R se tiene que:

WPH{weN:weA) =PHweQ:we{ €Q: 0 ()€ A}})
P({@eQ: X (@) e{w e:dW)eA}})
P({meQ:v,[X@)eA})
P{oeQ: F(t+ )= F(tw )€ A})
P{oeQ:F(,0,)eA})=P{ueQ:we A},

donde se ha usado que [ tiene incrementos estacionarios y F (0, @, z) = 0 para cualesquiera
(@,z) € QxE. De esta forma IP es invariante respecto a ¢. Definase F : RxQxE — € (E,R")
por

F(t,w,x) =w(), teRweQrek,

donde w (t) : E — R" es la funcién tal que x +— w (t) (z), para cada v € E. Entonces F'y
F tienen la misma ley en el sentido de (2.3) y ademdas F' es una hélice con valores en en el

grupo (H, o) := (C (E,R™),+) ya que
F(t+hwx)=9%(wh)+F(twz)=Fhw),z)+F(t,wz).
Sea F la completacién de F°, es decir
F = {AUN:AG]:O,NQME]-“talque]P(M):0}

y se extiende P a F de manera usual, de forma que P(AU N) =P (A), donde AUN € F.
Sea N :={AeF:P(A) =0}y

A" =0 (NUo{w(s),s <0})

At =0 (N Uo{w(s),s >0}),
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donde o {w(s),s <0} :=c{{weQ:w(s) e A,s<0}:AecB(¢(F,R"))}yandlogamente
se define o {w (s),s > 0}.

Se cumple ¥; ! (A7) € A~ para todo t < 0 ya que si B € 9; ' (A7), entonces existe A~ €
A talque B={weQ:w(t+:)—w(t) € A }. Supongase que A~ ={w e Q:w(s) € A}
para algin s < 0 y algin A € B(% (E,R")), entonces de la continuidad de la suma en
el espacio topolégico B (% (E,R")) se sigue que A"~ := A+ w(t) € B(% (E,R")), y asi,
denotando por wy (s) = w (t + s), se concluye que para algun A"~ € B (% (E,R")):

B:{wteQ:wt(s)EA”}

es decir, B € A~. Como los conjuntos A~ forman una familia generadora de A~, entonces
el resultado es valido para todo A~ € A~. Andlogamente se demuestra que 9; * (A*) C AT,
para todo t > 0. Se define F! = ;' (A7), F, = U7 (A") para cualesquiera s,t € R y si
s <t, sea F! := F' N F,; entonces por la Observacién 2.2.4, es una filtracién bilateral sobre
(Q, F,P).

Resta demostrar que para cada x € FE, F(-,-,x) es una semimartingala hélice (hacia
adelante y hacia atrés). La prueba para el caso de semimartingala hélice hacia adelante
es como sigue: obsérvese que el mapeo X : Q — Q es medible respecto a F/F y ademds
XP =P, ya que si A € F, entonces

XP(A) =P (X' (4))
=P({0eQ: X @) eA})=P({weQ:we A}) =P(4).

Por otra parte, se cumple que G := X1 (F!) C .7:2, para t > s. Dado que el proceso estocas-

tico {F (t+s,-,x)— F (s, "x)}tzo es una semimartingala respecto a {f§+t}t20 para cua-

lesquiera z € R™ y s € R, por el Teorema A.2.10 se tiene que {P_’ (s+t,-,2)— F (s, x)}

u>0
es una semimartingala respecto a {G:*'},_ | para cualesquiera z € R" y s € R. Por tltimo,
del Teorema 10.37 de Jacod [8], pg. 329, se tiene que {F (s +1t,-,x) — F (s,+,2)},5, €s una
semimartingala respecto a {F:*'},.,, para cualesquiera x € R" y s € R. La prueba para
semimartingala hélice hacia atrés es analoga a lo anterior. H

El siguiente resultado conecta el sentido clasico de semimartingala con el de semimartingala
hélice.

Teorema 2.2.9. Sea (Q,]—"O,]P’, {ﬂt}teR7{‘F§}s<t) un sistema dindmico métrico filtrado y
F: R xQ — R" FEntonces F' es una semimartingala hélice hacia adelante si y solo si
F es una hélice y {F (t,-)},5, es una semimartingala respecto a {F{},~,, en otras pal-
abras, {F (s+t,-) — F (s,")},~, €s una semimartingala respecto a {F:T'},., si y solo si
F(s+t,w)=F(t9; (W) + F(s,w) para cualesquiera s,t € R y todo w € Q, y {F (t,*)},50
es una semimartingala respecto a {F(},~,. De manera similar, F es una semimartingala
hélice hacia atrds si y solo si F es una hélice y {F (—t,-)},5, es una semimartingala re-

specto a {fgt}t>0' Por altimo, F es una semimartingala hélice si y solo si Fes hélice y
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ambas, {F (t,-)};50 Y {F (—t,)},=q, son semimartingalas respecto a {Fg},5q ¥ {fot}

t>0’
respectivamente.

La demostracién de este resultado se encuentra en Arnold [1], Proposicion 2.3.10.
En el siguiente resultado muestra que una semimartingala hélice esta caracterizada por
sus caracteristicas locales, via la descomposicién usual de de Doob.

Teorema 2.2.10. Sea (Q,]:O,]P’, {ﬁt}teRa{H}sgt) un sistema dindmico filtrado dado, F
una semimartingala hélice hacia adelante sobre R™ y

F(t,w)=M"(t,w)+ B (t,w), >0,

su descomposicion candnica como semimartingala respecto a {F(},sq, donde {M™ (t,-)},5,
es una martingala local respecto respecto {Fg},~o y {BT (t,+)},5o €5 un proceso adaptado a
{F&} o0 v localmente de variacion acotada. Entonces existe

(i) un proceso creciente {AT (t,-)},5, con valores en R, el cual es adaptado respecto a
{Fi} o0 v tal que AT (0,w) = 0, para todo w € €,

(ii) un proceso {b* (t,)},5o con valores en R? el cual es predecible respecto a {Ft},~o, Y

(iii) un proceso {a™ (t,+)},~, con valores en las matrices no negativas definidas de tamano
n xn, el cual es predecible respecto a {F(},~o, y tal que para cualesquiera t >0 y w € §, se
tiene que

B (t,w) = /[0 SV (5.0) dA" (s,0),

t

;; (t,w) = <M;r (,w), M;“ (-,w)> = /[07t] a;; (s,w) dA™ (s,w).

Demostracion. Para cada t > 0 se define

d
+ . + +
A* (tw) = ;::1 (/M By (s,w)] + (M; >t> +t,
F(t,w) — B (s,w)
+ R i ) i )
b (t,w) := llnf;Tstup AT (Lw) — A (5.0)
5 (tw) = Qf (s,w)
+ 1z 1] ) 1) )
aj; (t,w) = llnf;Tstup A+ (f.w) — A* (5.0)

Entonces b;” es una versién de la derivada de Radon-Nikodym de B;" respecto a AT y afj es
una version de la derivada de Radon-Nikodym de Q;; respecto a AT, W

Obsérvese que en el resultado anterior, es posible que F' sea una semimartingala hélice
hacia adelante sobre R¢ y

F(t,w)=M (t,w)+ B~ (t,w), t<0,

su descomposicién candénica como semimartingala respecto a {F}},,. En este caso se tiene
que existen
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(i) un proceso creciente {A~ (¢,-)},., con valores en R, el cual es adaptado respecto a
{F},<0 v tal que A~ (0,w) = 0, para todo w € Q,

(ii) un proceso {b~ (t,-)},o, con valores en R? el cual es predecible respecto a {F{},oo, ¥

(iii) un proceso {a~ (t,-)},<, con valores en las matrices no negativas definidas de tamafio
n x n, el cual es predecible respecto a {F},,, tal que para cualesquiera t <0y w € 0,
tiene que -

B (t,w) = / b (s,w) dA™ (s,w)

04
Q; (t.w) == (M (,w), M5 (L)) = /M a; (s,w) .dA™ (5,w)

Definicién 2.2.11. Sea (Q,]:O,IP’, {}ier s {f;t}s<t) un sistema dindmico filtrado y F' una
semimartingala hélice (hacia adelante y hacia atras). Entonces las componentes de la terna
(a™, b7, A") ((a=, b, A7) respectivamente) dadas por el Teorema 2.2.10 son llamadas car-
acteristicas locales de F'. En caso de una semimartingala hélice, se omiten los simbolos + y
— de forma que si F (t,w) = M (t,w) + B (t,w), t € R, entonces

B(t,w) = /M b(s,w) dA (s,w)

Qi (t.w) == (M; (w) , M; (- w)), = / a;; (s,w) dA (s,w).

)

Observacion 2.2.12. Las caracteristicas locales de una semimartingala hacia adelante se han
definido en términos de las caracteristicas locales de la semimartingala {F' (¢, )}, respecto
a {Fi},~o- Se cumple que para cada s € R, la semimartingala {F (s +1,-) — F (s,)},50
respecto a {F: 1}, tiene descomposicién candnica -

F(s+t,w)—F(s,w) = M® (t,w) + B® (t,w),

donde M (t,w) = M™* (t,9, (w)) y B® (t,w) = BT (t,
bles respecto a {.7:§+t}t20 y las caracteristicas locales (
relacionadas como sigue:

a® (t,w) = at (t,9, (w)), b (t,w) = bT (t,9, () y A® (t,w) = AT (t,9, (w)).

Y (w)) son ambos procesos medi-
(5) pls) A(S) (at,bT, AT) estéan

De manera similar se obtienen las caracteristicas locales para semimartingalas hélices hacia
atras y semimartingalas hélices.

§2.3 Integracion estocastica y semimartingalas hélices
con parametro espacial

En este seccion se desarrolla el calculo estocastico para semimartingalas hélices que de-
penden de un pardmetro espacial € R?. La idea general es desarrollar la teoria del calculo
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estocastico para tiempo T = R, bajo el supuesto de la propiedad de hélice. Por analogia en
los argumentos, se formularan los resultados en términos de semimartingalas hélices, pero
los mismos son validos para semimartingalas hélice hacia adelante y hacia atras.

Definicién 2.3.1. Sea (Q,}'Q,IP’, {Vi}ier s {Fg}sgt) un sistema dindmico métrico filtrado,
neNkeZ"y0 < < 1. Supéngase que para cada x € R", F (¢, -, x) es una semimartingala
hélice con valores en (R", +), es decir, para cada x € R", {F (s +1t,-,2) — F (s,-,2)},5, €s

una semimartingala respecto a {F; '}, para cada s € Ry {F (s —t,-,2) — F(s,-,2)},5

es una semimartingala respecto a { ;_t}t>0’ para cada s € R. Para cada z € R", sea

F(t,w,z) =M (t,w,z)+ B (t,w,x), teER,

la descomposicién canénica de F', donde {M (t,-,z)},50 v {M (—t,-,7)},5, son martingalas
respecto respecto {‘Fé}tzo y {}_Et}po’ respectivamente, y {B (t, ')}teR €S un proceso cre-
ciente. Entonces F' es llamada %bk"s (I_R”, R™)-semimartingala hélice si para casi todo w € Q
1. M (t,w,:)y B(t,w,-) estan en Cﬁbk’d (R™ R™), para todo t € R,
2. para todo a € N" tal que [o] < k, la derivada espacial D*M (t,w,x) es continua en

(t,z) y para cada x € R", {DgM (t,-,2)},50 v {DgM (—t,-,7)},5, son martingalas

locales respecto a {Fg}tzo y {fgt}t>0, respectivamente,

3. D2B (t,w,z) es continuo en (¢, x) y ademés, para cada x € R", D¢B (t,w, x) es local-
mente de variaciéon acotada en t.

Se dirad que F es una €% (R", R")-semimartingala hélice, si para casi todo w € Q, la
propiedad 1. de la definicién anterior se cumple en €*° (R", R").

Para una semimartingala hélice con pardmetro x € R", las caracteristicas locales (a, b, A)
dependeran de x. Sin embargo, para el desarrollo de la teoria presente, se hara el siguiente
supuesto.

Supuesto 2.3.2. Para la semimartingala hélice F', existe un proceso {A (¢, -)},.g con valores
en R, continuo para cada t € R, adaptado y creciente en t € R, tal que A (0,w) =0 y:

1. existe un proceso b : R x Q@ x R" — R", tal que {b(¢,-,x)},, es medible respecto
a {Fo}iso ¥ {0 (=1, 2)} 5o es medible {]:9"}»0’ para cada r € R", y ademads, para
cualesquiera xr e R", t e Ry w € ) -

B (t,w, ) :/ b(s,w,x)dA(s,w),

[0.]
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2. existe una funcién a : R x Q2 x R® x R™ — R™, medible respecto a la o-algebra producto
la cual, para cualesquiera x,y € R", t € Ry w € (L

Qtw,z,y) = (M(,wx),M(,wvy)), :/ a(s,w,z,y)dA(s,w).

[0,2]
Las componentes de la terna (a,b, A) son llamadas las caracteristicas locales de F.

Observe que si las caracteristicas locales de F' son (a,b, A), entonces por lo observado en
2.2.12, las caracteristicas locales de

F(s+tw,x)—F(s,w,x)=F(t,0 (w),x) =M (t,9 (w),z) + B (t,9 (w), )
son a (t, Vs (w),x), b(t, 9 (w),x) y B(t, Vs (w),x).

Definiciéon 2.3.3. Sea k € Z+, 0 <6 <1,y A: R — R un funcién medible respecto a
B (R), continua y monétona no decreciente. Sea L, (‘Kbk"; (R™, R™) ,dA) el conjunto de las
funciones f : R x R" — R" para las cuales

= f(t-) €% (R",R") para todo t € R,

» para cada [a,b] C R

175l 6] < 24

Con el sistema de seminormas (2.4), Ly, (Cfbk’é (R™, R™) ,dA) es un espacio de Fréchet.

Los espacios L. (‘5’“7‘5 (R™, R"™) ,dA), L. (ﬁ’ﬂd/l) y L. (‘ET“"S,dA) se definen de

manera analoga.

La Integral de Stratonovich respecto a una semimartingala hélice

Sea F': R x Q x R" — R” una funcién tal que F' es una ¢*? (R", R")-semimartingala
hélice con caracteristicas locales (a,b, A), las cuales cumplen que a € L,, (‘gf"s?dA) para
algin 0 > 0y b € L, (€' (R",R"),dA), para todo w € . Sea f : R x R x  — R" una
funcion tal que {f (s,¢,-) : s,t € R} una semimartingala en el sentido de la Definicién 2.2.2.
Sea s € (—oo,t]. El limite en probabilidad

I(s,t,w) E/

[s:1]

F (od+u,w,f(s,u,w)>

n—1

, 1
=P — lim Z a {F (tk—‘rlawu f (S7tk+1)w>> + F(tk-i-lawa f (S,tk,&}))
A—0 =2

—F (tkaw7f<87tk+17w>> _F(tk7w7f(s’tk’w))}
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(donde s =tg < t; < -+ <t, =ty A :=maXo<r<n_1|ter1 — lk kzeo ) existe y es una

semimartingala hacia adelante, e I (s,t,w) es la integral hacia adelante de Stratonovich de
f(s,t,w) respecto a F.
Por otra parte, sea t € (—o0, s]. El limite en probabilidad

I(s,t,w) = /[ts} F (od*u,w, f (s,u,w))

_P_EEI}OZ {F tk,’—i—law f(s tk-‘rl? )) +F(tk’+1awaf(s7tk7w))

—F (tkvwvf(57tk+1’ )) _F(tk‘awaf(satkvw))}a

existe y es una semimartingala hacia atras, e I (s,t,w) es llamada la integral hacia atrds de
Stratonovich de f (s,t,w) respecto a F.
Notese la analogia con la integral clasica de Stratonovich: si para cualesquiera t,u € R se
cumple que:
F (tvwv / (O,u,w)) =49 (tvw) B (U, w) )

donde ¢g toma valores en R y B toma valores en las funciones de F en R, entonces para
cualesquiera s <t

I(s,t,w) = /[s ] F (od’u,w,f (s,u,w))
n-11

—]P’—ilg})z 9 (trs1,w) + g (e, w)) (B (tisr,w) — B (tk,w))

= g (t,w)odB (t,w).
[0,¢]

En cualquier caso, {I (s,t,) : s,t € R} es una semimartingala en el sentido de 2.2.2.
Lema 2.3.4. Sea s € R. Para casi todo w € ) se tienen las siguientes propiedades:

1. Sit >0, entonces
/[8 " F (od+u,w, f (s, u,w)) = /[O,t] F (od“Lu, I (W), f(s,8+ u,w)) .
En el caso que f(s,s+t,w) = f(0,t,94(w)) para todo t > 0,
/[s’sm ( od u,w, f (s,u,w ) /[O,t]F (Od+u,195 (w), f(0,u,vs (w)))
2. 5it <0, entonces
/{SH?S} F (od*u,w, f (s, u,w)) = /[t,O] F (od_u, I (W), f(s,8+ u,w)) .
En el caso en que f(s,s+t,w) = f(0,t,9(w)) para todo t > 0,
[ F(edtuw fsw) = [ F(odud, (@), f(0,u0,w).
[s+t,5] [t,0]
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Demostracion. El caso 1. se sigue del hecho de que para cualesquierat >0y s € R:

/[s,s-H} F (odJru’ W, f (S, u, w))
n—1

1
=P- E{ﬂ)oz §{F (s + w1, w, f (5,8 + Upy1,w)) + F (s + w1, w, f (8,5 + ug,w))
k=0
_F(S+ukvw7f(sas+uk+law)) —F<S+Uk7w7f(8,8+Uk,W))}-

De esta manera:

I(s,s+tw)
n—1
) 1
=P - lim Z a5 {F (uk‘+17198 (w) ) f (875 + uk+17w)) + F (Sawa f <S7 5+ uk+17w))
A—0 =0 2

+ F (upyr, 9 (W), f (8,8 +up,w)) + F(s,w, f(s,s+up,w))
— F (ug, Vs (), f (8,8 4+ ups1,w)) — F (s,w, f (8,8 + ugs1,w))
- F(“kaﬁs (w),f(s,s—i—uk,w)) _F(57w7f(37$+uk7w))

n—1 1
=P ginm Z 5 {F (Uk+1,193 (w) ) f (S7 s+ uk+17w>) + F (Uk+1,193 (w) ) f (Sv S+ ulmw))
k=0

—F (uk’aﬁs (W),f(3,8+uk+1,W)) - F(ukaﬂs (OJ) ,f(S,S+Uk,LU))}

= F <Od+u7 Vs (w) v (57 s+ u, w)) :
[0,¢]

Los otros casos se demuestran de manera analoga. ll

§2.4 SDA’s a partir de EDE’s

En este seccién se establecerd una correspondencia uno a uno entre semimartingalas hélices
y semimartingalas cociclo.

Definicién 2.4.1. Sea ¢ un cociclo en un sistema dindmico (Q,]:O,IP’, P} ier > {Fst}sgt)
filtrado, sobre (R", ||-||g-) para el cual, si s € R es fijo,

Gs (t,w,x) = (@w,gp‘l (s,w,x)) —z, z€eR"s<t,

es una ¢ (R", R")-semimartingala hélice. Entonces ¢ es una €*° (R", R")-semimartingala
cociclo. Para simplificar notacién, definase

G(t,w,x) =Gy (t,w,x) = ¢ (t,w,x) — x,

Lema 2.4.2. Dado un sistema dindmico métrico (Q,}", P, {ﬁt}teR), las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
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1. (Q,F, P, {ﬁt}teT,g0> es un SDA sobre (R, ||-||gn)
2. Gs(t,w,x) = G (t — 5,95 (w),x), para cualesquiera s < t, v € R™ y casi todo w € ().
3. G es una hélice respecto el producto oblicuo {©,}, g, es decir,
G(t+s,w,x)=G(t0(w),p(s,w,x))+G(s,w,x),
para todo v € R? | s <t y casi todo w € .
Demostracion. Para la equivalencia de 1. y 2. basta ver que:
Gs (t,w,z) = (twgo L (s,w ,x))—a:

= tw,p(=s57; (w),z)) —2
=p(t—s0(w),x)—z=G(t—s0(w),x),

si y solo si ¢ cumple la propiedad de cociclo (Definicién 1.2.3). Para la equivalencia de 1.y
3. se observa que:

G(t,0s (w),¢(s,w,2))+ G (s,w,x)
=p(t, 9 (w),p(s,w,x)) —¢(s,w,x)+¢(s,w,x)—x
=p(t+sw,z)—x,

si y solo si ¢ cumple la propiedad de cociclo. B
La demostracién del siguiente resultado se encuentra en Arnold [1], Teorema 2.3.35.

Teorema 2.4.3. Si ¢ es un cociclo en un sistema dindmico filtrado

(2 7P Whiew 7))

sobre (R™, H-]]Rn), entonces @ es una €*° (R",R")-semimartingala cociclo si y solo si el
proceso {G (t,-,-x)},5, es una € (R*, R”)-semimartingala hélice respecto a {Fi},q y €l

proceso {G (—t,-, )}t<0 es una €*° (R", R")-semimartingala hélice respecto a {fo }t>0 La

descomposicion canonica
G(s,t,w,z) = MY (t,w,z) + B (t,w,z)
posee la propiedad de que para cualesquiera s,t € R,

MY (t,w,x) =M (t — 5,9, (w), ), BY (t,w,z) = B(t —s,0, (W), ),

donde G (t,w,z) = M (t,w,z) + B (t,w,x) es la descomposicion canonica de G.
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El siguiente es el resultado principal de este capitulo y establece la forma de obtener
una semimartingala cociclo a partir de una semimartingala hélice, via una EDE ! del tipo
Stratonovich respecto a una hélice. De manera precisa:

Teorema 2.4.4. Sea (Q,fO,IP’, {ﬁt}teR7{‘F£}s§t) un sistema dindmico filtrado. Sea F :

R x Q x R" = R" una 6° (R", R")-semimartingala hélice, donde k € Z* y & € (0,1].
Supongase que F' tiene como caracteristicas locales a la terna (ap,br, Ar), las cuales cumple
las condiciones:

ar € L. (6,7, dAp) ybr € L. (6, (R",R") , dAp) .

Entonces existe un dnico SDA (Q,F, P, {19t}t€T,g0) sobre (R™, ||-|[gn) de clase €*, tal que

para cada € > §, ¢ es una € (R",R")-semimartingala cociclo la cual es solucion fuerte de
la EDE de Stratonovich

Jog F (od*s, o (s, x,w)) 0<t,

2.5
—Jog F (od‘s,g&(s,x,w)) t<o0 (2:5)

o (tw,x)—z = {

La semimartingala cociclo (2.5) tiene como caracteristicas locales a A, = Ap,

ay (t,w,z,y) = arp (t,w, ¢ (t,w,z), 0 (t,w,y))

bso (t,w,[E) = bF (t>w>90 <t7w7$>) +cr (t’w’ 2 (t,w,:r)) )
donde

1 0
F(t,w, ) 52:: a— (t,w,z,y) L. (cgbk,é (R",R"™), dAF)

y=x

es el término de correccion de Stratonovich-Ito.

Demostracion. 1. Existencia y unicidad. Por las definiciones 2.2.7, 2.3.1 y 2.4.1, el pro-
ceso F (s,t,w,z) := F (t,w,z) — F (s,w,x) es una semimartingala hacia adelante, y hacia
atrds cuyas caracteristicas (as, bs, As) = (a 0¥, b 01, Aody) cumplen las correspondientes
condiciones de regularidad para cada s € R, siempre que para s = 0 se cumplan (lo cual se
tiene por el supuesto 2.3.2 y la Observacién 2.2.12) . De esta forma, existe una ¢*< (R", R")-
semimartingala de parametro = € R™, {¢ (s,t,,z) : s,t € R}, la cual es es un difeomorfismo
de clase €* y cumple que para todo z € R™:

f[s,t] F (od+u7w, % (S,u,w,x)) s <t
— Jpg F (od_u,w,go(s,u,w,x)) t < s.

gp(s,t,w,x)—x: {

'El acrénimo EDE representa ecuacién diferencial estocastica.
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2. Propiedad de flujo. Existe una versiéon de ¢ la cual cumple:

¢ (s,8,w,-) =idgn (+)

sO(S?t?w?x) = 90(u7 t7w7()0(57u7w7x>>7 (2'6>

para cualesquiera x € F, s < u <, y casi todo w € (). La demostracion de esta afirmacion
se encuentra en Kunita [9], demostracién del teorema 4.5.1.

3. Propiedad de casi cociclo. Se tiene que ¢ (t,w,) := ¢ (0,t,w, ) satisface la propiedad
de cociclo en el siguiente sentido:

o(t+s,w,)=ptd(w),¢(s,w,)), parat,secR, (2.7)
para casi todo w € Q. De (2.6) se tiene que para demostrar (2.7), es suficiente demostrar
o(s,s+tw,:)=p(0,t,9 (w), ), parat,s € R, (2.8)
para casi todo w € €2, ya que si se supone (2.8) y (2.6), entonces

cp(t—}-s,w,-) =

0 (0,t+ s,w,-)

=
¥
@ (l

s,s+t,w, (0,8 w,-))
s (W), (s,w,)
( ) (S,W,-)).

Ahora se demostrara (2.8). Considérese t > 0 y z € R"; entonces para cualquier s € R,

AA/—\A
O
S
Q>

pssttwa)—a=| F(od uwe(suwn)
[s,s+t]

= [ F(od*u,d, (w),¢(s, s+ u,w,1)),
[0,2]
por la Lema 2.3.4 (i).
Ahora bien, nétese que ¢ (0,t,w,x) es la unica ecuacién de dy = F' (od+t,w, y) si y solo
si ¢ (0,95 (w),x) es la tnica soluciéon de dy = F (odJ“z,ﬁS (w) ,y). De esta forma, para
cualquiera s e Ry t > 0,

o(s,s+tw,x)=p (0t (w),x),

para casi todo w € €. El caso t < 0 se trabaja de manera andloga, usando la integral hacia
atras de Stratonovich y el Lema 2.3.4 (ii).

4. Caracteristicas locales: Por la demostracion, ver Arnold [1], pg. 85. B

Sea (Q,fO,IP’, itier > {fst}s>t) un sistema dinamico filtrado en cual estan definido el

movimiento Browniano {B’ (t,-)},cg, 7 € {1,--- ,m}, m € Z* dado por el Teorema 2.2.8.
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Sean fy € ‘Kbk’é (R™R™), f1,...,fm € ‘Kbkﬂ’a (R"R"), k>1,6 >0,y sea

F(t,w,x) :tfo(x)+§:fj (W) B? (t,w) = M (t,w,x),+B (t,w,z)

J=1

donde B (t,w,z) = tfy (). F es una 6,° (R", R")-semimartingala hélice con caracteristicas
locales

Alt,w,x) =t
b(t>w>x> = fo (x)u
a(t7w7x7y> = Zlf] (]3) fj* <y>

c(t,w,x) = §Zij (a;)a—f] (),
j=1i=1 Ti
y ademés a € L, (Cgbkﬂ’é,dt) siy solo a € %Hl’& (lo cual es cierto ya que fi,..., fn €

cgbk+1,5 (Rn’Rn))’ b e L,. (Cgbkﬁ’dt) si y solo b = fO € %bk"s (Rn,Rn) (10 cual es cierto por

hipétesis), y supongase que ¢ € ‘Kbk’a (R™, R™). Por lo tanto, del Teorema 2.4.4 se tiene que
la ecuacion

dX (t,w) = fo (X (t,w))dt + i fi (X (t,w)) o dB? (t,w)

genera un tnico cociclo ¢ de clase €% el cual, para cada € € (0,6) es una €% (R", R")-
semimartingala cociclo.



Capitulo 3
Comentarios finales

En el Capitulo 1 se vio que existen diferentes definiciones para el concepto de atractor de
un SDA, al tiempo que se determinaron condiciones para su existencia. En este apartado
se daran algunos ejemplos para los cuales el flujo generado por una ecuacion diferencial
estocastica de Stratonovich (el cual, bajo condiciones de regularidad, existe segin lo visto
en la Seccién §2.4), tiene como atractor, en un sentido débil | fuerte y hacia adelante, al
conjunto {0}.

En lo que sigue se supondra que (9, ) es un SDA generado por la EDE de Stratonovich

dX (t,w) = p(X (t,w))dt + 0 (X (t,w)) o dB (t,w) (3.1)

sobre el espacio métrico (F,dg) = ([0,00),]:|), donde || es la métrica euclidiana en R;
{B(t,-)},cr es un movimiento Browniano estandar con valores en R. En este caso se considera
la version canénica del proceso, es decir, 2 := {w : R — R|w continua y w (0) = 0} dotado
de la sigma algebra de Borel de la topologia de convergencia uniforme sobre compactos.
Considérense las siguientes condiciones sobre los coeficientes de difusion:

1. p,o: E— Rtales que p(0) =0 (0) =0y o(x) > 0 para todo x > 0.
2. 11 € %6, (E,R), (en particular y es localmente Lipschitz continua).

3. 0 € €% (E,R), es decir, ||o||,, < oo (en particular, o tiene derivadas de primero y
segundo orden acotadas).

Noétese que con estas hip6tesis se tiene que la ecuacion (3.1) genera un cociclo ¢ : RxQx E —
E, para el cual ¢ (t,w, x) es la tinica solucion fuerte de (3.1) con condicién inicial no aleatoria
XOw)=z€FE.

Se seguiran las definiciones 1.4.1 sobre B-atractor fuerte y 1.4.2 sobre B-atractor débil y
se dird que un conjunto aleatorio compacto &7, invariante respecto a ¢, es un B-atractor
hacia adelante para ¢ si

}i{& d (90 (t7 W, B) , (1975 (w))) =0,
para casi todo w € 2 y para todo B C E acotado (donde d es la seudométrica de Hausdorff
vista en el Capitulo 1). Claramente, estos tres conceptos de atracciéon coinciden en el caso

20
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determinista. En general, ser B-atractor hacia adelante o ser B-atractor fuerte implica ser
B-atractor débil. En la siguiente seccién se daran condiciones suficientes y necesarias para
que &7 (w) = 0, para todo w € (2, sea un atractor para el flujo generado por la ecuaciéon
(3.1), y a partir de estas condiciones, se verd que ninguna otra implicacién se tiene entre
estos conceptos.

Algunos de los resultados de esta capitulo se encuentran en el articulo de Scheutzow [16].

Condiciones de existencia

En general, la ecuacién (3.1) no solo genera un SDA, sino también una difusién (ver [10]
para mayor detalle) y por ello es de utilidad el trabajo con las funciones de escala. En este
caso, la funcion de escala p: EU{oco} - RU {£oo} y la medida de velocidad m (ds) sobre

(0, 00) estan definidas por
1 s
exp —2/ (1) du  ds,
o (s) 1 02 (u)

p(x) Z/lx
exp {2 lx i (w) du} dz.

1
o (x)
La relevancia de la funcién p es que {p [ (¢, -, 2)]},5, es una martingala local continua, para
cada z € E. Ademés la finitud de p(0), p(c0), m[1,00) estd fuertemente relacionada con
el comportamiento de la difusién en la frontera de EU{oo}. Por las condiciones sobre uy o, se
tiene que para casi todo w € 2 la variable aleatoria S (w,z) :=={t > —oco : ¢ (t,-,z) € {0,00}}
es finita, para todo x € E.

m(dx) = o7 ()

Teorema 3.0.5. Para cada x € E\ {0}, el cociclo ¢ definido arriba cumple con las siguientes
propiedades:

1. c.s. — limy oo 9 (t,w, ) =0 siy solo sip(0) > —oo y p(c0) = 0.
2. SiP—1limy o @ (t,w,x) =0, entonces p(00) = o0 y, o bien

a) p(0) > —o0, o bien

b) p(0) = —oc ym(0,1] = occ.
3. Sip(oc0) =00y, o bien

a) p(0) > —o0, o bien

b)p

entonces P — limy o ¢ (t,w,x) =0

(
(

0) = —o0, m(0,1] =00 y m[l,00) < o0,

4. c.s. —limy 00 @ (t,w,z) = 00 si y solo si p(0) = —o0 y p(oc0) < 0.
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La demostracién del teorema se encuentra en Scheutzow [16], Proposicién 2.1.
Es de interés encontrar una relacion entre el teorema anterior y la atraccion de conjunto
o/ (w) =0, para todo w € Q. Para ello se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.0.6. 1. &/ (w) =0 es un B-atractor hacia adelante de ¢ si y solo sip(0) >
—00 y p(00) = 0.
2. Si o/ (w) =0 es un B-atractor débil de ¢, entonces p (00) = o0 y, o bien
a) p(0) > —o0, o bien
(

b)p

3. Sip(oc0) =00y, o bien

0) =—o0 ym(0,1] = co.

a) p(0) > —oo, o bien
b) p(0) = —o0, m(0,1] =00 ym|[l,00) < o0,
entonces & (w) = {0} es un B-atractor débil de (p,1).
4. o (w) = {0} es un B-atractor fuerte si y solo si m(0,1] = oo y m(1,00) < 0.
Demostracion. 1., 2.y 3. &/ (w) = 0 es un B-atractor hacia adelante de ¢ (respc. B-
atractor débil de ¢) si y solo si, para todo B C E acotado
0=cs. — tli}rgod(go (t,w,B),0)

=c.8. — tlgcr)lo ilelg o (t,w,y)
Pero c.s. —limy o0 SUp, g ¢ (t,w,y) = 0 para todo B C FE acotado si y solo para todo y € E,
c.s. — limy_, p (t,w,y) = 0, y el resultado se sigue del teorema anterior, parte 1. (respc., si
los limites anteriores son en probabilidad, entonces se evoca a los incisos 2. y 3. del teorema
anterior).

4. Obsérvese que & (w) = 0 es un B-atractor fuerte si y solo si para todo B C FE acotado
se cumple que

0=cs. — tlim d(e(t,9_4(w),B),0)

=c.s. — lim sup ¢ (t,9_ (w),y);
t—o0 yeB

nuevamente, c.s. — lim; o sup,cp ¢ (t,9_; (w),y) = 0 para todo B C E acotado si y solo
para todo y € E, c.s. — limy_,o ¢ (t,9_4 (w),y) = 0. Por otra parte, en Kunita [9], pg. 175
se demuestra que si (9, ) es el SDA generado por (3.1) y se define que 9, (w) = J_; (w),
B(t,w)=B(—t,w)=w(—t)y ¢(t,w,z) = ¢ (—t,w,z), entonces (15, @) es el SDA generado
por la ecuacion

dX (t,w) = —p (X (tw)) dt + 0 (X (t,w)) 0 dB (t,w) (3.2)
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De esta forma, por lo mencionado anteriormente se tiene que 27 (w) = 0 es un B-atractor
fuerte si y solo si c.s. — limy_,o @ (t,w,z) = 0, lo cual es equivalente a que p(0) = —oc0 y
P (00) < 00, en virtud del Teorema 3.0.6 (donde p es la funcién de escala asociada a (3.2)).
Dado que
5 (x) = {— Sy m (d) s% re€0,1)
Sz m (dz) six > 1,

se concluye que —oo = p(0) = —m (0,1] y 00 > p(0c0) =m(1,00). B

En los siguientes ejemplos se usard directamente el Teorema 3.0.6 para determinar la
naturaleza del atractor &/ (w) = 0. Aunque las condiciones sobre 1 y o en principio no estén
relacionadas con procesos conocidos, sirven para dar ejemplos de no equivalencia entre los
conceptos de atraccion. A menos que se diga lo contrario, o : £ — R esta definido por
o(x)=xz,x€kE.

1. Supéngase que i : E — R estd dado por p(x) = —x, entonces

1 T
m(O,l]:/ exp{Z/ ;Ldu}d:v:oo
1] T 1 u
1 T —u
m(l,oo):/ eXp{Q/ du}dx<oo,
1

(1,00) u?

es decir, o/ (w) = {0} para todo w € 2, es un B-atractor fuerte y por lo tanto también
es B-atractor débil. Por otra parte

1 T
p(O):—/ exp{Q/ l;du}dx>—oo
0,1] T 1 u

1 T
p(oo):/ exp{?/ UQdU}dx:oo,
[1,00) T 1 U
lo que implica que o/ (w) = {0} para todo w € 2, es un B-atractor hacia adelante.

2. Considérese ahora p: EF — R dado por

0 sizel0,1]
€T) =
,u() {—x six > 1.

Entonces

1 T
m(l,oo):/ exp{?/ udu}dx<oo,
2
(1,00) T 1 U

y asi, o/ (w) = {0} para todo w € Q, es un B-atractor fuerte y por lo tanto también
es B-atractor débil. Puesto que

1
p(0) = —/ —expdr = —o0,
[0,1] T

entonces &7 (w) = {0} para todo w € 2, no es un B-atractor hacia adelante.
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3. Sea p: F — R dado por

—x sixz€0,1]
i =
() {0 six > 1.

Entonces 1
m(l,oo):/ —dz = o0,

(1,00) T

y asi, & (w) = {0} para todo w € €, no es un B-atractor fuerte. Puesto que

1 T
p(O):—/ exp{2/ lgdu}da:>—oo
0,1 T 1 u

entonces &7 (w) = {0} para todo w € €2, es un B-atractor hacia adelante y por lo tanto
un B-atractor débil.

4. Sip: E — R estd dado por p (z) = z, entonces

1 T
p(0) = —/ exp{2/ gdu}dm = —0o0
0,1] = 1 u
1 T —u
p(o0) = / — exp {2/ 2du} dz < o0,
[1,00) T 1 U

de lo que se concluye que o/ (w) = {0} para todo w € 2, no es un B-atractor débil (y
por lo tanto ni es un B-atractor fuerte ni un B-atractor hacia adelante).

En el siguiente ejemplo se mostrara que es posible que p (0) = —ocoy p (00) = m (0,1] =
m (1,00) = oo. En este caso se tiene que & (w) = {0}, w € ), no es ninguna de las
tres clases clases de atractores estudiados en este capitulo.

5. Si u = 0, entonces

0,1] T
1
p(c0) = / —dz = 00
[1,00) T
m(O,l]:/ —dz = o0
1] x
1
m[l,oo)—/ —dz =0
[1,00) T

Explicitamente se tiene que ¢ (t,w,z) = xexp B (t,w) y en este caso, para cada € > 0

se cumple que
1

= 5,
para todo ¢t > 0; por lo tanto &7 (w) = {0}, para todo w € €2, no es un atractor débil.

P({weQ:eexpB(t,w) > €})



Comentarios finales 55

6. Sio(z)=0>0ypu=—-XAzr,z € E, \>0, entonces

11 2\ 1
p(0) = — exp{—2/ udu}ds>—oo

(Ve g

o 1 2\ s
p(oo):/ exp{Z/ udu}ds:oo
1 o o2
1 2\ 1
m(O,l]:/ exp{z/ udu}dx<oo
01] O 02 Ja

1 —2X\ [T
ml,00) = / exp{ 5 / udu} dr < oo,
[1,00) O g 1

entonces &7 (w) = 0 es un B-atractor hacia adelante, B-atractor débil pero no un B-
atractor fuerte. En este caso, la solucién explicita a esta ecuacién de tipo Langevin es
el proceso Ornstein-Ulhenbeck dado por

o (twx)=eM <x —i—/[ ]ae)‘SdB (s,w)) :
0.t

donde x € E es la condiciéon aleatoria de la ecuacién de Langevin al tiempo 0.



Apéndice A
Conceptos basicos

En el presente apartado se presentan algunos conceptos y resultados de utilidad en el
Capitulo 1.

§1.1 Acerca de topologia de convergencia uniforme so-
bre compactos y topologia débil

En esta seccién se presentan algunos resultados de utilidad en las secciones §1.3 y §1.4.
Sea X un espacio topoldgico y C'(X) el espacio de las funciones continuas f : X — R. Se
define una “bola” B}, f € C'(X) y r >0 en C (X) como

B = {ge C(X) s sup | (&) — g (&) 9}

zeX

y se verifica que el conjunto de todas las bolas B} forman una base para una topologia en
C (X). Se dice que una sucesion { f,}, .y € C (X) converge en esta topologia a un limite f €
C (X) siysolosi f, converge uniformemente a f, es decir lim,, oo Sup,ex | fn () — f (2)] = 0.
Por otra parte, para cada subconjunto compacto K C X se define la semi-norma |[|-[|¢ (s
en C(X) por [|flloix) = subsex |f ()] La topologfa generada por estas seminormas es
llamada la topologia de convergencia uniforme sobre compactos. En este caso se cumple que
{fatnen € C(X) converge en esta topologia a un limite f € C'(X) si y solo si f,, converge
uniformemente a f sobre cada compacto.

Ahora, sea E un espacio localmente Hausdorff con base contable; € (E,R™) el espacio de

las funciones f : E — R™ continuas y dotado con la norma
[/l o= sup [[f ()lgn -
el

donde ||-|[z. es la norma euclidiana en R™. Considere el espacio % (R, ¢ (E,R")) de las
funciones f : R — & (E,R") tales que f (0) =0, y se denota la semi-norma

1l ey = sup [If (@)l
zeK

o6
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para cada compacto K C R. Sea P := {|| G(K) K CR, Kcompacto} y considere una

vecindad de la forma

1 1
V (Il 00) = {F € 6 (R (BB < 1 ~ gl < L.

paran € ZT, K C Ry K compacto,y g € %, (R, % (E,R™)). Para cada g € % (R, % (FE,R")),
considere la familia

J 1
B, := {ﬂ v <||‘H<5(K~) ) 79) nJENM €ZY K CR, K; Compacto} :
i=1 v

Entonces B, es una base de vecindades de g € % (R, 4" (E,R")), y la familia { By} o g o (5 pny)
es una base para una topologia en %j (R, % (F,R™)). Esta topologia es la topologia de con-
vergencia uniforme sobre compactos. Sea F° la o-dlgebra de Borel en % (R, %4 (E,R")), es
decir, la menor g-algebra que contiene a los abiertos en la topologia de convergencia uniforme
sobre compactos (en este caso, los abiertos son uniones de elementos de las familias B,, para
g€ % (R, % (E,R"))).

A continuacion se presentan algunas definiciones basicas sobre espacios de Banach y op-
eradores.

Un espacio normado X es un espacio vectorial dotado de un norma. Un espacio de Banach
es un espacio normado cuya norma es completa. Se cumple que un espacio normado X o
bien es un espacio de Banach o bien es un subconjunto denso de un espacio de Banach Y.

Un operador T entre dos espacios normados X y Y es una funcién T : X — Y. Se dice T
es un operador en compacto si para todo A C X acotado, W es compacto en Y.

Un operador lineal T : X — Y entre dos espacios normados X y Y sobre el mismo campo
K es una operador que cumple

T (121 Bx asxe) = anT (x1) By a1 (x2),

para cualesquiera oy, ap € Ky 21,29 € X, donde @& x y By denotan las operaciones se suma
vectorial en X y Y, respectivamente.

Se dice que un espacio normado X esta incrustado en un espacio normado Y, y se escribe
X — Y para denotar la incrustacion si

(i) X es un subespacio vectorial de Y, y

(ii) el operador identidad I de X en Y es continuo (y como [ es lineal, esta propiedad es
equivalente a || (z)||y, < M ||z||y para alguna constante M > 0).

Se dice que una incrustaciéon X < Y entre espacios normados es compacta si el operador
I es compacto.

Como se sabe, si un espacio de Banach X sobre un campo K es de dimension finita,
entonces su dual, X* estd caracterizado por el conjunto de los operadores lineales y con-
tinuos 7" : X — K. Sin embargo, en dimensién infinita se puede demostrar que siem-
pre existe un operador lineal del espacio en su campo el cual no es continuo. Por esta
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razon, es necesario definir, en el caso que X tenga dimension infinita, al dual de X como
X*:={T : X — K: Tes funcional continuo}. X* resulta ser un espacio de Banach (sobre
el mismo campo K). A partir de lo anterior, y siguiendo las definiciones que surgen en el
analisis funcional sobre topologia débil estrella, se enunciaran las siguientes definiciones y
teoremas.

Definicién A.1.1. Sea X un espacio normado y X* su dual. La topologia débil estrella en
X*, denotada por o (X*, X) es la menor topologia que tiene como base local de vecindades
de 25 € X™ a los conjuntos de la forma

k
U(xg, @1y .., xp;€) = ﬂ {z" € X" |(zf — a", ;)| <€},
i=1

donde xq,...,z, € X ye> 0.

Para los objetivos de este apéndice, se consideraran a (£2, F,P) un espacio de probabilidad
completo y E un espacio Polaco. Una funcién f : Q2 x E — R que cumple las condiciones

1. para todo z € E, la aplicaciéon w +— f (w,x) es medible respecto a F,
2. para todo w € Q, la aplicacién x — f (w, ) es continua y acotada,
3. la aplicacién w — sup,cp | f (w, z)| es integrable respecto a la medida P,

se dice que es una funcion continua aleatoria. Se identifican dos funciones continuas aleatorias
fygsiPweQ: f(w,z) = f(w,x), para todo x € F}) = 1, y bajo esta identificacién, se
define el espacio

Co(E) ={f:Qx E — R|f es funcién continua aleatoria} .

Este espacio resulta ser un espacio de Banach con la norma
1l i= [ suplf (w,)| P (dw)
QzeFE

Es sabido que el dual del espacio €q (E) es el espacio Pq (E) de las medidas de transicion
definidas en 1.3.13. Por lo tanto, tiene sentido dar la siguiente definicion.

Definicién A.1.2. La topologia débil sobre Pq (F) es la menor topologia que tiene como
base local de vecindades de p € Pq (E) a los conjuntos de la forma

k

Up fro-- - fie) = (N {v € Pa(B) : [(v — p) fil <e},

=1

donde fi,...,fn € 6a(E)ye>0.
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§1.2 Medidas invariantes

Teorema A.2.1. Sea E un espacio Polaco. Una funcién € : Q — 2F, con valor en los
subconjuntos cerrados no vacios de E, es un conjunto aleatorio cerrado si y solo si, existe
una sucesion {c,},cy de mapeos medibles respecto a F, ¢, : Q1 — E, tales que

€ (w) ={c, (w) :n € N},

para todo w € ). En particular, si C' es cerrado, existe una seleccion medible, es decir, una
funcion ¢ : Q@ — E tal que ¢ (w) € C (w) para todo w € §).

La demostracién del resultado anterior se encuentra en Crauel [3], Teorema 2.6.

Teorema A.2.2. Sea {1"}, .y € Pa(E). Entonces son equivalentes las siguientes afirma-
clones:

1. {u"}, g converge a pu en la topologia débil (para toda funcién f € Gq (Q), p (f) =
p(f), donde p* (f) = Jo Jp f (w, ) p (dz) P (dw) ).
2. limsup,, u" (¢) < u(€) para todo conjunto aleatorio cerrado {€ (w)},,cq. donde

p(€) = [ o (H (@) P(dw).

La demostracién del resultado anterior se encuentra en Crauel [3], Teorema 3.17.

Definicién A.2.3. Un subconjunto I' C Pq (F) se dice que es tenso, si para cada € > 0
existe un subconjunto compacto (no aleatorio) C. C E tal que inf.,cr g (7) (C) > 1 — €,
donde la proyeccién candnica g : Q X E — FE estd dada por g (w, ) = x. De esta forma,
para todo B € B(FE)

m5y (B) =7 (n5' (B) = 7(@x B) = [ 7(w.B)P(dw) =E(3 (- B)).

El siguiente teorema da una forma de verificar cuando un subconjunto del conjunto de
probabilidades de transicion es tenso.

Teorema A.2.4. Sea I' C Pq (E). Considérese las siguientes afirmaciones:

1. Para cada € > 0 existe un conjunto aleatorio compacto { % (w)} tal que

wef)

inefF Yo (K (W) > 1 — €, para casi todo w € €.
Yw

2. Para todo € > 0 existe un conjunto aleatorio compacto { % (w)} tal que

we

/Q% (H (W) P(dw) > 1 — e
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3. T es tenso.
Entonces 1. implica 2., y 2. y 3. son equivalentes.

La demostracién del teorema anterior se encuentra en Crauel [3], Proposicion 4.3.

Si £ es una o-algebra sobre €2, entonces se dice que & esta casi contenida en F, y se escribe
E C F (mod P) si para todo E € & existe F' € F tal que P(EAF) = 0. Poge (E) denotard
el subconjunto de Pg (E) de las medidas aleatorias medibles respecto a &.

Teorema A.2.5. Sea £ C F (modP). Entonces Pag(E) es un subconjunto cerrado de
Pa (E) bajo la topologia débil.

Una demostracién del resultado anterior se encuentra en Crauel [3], Teorema 4.21.

Lema A.2.6. Supongase que £ es un conjunto aleatorio compacto. Entonces para todo € > 0
existe un conjunto compacto no aleatorio K. C E tal que P ({w € Q: # (w) CC}) > 1—e.

Demostracion. Sea {x, : k € N} un subconjunto denso contable de E. Entonces E =
Uro ng para algin 6 > 0, y por lo tanto, para todo m € N,

ggop<{weg H (w) C UB;Q”D =1,
donde se ha usado el hecho que el conjunto

fwearwe Qo) ={oenrwne(Uar) -0}

es un conjunto medible respeto a F. De esta forma, dado m € Ny € > 0, escéjase n (m, €)

de tal forma que
n(m,e)
€
P Q: ) C B >1——

y sea K. = Nen K (m,€), donde K (m,¢€) := UZ:ng’E) Bf}“m Entonces

P({weQ: # (w) £} =P ({weQ:# (w)NC(C.) £0})

= ({wGQ%/ )n Y C(K (m }
<Y PHweQ: X (w) & K (m,e)}) Zim

meN
Puesto que K (m,e€) es cerrado para cada m € N, también K, es cerrado, y por lo tanto,

completo. De lo anterior se sigue que para todo m € N, K, C K (m,e€), es decir, K, es
totalmente acotado, por lo tanto, compacto (ver Teorema 2.14 de Crauel [3]). B



Conceptos basicos 61

Lema A.2.7. Sea . un conjunto aleatorio invariante respecto a . Entonces
PHueQ: 7 (w)C 2w <PHweQ: 7 (W) C W),
para todo conjunto aleatorio 9.

Demostracion. Sea F = {weQ: S (w) C Z(w)}. Por el teorema de recurrencia de
Poincaré, aplicado a la familia discreta {¢_, : n € N} = {19’11 :neN } se tiene que

Fo=( U 0.F

N>1n>N

cumple la propiedad P (F) > P (F). Para w € F, se sabe que & (V_, (w)) C Z (J_, (w))
para una infinidad de indices n € N. De esta forma, el hecho que .# es un conjunto aleatorio
invariante respecto a .

I (w) =@ (05 (W), I (VW) Ce,dp(w),Z(@0nW)),
para una infinidad de indices n € N. Por lo tanto,

I w) S U emdnw),Z0-w)),

n>N

para todo N € N es decir,

Esto significa que Fiy C{w € Q: .7 (w) C Qg (w)} v asi
Pwe: F(w)CQy(w)}) >2P(Fy) >2P(F)=P{we: ¥ (w) CZw)}) N

Lema A.2.8. Supongase que ¢ : X = Y es una funcion continua entre espacios métricos
(X,dx) y (Y,dy). Sea C C X un subconjunto compacto. Se cumplen las siguientes afirma-
ctones:

1. Para todo € > 0 existe v > 0 tal que
P (C7) C(p(O),

o equivalentemente, lims_, dy (ga (C";) , P (C’)) = 0.
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2. SiBCY estal que B C ¢ (C?) para todo § > 0, entonces B C ¢ (C).

Demostracion. Supéngase lo contrario en 1., es decir, existe € > 0 y una sucesion {, },, .y €
CY" tal que
dy (¢ (x,),9(C)) >€, paratodon € N,

Por compacidad de C, supéngase que la sucesién {x,}, .y posee una sub-sucesién {z,, },
la cual converge a algin x € C. Esto implica, por continuidad de la métrica dy, que

¢ < Jim dy (¢ (2) (€)= dy (¢ (1) . (C)) = 0,

lo cual es contradictorio.

Para la parte 2., nétese que B C ¢ (C?) implica que dy (B, ¢ ( ) =
dy (g@ (C5> P (C)) —— 0 por la parte 1.. Por lo tanto dy (B, ¢ (C)) 0, lo cual 1mphca
que BC ¢ (C). 1

Lema A.2.9. Sea ¢ : [0,00) X Q X E — E un cociclo y C C E un conjunto compacto y
b C E un conjunto cerrado. Para cada o« > 0 el mapeo

t—y(t) = ili%){P({wE Q:p(t,w,C") C B}) > a}

es medible respecto a B (R).
Una demostracién del resultado anterior se encuentra [14], Lema 4.3.

Teorema A.2.10. Supdngase que X es una semimartingala respecto a una filtracion {‘Ft}tZO'
Sea {Gi}i50 C {Ft}so una filtracion tal que X es adaptada a {G},,, entonces X es una
semimartingala respecto a {Gi},~q-

La demostracién del resultado anterior estd en Protter [13], Teorema 4, pg. 53.

§1.3 Espacios de funciones

1.3.1 Espacios de Sobolev

Sea D C R™ un subconjunto abierto de R"; & (D) el conjunto de todas las funciones
u: D — R continuas en D, y €% (D), k € N, el conjunto de todas las funciones v : D — R
que son k veces diferenciable y la derivada de orden k es continua. La clase de las funciones
u: D — R que son infinitamente derivables es denotado por € (D) y la clase las funciones
en € (D) que poseen soporte compacto en D (es decir, el soporte de dichas funciones es
un subconjunto compacto de D) es denotado por €5° (D).

Para 1 < p < oo, L? (D) denota el espacio de Banach de las funciones f : D — R con la

norma
» 1/p
iy = ( [ fu (@) da)
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Recuerde que para p = 2, L? (D) es un espacio de Hilbert con producto escalar dado por

(U, V) p2(py ::/Du(x)v(x) dz.

Con frecuencia se usa la siguiente notacion para derivadas parciales:

Dyu = z2-u, ie{l,---,n}
D%y = %u a:<a1,',an)€Z+nY[Oé] ::al_f_..._l_an‘

Para cada m € Z* y p € [1,00), W™P (D) denota el espacio de las funciones u € L? (D)
cuyas derivadas de orden < m estdn en LP (D). Este espacio resulta ser de Banach con la
norma

1/p
||U||me (D) "= ( Z ||Dau||LP(D)
[a]<m

Los espacios W™P (D) son los llamados espacios de Sobolev. Cuando p = 2 se escribe
Wm2(D) := H™ (D) el cual es de Hilbert con el producto interior

<U’U>HW(D): Z (D%u, D%>L2(D)-

[a]<m

Si X es un espacio de Banach, p € [1,00) y —o0 < a < b < oo, entonces L (a,b; X) denota
el espacio de las funciones f : (a,b) — X con la norma

1/p

b
sty = ([ 17 @)

el cual es de Banach.

1.3.2 Propiedades de los espacios de Sobolev

La cerradura de 65° (D) en H™ (D) es denotada por HJ" (D). En particular son de interés
los conjuntos H' (D) ={u € L*(D): Dju € L*(D),i € {1,--- ,n}} y H (D). H" (D) es un
espacio de Hilbert con el producto escalar

n

(w,0) g1 py = (U, 0) 2 (py + D (Ditt, Div) g2y -

=1

= J,ute d5“2/(9951 zi<@m

Cuando D es acotado, se tiene la desigualdad de Poincaré: para todo u € Hj (D)

n 1/2
2
Jull 200 < €0 (D) (Z HDiuHW)) ,
=1
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para alguna constante co (D) que depende de D, lo que implica que H; (D) es un espacio de
Hilbert con el producto escalar

n

(u, U>H5(D) = Z (Diu, Div) 12(py,

i=1
y con la norma
n 1/2 n , 1/2 , 1/2
il = (3D Dby} = (S0Pl ) = ([ IFu@leas)
i=1 i=1
(A.1)
Se puede demostrar que el valor minimo que puede tomar el cociente
el g
[ull L2y

es el menor de los valores propios (el cual es no negativo) de A, dado por el sistema

Au= - u en D
0 en 0D.

De esta forma, si A\; es dicho valor propio, se tiene que

M lull g2y < Nl gy oy - (A.2)

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de la incrustaciéon de Sobolev, y su
demostracion se encuentra en el libro Sobolev Spaces, de R. Adams, 2003, pg. 86.

Teorema A.3.1. Sea D C R™ un subconjunto abierto, m € Z* y p € [1,00). Se cumplen
las siguientes afirmaciones:

1. WmP (D) — L9(D), para p < ¢ < 00, siempre que mp = n.
2. Wm™P (D) < L1(D), para p < ¢ < px := np/ (n — mp) siempre que mp < n.

Para finalizar, el siguiente resultado es conocido como el Teorema de Rellich-Kondrachov
(la demostracién se encuentra en el libro Sobolev Spaces, de R. Adams, 2003, pg. 168),
en el cual se garantiza que bajo condiciones de regularidad sobre la frontera de D, las
incrustaciones del teorema anterior son compactas.

Teorema A.3.2. Sea D C R™ un subconjunto abierto con frontera 0D regular, m € Z* y
p € [1,00). Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Wm™P (D) < L7%(D) compactamente, para 1 < g < oo, siempre que mp = n.

2. W™P (D) — L%(D) compactamente, para 1 < ¢ < px := np/(n — mp) siempre que
mp < n.
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